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Introduction

L’objet de ce mémoire est I’étude probabiliste de la répartition des zéros d’une fonc-
tion analytique dans un domaine du plan complexe. Cette étude a d’abord été menée
dans le cas des polynomes par Hammersley (1960) qui a obtenu une formule permettant
le calcul explicite de la répartition des zéros d’un polynéme en fonction d’une densité
quelconque pour ses coefficients. L’étude probabiliste des zéros des fonctions analytiques,
débutée par Offord (1965), a été motivée par le fait qu’une fonction analytique est une
limite presque stre (p.s.) de polynomes aléatoires. Cependant, cette étude ne fournit des
résultats explicites que sous des hypothéses plus restrictives sur la loi de la fonction ana-
lytique. Dans le cas de fonctions analytiques gaussiennes, on obtient une généralisation de
la formule de Hammersley. Des résultats récents ont montré que si on la suppose de plus
a coefficients indépendants et identiquement distribués (i.i.d.), alors la loi de la réparti-
tion de ses zéros s’exprime comme le déterminant d’un noyau. Ceci permet de déduire
des propriétés géométriques de cet ensemble aléatoire. Cette théorie trouve des applica-
tions en physique statistique ou les zéros de fonctions analytiques aléatoires modélisent
les particules d’'un gaz en interaction. Elle posséde aussi des applications en statistique
et en calcul numérique puisqu’elle permet de calculer I'incertitude de la répartition des
zéros d’un systéme d’équations polynomiales ou analytiques en fonction de I'incertitude
(d’origine expérimentale ou numérique) des coefficients du systéme.

Avertissement

Le mémoire est en grande partie inspiré de Darticle [1] de Y. Peres et B. Virag. Nous
avons repris plusieurs des résultats récents énoncés par les auteurs en en simplifiant sou-
vent le cadre. Nous nous sommes, par exemple, volontairement tenus au cas des fonctions
analytiques aléatoires dans le disque unité ouvert U du plan, ce qui simplifie bien souvent
les démonstrations sans que les résultats ne perdent de leur intérét. En effet, le théoréme
principal et nouveau de [1] ne concerne que les variables aléatoires gaussiennes i.i.d. et
se place donc dans le cadre des fonctions analytiques dans le disque.
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1 Processus ponctuels

1.1 Définitions

Soit U le disque unité ouvert de C. De maniére imagée, un processus ponctuel dans U
est un sous-ensemble dénombrable du disque unité U dont le cardinal et les éléments sont
aléatoires. De maniére précise, considérons (€2, P) un espace de probabilité. Un processus
ponctuel est une application

N:QxB(U) - NU{x},

telle que

— N(w,-) est p.s. une mesure de Radon (& valeurs finies sur les compacts de U),

— pour tout borélien B de U, l'application N(-, B) est mesurable.
En pratique, on parle du processus ponctuel comme étant «l’ensemble aléatoire» Z tel
que pour tout borélien B, le cardinal de Z N B, compté avec multiplicité, est donné par
N(B), c’est-a-dire que N(B) = > ., lsep. On appelle N la mesure de comptage du
processus ponctuel Z. On dit qu'un processus ponctuel est simple si N ne prend que les
valeurs 0 ou 1 sur les singletons. Cela signifie que N(B) = card(Z N B) pour tout borélien
B.

L’intensité p d’'un processus ponctuel est la densité, si elle existe, de la mesure N.
On a donc, p.s. et pour tout borélien B,

EWVE) = [ pl)is.

On définit, par extension, pour tout entier n, lintensité n-jointe p, (appelée aussi in-
tensité jointe intégrale) du processus ponctuel par la formule valable pour tous boréliens
disjoints By, ..., By,

BN NB) = [ gl

Dans la suite on dira intensité jointe au lieu d’intensité n-jointe lorsqu’il n’y aura pas
d’ambiguité.

Une autre grandeur intéressante, définie dans [1], est l'intensité jointe ponctuelle du
processus ponctuel. Elle est définie pour tous z1, ..., z, dans U par

p({e1,. - 2)) = lim (mlz)nP(N(B(zi,a)) >1i=1,...,n)
lorsque cette limite existe.

Le processus qui nous intéresse dans ce mémoire est le processus Zy des zéros d'une
fonction analytique aléatoire f dans le disque unité U. Il s’agit d’un processus ponctuel.
Apreés avoir défini plus précisément ce que nous entendons par fonction aléatoire, nous
donnerons des formules pour la mesure de comptage et l'intensité jointe de Zy, tout
d’abord dans le cas ou f est un polynome puis lorsque f est une fonction analytique. De



plus, nous verrons au paragraphe 5.2 que pour le processus ponctuel Z¢, les intensités
jointes intégrale et ponctuelle coincident.

Avant de rentrer dans le cceur du sujet, donnons un exemple simple de processus
ponctuel.

Ezemple. Le processus ponctuel le plus simple & considérer est un processus ponctuel
ou l'on construit explicitement I’ensemble aléatoire Z. Considérons (X,,),>0 une suite
de variables aléatoires indépendantes, uniformes sur U. Soit N une variable aléatoire
de Poisson de parameétre 1 indépendante de la suite (X,,)n>0. Alors {X1,..., XN} est
un processus ponctuel. Son intensité jointe ponctuelle est constante égale a 1. En effet,
solent z1,...,2, dans U et € > 0 tels que les B(z;,¢) soient deux a deux disjointes.
Alors les variables {N(B(zi,¢€)),i =1,...,n} sont indépendantes. Par ailleurs, la loi de
N(B(z;,¢)) est la loi de Poisson de paramétre 7e2. Donc
n n
P(N(B(zi,¢) > 1,i=1,...,n)) = [[(1 = P(N(B(z1,¢)) = 0)) = [[(1 = e™™).

=1 i=1

D'ou p(z1,...,2,) = 1.

1.2 Liens entre la mesure de comptage et ’intensité jointe

Lemme 1. Soit Z un processus ponctuel simple dans U. Soient k un entier > 1 et p
Uintensité k-jointe de Z. Soit Z"\* l’ensemble des k-uplets de points distincts de Z. Alors
pour tout borélien B de U*, on a

E(card(B N Z")) = /Bp(zl, cey2i)dzy - dzg (1)

Démonstration. Les deux membres de l'équation (1) définissent chacun une mesure
sur UF. 11 suffit donc de veérifier égalité pour les pavés de UF. Soit B = By X --- X By,
un tel pavé. Soit P une partition finie de U par des boréliens. Soit My(P) le nombre de
k-uplets (z1,...,2) dans B tels que z1, ..., zx soient dans des éléments distincts de P.
Soit NV la mesure de comptage de Z. On a

Mi(P) = Z card(Q1 X -+ x QN B)
Q1 Qk

= ) card(Q x - x QeNBNZY)
Ql:"'7Qk

k
= Z Hcard(Qi N B;)

Q1,..,Qp =1
k

= > J[N@inB,
Q1,.-,Qp =1

ou 'on a sommé sur ’ensemble des k-uplets (@1, ..., Qx) d’éléments distincts de P. Par
définition de l'intensité jointe, on a



E(My(P)) = Z / p(21,s ..., 2)dz1 - - dzg
Q1,,Qx Q1 x--xQrNB

Considérons maintenant une suite (P;);>1, décroissante pour I'inclusion, de telles parti-
tions boréliennes finies de U, telle que le diameétre des éléments de P; tende vers 0. Alors
la suite (M (P;))j>0 tend en croissant vers card(B N Z*) lorsque j tend vers l'infini.
Le théoréme de convergence monotone appliqué a chaque membre de 1’équation donne le
résultat. O

Lemme 2. Soit Z un processus ponctuel simple dans U. Soient n un entier et p son
intensité (n+ 1)-jointe. Soient z1, ..., z, des points distincts de U. Supposons qu’il existe
des voisinages disjoints V; de z; et c et 0 deuz nombres réels > 0 tels que pour tout j et
tout (n + 1)-uplet (w1, ..., wp,w) dans Vi x --- x Vi, x V; on ait

p(wlv"' ,’U)n,’l,U) S C’wj - w’_2+5 .

Alors, pour € > 0 suffisamment petit,

P(N(B(z1,¢)) =1,Vi=1,...,n) E(N(B(z1,¢€)) - N(B(zn,¢)))

= P(N(B(z1,¢)) =1,Vi=1,...,n) +o(s™").

Démonstration. Soient Ny,..., N, des entiers naturels. On a
n n n
OSHNj_HlezlSNI"'NnZ(Nk_l)' (2)
j=1 j=1 k=1

Soit k € {1,...,n}. En appliquant le lemme 1 & By, = B(z1,&) X -+ - X B(2p, &) X B(zg,¢€)
on obtient, pour ¢ suffisamment petit tel que B(z;,e) C V; pour tout 1,

E <card(Bk N ZA(”'H))) = p(wi, ..., wpy1)dwy - - dwpyq

/B(zl,s)><~~-><B(zn,z-:)><B(zk,s)

< c/ / _dw 5—5 | dwi - dwy,
B(z1,e) XX B(2n,e) B(zk,€) |wk — w[

_ 2n+6
= Ke ,

ou

K — onn—1 / dudv
B(z,1)2 lu—v|2=0

est une constante strictement positive. Or

card(B, N ZMN"D) = N(B(z1,¢€)) - - - N(B(z1,€))(N((B(z1,€))) — 1) .



De plus,

0 < E(N(B(z1,¢))- - N(B(zn,€))) — P(N(B(z1,¢)) = 1,Vi=1,...,n)

IN

S E (card(Bk N ZA(”“))) = o(2).
k=1

O]

Remarque. Dans la suite nous serons amenés & effectuer ’abus de langage suivant. Soient
X et Y deux variables aléatoires et v(X, dy) la loi conditionnelle de Y sachant X. Nous
appellerons loi conditionnelle de Y sachant X = 0 la mesure v(0,dy). Nous la noterons
(XY =0).

2 Polynomes aléatoires

2.1 Définitions

Un polynome est représenté par la suite de ses coefficients. Pour rendre un polynéme
aléatoire, il suffit donc de remplacer ses coefficients par des variables aléatoires. Fixons
d un entier > 1. I désignera le degré maximal des polynomes considérés (on pourrait
envisager de rendre aussi ce parameétre aléatoire). Dans la suite, E désigne I’espace vec-
toriel C**t! muni de la tribu borélienne. Donnons-nous w une densité de probabilité sur
C4*t1 par rapport a la mesure de Lebesgue A%t 11 s’agit de la densité des coefficients,
cest-a-dire que (E,w - A1) désigne notre espace de probabilité. Hammersley explique
dans [2]| lintérét pratique qu'’il y a & considérer ce cas général, plus intéressant du point
de vue des applications, puisque les erreurs expérimentales sur la connaissance des coeffi-
cients sont treés souvent corrélées. Il serait donc simpliste de modéliser les coefficients par
des variables aléatoires indépendantes. Néanmoins, il est & ’heure actuelle impossible
de s’affranchir de ces hypothéses pour obtenir des résultats sur les zéros de fonctions
analytiques aléatoires.

On considere enfin 'application mesurable

d
[ (B w-d ) — Cy[X],a— <z — Zam:") ,
n=0

ou Cy4[X] est muni de la tribu borélienne associée a la topologie de la convergence uni-
forme sur tout compact de C. Cette variable aléatoire modélise I’élément générique de
C4[X] avec pour « hasard », la densité w.



2.2 Formule de Hammersley

Enoncons sans donner de démonstration la formule de Hammersley (pour une dé-
monstration, voir [2]). On considére un polynome aléatoire f de degré < d, dont la loi
des coefficients est de densité w par rapport & la mesure de Lebesgue sur C?. Soit Z [
I’ensemble aléatoire des zéros de f. La formule de Hammersley donne une expression de
I'intensité jointe intégrale p de Zy en fonction de f.

Proposition 1. Formule de Hammersley. Soient n < d et z1,...,z, € C. Soit A la
matrice de covariance de (f(z1),..., f(zn)). On suppose que A est inversible. Alors
p(z1,. .., 2) = dZt(A)E (F/(z1) - F () 1 f(z1) = -+ = f(zn) =0) .

3 Fonctions analytiques aléatoires

3.1 L’espace de probabilité

Soit H D’espace topologique des fonctions holomorphes sur U muni de la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact de U. On munit H de la tribu borélienne
associée a cette topologie. On vérifie alors que cette tribu est la tribu cylindrique, c’est-
a~dire la plus petite tribu rendant mesurable la projection f — f(z) pour tout z dans U.
Pour chaque élément f de H, on s’intéresse a l'ensemble Z; des zéros de f. L’application
Z est définie sur H et est & valeurs dans I’ensemble des parties discrétes de U. On
cherche & comprendre les propriétés génériques de Z en raisonnant pour cela de maniere
probabiliste. Nous allons donc considérer une variable aléatoire f a valeurs dans H. De
maniére imagée, on cherche & calculer la mesure image par Z d’une mesure donnée sur
‘H. On aura ainsi une information sur la maniére dont se comporte 1’ensemble des zéros
de maniére générique. En pratique, on sait que la connaissance des propriétés de Zy
découle de celle de sa mesure de comptage et de son intensité jointe. Ce qui nous reste a
préciser, c’est la maniére dont nous probabilisons I’espace mesurable H. L’idée naturelle
est de probabiliser le sous-espace vectoriel E de CN constitué des suites dont la série
entiére associée est de rayon de convergence supérieur ou égal a 1, o CN est muni de sa
tribu cylindrique habituelle C(CN), et de transporter cette mesure sur H via ’application
mesurable

oo
F:E—™H, (an)n>or (z— Zanz") :
n=0
Nous allons construire une mesure de probabilité 7N sur CN, appelée mesure gaus-
siemne, qui vérifie la propriété suivante : pour tout sous-ensemble I de N la projection
de v®N sur C! est la mesure produit v®/! de la mesure gaussienne standard ~ sur C.
Soit (Xp)n>0 une suite de variables aléatoires sur ([0, 1], ) & valeurs dans C, indé-
pendantes et suivant la loi gaussienne standard. On définit v*N comme la mesure image
par ’application mesurable

X+ ([0,1],B([0,1))) — (CV,C(CN)),  w = (Xn(w))uzo



de la mesure de Lebesgue.
Nous allons maintenant établir que E est de probabilité 1 dans CN, y®N_ Ceci découle
du lemme suivant.

Lemme 3. Soit (ayn)n>0 une suite de variables aléatoires complexes gaussiennes standard
indépendantes. Pour presque tout w dans S, (an(w))n>0 appartient a E.

Démonstration. Soit r un réel strictement positif. Pour tout entier n,

2 dx
P(lay|lr™ > 1 —/ e 2z .
e 2 1) = [~ %

— Sir <1, on a, pour tout entier n,

P(lap|r™ > 1) < /OO xrne_é do__ ir”e_F;n <r".

Donc Y 2 P(lan|r™ > 1) < oo, donc par le lemme de Borel-Cantelli, la suite
(lan|r™)n>0 est p.s. majorée par 1 & partir d’un certain rang. On en déduit que p.s.
limsup|an\% < %

— Sir > 1, on a, pour tout entier n,

N

22 dx
P(lap|r™ > 1 >/ e 2 7
(lax| _>_1 Vor

donc Y 2 P(lan|r™ > 1) = oo et, sachant que la suite (a,) est indépendante, on

a, toujours par Borel-Cantelli, que p.s. lim sup |an|% > %

Donc p.s. limsup ]an]% =1 et donc (an)n>0 appartient a E. O

Considérons la suite (X,,)n>0 utilisée pour définir y*N. D’aprés le lemme 3, on a
YEN(E) = Mw € [0,1] : (Xn(w))nso € B} =1.

Dans toute la suite, 'espace de probabilité de référence sera donc H muni de la mesure
de probabilité image de v®*N, que nous noterons, comme d’habitude, (Q, P).

3.2 Définitions et propriétés élémentaires

On dit qu’une variable aléatoire est analytique si elle prend ses valeurs dans H. On
dit qu’une variable aléatoire analytique f est gaussienne si pour tous zi,...,z, de U,
la variable aléatoire vectorielle (f(z1),..., f(zn)) est un vecteur gaussien. On dit qu'une
variable aléatoire analytique est gaussienne i.1.d. si les coefficients de son développement
en série entiére au point zéro forment une suite indépendante de variables aléatoires
complexes gaussiennes standard, c’est-a-dire, si elle s’écrit f = F((an)n>0), ou la suite
(an)n>0 € CN est i.i.d. de loi gaussienne standard.



11 est facile de vérifier qu'une variable aléatoire analytique gaussienne i.i.d. est gaus-

sienne. En effet, soit f une variable aléatoire analytique gaussienne i.i.d. et soient 21, ..., 2,
dans U et Aq,..., A\, des nombres complexes. On a
n oo n
S Nif(z) =Y an(d> Nizb),
i=0 k=0 =0

ol (an)n>0 est une suite indépendante de variables aléatoires complexes gaussiennes
. P n k . n
standard. Pour tout entier p, > 7, ar(d i Aiz;’) est gaussienne donc ) 1 o A f(2;) est
gaussienne en tant que limite p.s. de variables aléatoires gaussiennes.
La propriété suivante montre qu'une variable aléatoire analytique gaussienne est ca-
ractérisée par le noyau

C? = C,(z,w) — E (£(2)](w)) ,
qu’on appellera «matrice de covariance» par analogie avec les vecteurs gaussiens.

Proposition 2. Soient f et g deux variables aléatoires analytiques gaussiennes. Sup-

posons que pour tous z1,zo dans U on ait E (f(zl)f(zg)) =E (g(Zl)g(ZQ)). Alors, les
variables aléatoires f et g ont méme loi.

Démonstration. Pour tous z1, . .., z, dans U, les vecteurs (f(z1), ..., f(zn)) et (g(21), ..., 9(2zn))
sont gaussiens donc caractérisés par leur matrice de covariance

(B () ciye, = (BLo09E)) e, -

L’espace ‘H est muni de la tribu cylindrique donc les lois de f et g sont caractérisées par
leurs lois fini-dimensionnelles. Donc f et g ont méme loi. O

Le lemme suivant donne ’expression de la matrice de covariance d’une variable aléa-
toire analytique gaussienne i.i.d. f.

Lemme 4. Pour tout couple (z,w) dans U?,

Ef()F ) =

Démonstration. On applique le théoréme de Fubini et on utilise le fait que {a;} est
une famille orthonormale dans L?. On a donc

ook
E(f()f(w)) = E[YY apanm?

k=0 p=0

oo k
= > E(ayan ) Fw"?

k=0 p=0
oo

= > E(lay)"w”
p=0

= (1-zw) ',

10



3.3 Le processus ponctuel Z;

Considérons une variable aléatoire gaussienne f. On considere Z; ’ensemble aléatoire
des zéros de f. D’aprés le principe des zéros isolés, Zy est p.s. dénombrable. On peut
donc définir la mesure ponctuelle aléatoire

Ny =D 1

aEZf
Nous allons montrer que
(,P) - NU{oo}, f — N¢(B)

est semi-continue inférieurement pour tout borélien B de U. Soit K un compact de U.
Soit f € H.

Premier cas : f ne s’annule pas sur le bord 0K de K. Soit (g,) une suite convergeant
vers f. A partir d’un certain rang,

lon — £I1 < inf 1£1.

[¢]
D’aprés le théoréme de Rouché, f et g, ont le méme nombre de zéros dans 'intérieur K
[¢]

de K. Donc g — Ny(K) est continue au point f.

~ ~ o
Deuxieme cas : f s’annule sur K. Soit K C K tel que K est compact et contient ZyN K
dans son intérieur. Soit (g,) une suite convergeant vers f. Comme dans le premier cas,
on a, a partir d’un certain rang, que le nombre de zéros de g, dans oK est le méme que

celui pour f, c’est-a-dire qu’il est égal au nombre Nf([o() de zéros de f dans ]O( Donc

[e)

lim inf N, (K) > N (K).

En particulier, on obtient que pour tout rectangle ouvert K relativement compact
dans U, ’application

f = Ny(K)

est mesurable. L’ensemble des rectangles ouverts relativement compacts de U est une
classe monotone qui engendre la tribu borélienne de U. Soit

F={B:f NyB)}.

Alors F' est une classe monotone. En effet, si (B,,) est une suite croissante d’éléments de
F', on a, pour tout f € H que

Nf(UnZOBn) = lim Nf(Bn)

n—oo

11



Donc f +— Ny¢(Up>0B;,) est mesurable comme limite de fonctions mesurables. II découle
maintenant du théoréme de classe monotone que F' contient tous les boréliens de U. Donc
Zy est un processus ponctuel et N : (f, B) — Ng(B) est sa mesure de comptage.

Le lemme suivant va nous permettre de montrer que le processus ponctuel Z; est
simple.

Lemme 5. Soit f une variable aléatoire analytique gaussienne. Si pour tout z dans U la
fonction aléatoire f n’a p.s. pas de zéro double en z, alors f n’a p.s. pas de zéro double.

Remarque. L’hypothése que la variable aléatoire analytique f soit gaussienne est cruciale :
la variable aléatoire analytique z — (z—)?, oil 7 est une variable aléatoire de loi & densité
continue, ne s’annule p.s. en aucun point donné de U. Pourtant f posséde p.s. le zéro
double .

Démonstration. On peut supposer qu'’il existe zp dans U tel que W = f(z0) — E(f(20))
n’est p.s. pas nul (sinon, f est une variable aléatoire constante et le lemme est trivial).
Soit _
_E(f(x)W)
9(2) = — 5=
E(WT%)
et
hz) = f(z) = Wyg(2).

Alors g est une fonction analytique déterministe, g(z9) = 1, et E(h(2)W) = 0. Ainsi, pour
tous z1, ..., z; dans U, les variables aléatoire (h(z1),- - ,h(zx)) et W sont indépendantes,
puisque (h(z1),---,h(zx), W) est un vecteur gaussien. Donc h et W sont indépendants.
Or g admet un nombre au plus dénombrable de zéros. On déduit de I’hypothése que, p.s.,
tout zéro de g n’est pas un zéro double de f. Ainsi p.s., tout zéro double de f est aussi
un zéro double de v = W + h/g = f/g. Si h/g est une constante aléatoire alors 1 aussi
et p.s. ¥ est non nulle par indépendance de W et h. Donc, p.s., f n’a pas de zéro.

Sinon, ¢’ a p.s. un nombre dénombrable de zéros (;. Soit  une variable aléatoire &
valeurs dans U. Soit F(£2, C) I’ensemble des fonctions mesurables de €2 dans C muni de
la topologie de la convergence simple. Soit

EH - F@Q,C), [ s (w1 §<<<w>>>,

Alors f est continue donc mesurable. Ainsi f (h) est indépendant de W donc, p.s. —W #
h/g(¢). En admettant que ensemble des zéros de v’ s’ecrit Zy = {¢;,i € N}, o les ¢
sont des variables aléatoires & valeurs dans U, on obtient que W # —(h/g)((;), pour tout
i € N. Donc p.s., psi et donc f n’a pas de zéro double. ]

Pour tout z € U, f(z) suit une loi gaussienne donc p.s. f ne s’annule pas en z. En

particulier tout z € U n’est p.s. pas un zéro de f. Par le lemme 5, f n’a donc p.s. pas de
zéro double. Donc le processus ponctuel Z¢ est simple.

12



4 Formule de Hammersley pour les fonctions analytiques
gaussiennes

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant qui donne une formule ex-
plicite pour 'intensité jointe du processus ponctuel Z; dans le cas d’une variable aléatoire
analytique gaussienne de moyenne ponctuelle nulle.

Théoréme 1. Soit f une variable aléatoire analytique gaussienne telle que Ef(z) = 0
pour tout z dans U. Soit p Uintensité jointe de f. Soient z1,..., 2, des points de U. On
suppose que la matrice de covariance de {f(zx) : k=1,...,n}, notée A, est inversible.
Alors

P z0) = gy B () PRI = o= S = 0)

4.1 Résultats préliminaires

Lemme 6. Soit R € [0,1] et B le disque fermé de centre 0 et de rayon R. Pour tout
entier positif m, il existe une constante c,, telle que

£ () < e ( / f<u>|2cm)é

pour toute fonction holomorphe f sur U et tout nombre compleze z appartenant a B.

Démonstration. Soient ry et 79 tels que R < 11 < 19 < 1. D’aprés la formule de Cauchy,
on a, pour tout z dans B, et tout r dans [ry,79] :

| 2w 0 .
fom () = ™ / _JeT) oy
0

o (rett — z)m+1

Donc

m) 2 Tei@

QU o r — R)m+l

Effectuons maintenant la moyenne pour r variant dans [7“1, r9]. Nous obtenons

27 29
(ry =) |F™(2) 27T// —F m+1rdrd9.

Donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

rmer < G (7 eentaan) ([ i)
em /{ oy (0P

em /U 12

IN

IN
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Lemme 7. Soit f une variable aléatoire analytique gaussienne. Soient r € [0,1[ et B le
disque de centre O et de rayon r. Pour tout entier n, soit

n
fu(z) = Z a;z"
i=0
le développement de Taylor de f a l'ordre n en 0. Alors pour tout entier positif m,

s%pE(\fém) — fmE2) — 0.

n—oo

D’ou, pour tout couple d’entiers (mi, ma),

E ((fém” — M f,Sm”)) — B (£ — f0m)(flrd — f))

uniformément sur B.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que les dérivées d’une variable aléatoire
analytique gaussienne sont aussi des v.a. analytiques gaussiennes. Soit r € [0,1] et B =
B(0,7). Pour tout n € N,

n+1

[ ®5e) - 1@P) &) <mr]
B

_7«'

Donc f, — f dans L?(Q2 x B). D’aprés le lemme 6,
n—oo

E (sup\f,sm> —f<m>\2) 0,
B n—oo
d’ou
supE (I£(™) = f12) — 0.
B

n—oo

On en déduit la convergence des matrices de covariance des dérivées de f, vers celles de
f puisque la suite (f,sm))nzo est bornée dans L?(Q x B) pour tout entier m. O

Proposition 3. Soit f une variable aléatoire analytique gaussienne telle que Ef(z) =0
pour tout z dans U. Soient z1,--- , z, dans U. On consideére les trois matrices suivantes.
Soient

A= (E(f(z:)f(2))1<ij<n s
B = (E(f'(2:) f(2))))1<i,j<n

et

C = (B(f'(z0) ' (z))))1<ij<n -

Si A est inversible alors,

E(|f'(z21) -+ f'(za) P[f(21) = -+ = f(22) = 0) = perm(C — BA™'B"). (3)

ou B* désigne la transposée de la matrice conjuguée de B.

14



Démonstration. On vérifie que (f(z1),- -+, f(zn), f'(21), -+ [/ (2n)) est un vecteur gaus-
sien en raisonnant comme au paragraphe 3.2. Soient X = (f(2))1<i<n, Y = (f'(2i))1<i<n
et P la projection orthogonale sur Vect {X;,i = 1,...,n}" dans L2(Q). Alors, on a

E(If'(z1) - f')Pf(z1) = - = f(za) = 0) = E(|P(f'(21)) - - P(f'(za))[*) -

Or
EX(Y - BA'X)"| = E[XY*] - E[XX*A™'B*] =0
~— ———
E[B*]
donc
Y - BAT'X =P(Y).
On a alors
Cov(P(Y)) = Cov(Y — BA™'X) = Cov(Y) — Cov(BA™'X)=C - BA™'B*.

On conclut en utilisant la proposition 9. O

4.2 Démonstration de la formule

Soient f une variable aléatoire analytique gaussienne et N la mesure de comptage de
Z¢. On définit les trois matrices suivantes. Soient

A= (E(f(2:)f(2))1<ij<n s

B = (E(f'(z1) f(2))1<ij<n
et
C = (E(f'(z) f'(z;))1<ij<n -

Soit (fm)m>0 la suite des polynomes de Taylor de f. On définit, pour tout entier m,
la mesure de comptage N,, et les matrices A,,, By, et Cy, associées & f,, de la méme
maniére que pour f.

Soit n un entier positif. En utilisant le théoréme de Fubini, on prouve qu’il existe un
ensemble dense R de rectangles tels que pour tout R € R, f ne s’annule p.s. pas sur le
bord OR de R. Soient Ry, ..., R, des éléments disjoints de R. La formule de Hammersley
est vérifiée par tous les f,,,. On a donc, pour tout entier m,
perm (C,, — B,, A} B:)

mTTm T m

dz1-+-dzy, .

E (N (R1) -+ No(Ro) = [

RiX--XRp det(ﬂAm)

Soit R un rectangle inclus dans U sur le bord duquel p.s. f,, ne s’annule pas, pour aucun
entier m. Le nombre de zéros de f,,, dans R est donné par la formule,

15



Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que f,, converge p.s., et donc, par
convergence dominée,

N(R) — N(R).

m—00

On en déduit que

m—0o0
D’apreés le lemme 6, les matrices de covariance de f,, et f], convergent uniformément sur
chaque R; x R; vers celles de f et f'. D’ou
perm (C,, — B,, A} B:) perm (C — BA™1B*)
—
det(mAn) m—o0 det(mA)

Par convergence dominée,

perm (C,, — B,, A} B:) perm (C — BA~1B*)
RiX-XRp det(mAp) M= JR1X X Rn det(mA)
D’ou =
— BA7' B*
BV N = [ el Dz
RiX--XRp det(ﬂ'A)
Par un argument de classe monotone, on en déduit que pour tous boréliens By, ..., B,
inclus dans U, on a
— BA~'B*
E(N(B) - N(By)) = / perm (¢ Vi dom.
B1X--XBp, det(ﬂA)

Ceci démontre le théoréme 1.

5 Caractére déterminental du processus ponctuel Z; pour
la série gaussienne i.i.d.

Le but de cette partie est de présenter le théoréme suivant. Il s’agit du théoréme
principal de [1] qui stipule que le processus ponctuel des zéros d’une variable aléatoire
analytique gaussienne i.i.d. est déterminental et que son intensité jointe s’exprime comme
un mineur du noyau de Bergman.

5.1 Calcul de ’intensité jointe intégrale de Z; pour la série gaussienne
i.i.d.

Théoréme 2. Y. Peres et B. Virdag (2005) Soit f une variable aléatoire analytique

gaussienne i.1.d.. Soit p l'intensité jointe du processus ponctuel Zy, formé des zéros de f

dans U. Alors
1
p(z1,.. . 2n) =7 "det <> )
[ (1= 27%)% /) 1<ij<n

16
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Le reste de cette partie est consacrée a la démonstration de ce théoréme. Dans la
suite, nous considérons f une variable aléatoire analytique gaussienne i.i.d.. On note p
'intensité jointe du processus ponctuel Z¢, formé des zéros de f dans U. Soit A la matrice
de covariance de (f(z1),..., f(2n)). On rappelle (lemme 4) que

Ay =Bf(2)f(5) = —

1—Zi7j

Pour la démonstration nous utiliserons les deux lemmes suivants.

Lemme 8. Soient n,k > 1. Soit (X1,...,Xn,Y1,...,Yr) un vecteur gaussien centré a
valeurs dans C"*. Alors la loi conditionnelle de (X1,...,Xy) sachantYy =--- =Y, =0
est la loi du vecteur (X1,...,X,), ot chaque X; est la projection orthogonale de X; sur

Vect (Y1, ..., V) .
Démonstration. O

Lemme 9. Soit f une variable aléatoire analytique gaussienne telle que pour tout n > 1
et tous z1,...,zy dans U, deuzx & deuz distincts,

A(Zl, ey Zn) = (COU(f(Zi), f(zj)))lgi,jgn

soit inversible. On suppose que pour tout n > 1 et tout (21,...,2,) € U™, il existe une
variable aléatoire analytique gaussienne g telle que

~ la loi de f sachant f(z1) =+ = f(zn) =0 est égale a la loi de g

— la matrice de covariance de g est inversible.

Alors pour tout w dans U, distinct de z1,..., 2y, la loi de f sachant f(z) = --- =
f(zn) = f(w) =0 est égale a la loi de g sachant g(w) = 0.

Démonstration. Soient u1,...,up, 21,..., 2y, w dans U, deux a deux distincts. Le vec-
teur (f(u1),--., f(up), f(21),- -+, f(zn), f(w)) est gaussien de densité 1 : UPT" L — R
1 1
X = (uq,... ——X*ATIX).
(Ut ooy tipy 215y 2 w) 1= 2w det A(ur, ..., Up, 21, ..., Zn, W) exp( 2 )
Le vecteur (f(u1),...,f(up), f(w)) sachant f(z1) = --- = f(z,) = 0 a pour densité
¢ : Up+1 - R-‘r;
... 0,...,0
(u1,...,up,w w(ula y Up, U, ) ,’IU)

) fUP+1 w(u’l,...,u;,,(),...,0,w’)du’1---du;,dw"

Le vecteur (g(u1),...,9(up),g(w)) a la méme densité. Donc (g(u1),...,g(up)) sachant
g(w) = 0 a pour densité

qb(ul,...,up,())
fUp ¢(u’1,,%)du’1d%
e 0..-.10,0
Jow 0, 0, 0,0)du; - dul,”

x:UP =Ry, (ur,...,up, 21,...,2n,w)
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On reconnait la densité de la loi du vecteur gaussien (f(u1),..., f(up)) sachant f(z1) =
o= f(zn) = 0.

Alors I’égalité des lois fini-dimensionnelles impliquant 1’égalité des lois, la loi de f
sachant f(z1) =--- = f(zn) = f(w) = 0 est la loi de g sachant g(w) = 0. O

Introduisons d’emblée des notations qui seront utiles dans toute la démonstration.

Pour a dans U considérons
zZ—a
Ta (Z) =

C1-—az

une transformation de Mobius. Définissons aussi

_ V(@ —aP)
7a(2) = 1—az
de telle sorte que 72(z) = T!(2).
Proposition 4. Soient z1,. .., z, des éléments de U. Alors, la loi de la variable aléatoire

analytique gaussienne z — T, (2)---T,, (2)f(2) est égale a la loi conditionnelle de f
sachant f(z1) = -+ = f(zn) =0.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur ’entier n. Considérons le cas ou n = 1.
Traitons le cas 21 = 0. Soient w1, ..., w, appartenant a U. Le vecteur

(f(wl)v ceey f(wp)’QO)

est gaussien de moyenne nulle. La projection de f(z) sur Vect(ag) est ag car la suite
(an)n>0 est une famille othonormale de L?. Donc, par le lemme 8, la loi de

(f(w1), ..., f(wp))
sachant ap = 0 est la loi de (f(w1) — ao, ..., f(wp) — ap). L’égalité

f(2) = a0 = zF((ant1)n>0)(2) ,

montre que f —ap a méme loi que z — zf(2), puisque (an+41)n>0 a méme loi que (ay)n>0-
Donc (f(w1) — ao, ..., f(wp) — ag) a méme loi que (wq f(w1),. .., wyf(wp)). Alnsi la loi
de f sachant f(0) = 0 est égale a la loi de z — zf(2).

Supposons maintenant que z; = a, pour un certain a dans U. Pour se ramener au cas
précédent on considére la variable aléatoire analytique gaussienne f : z — 7,(2) f(To(2)).
Le calcul de la matrice de covariance de f montre que f et f ont méme loi. En effet,
pour tout couple (z,w) dans U2,

E(f(2)f(w) = ra(2)ma()E (f(Tu(2) fTa(w)))




Donc par la propriété 5, f et f ont méme loi.
Pour tous z,w dans U, la projection orthogonale de 7,(w)f(z) sur Vect(ag) est
To(w)ag. Soient wi, ..., wp, 21,..., 2, dans U. Par le lemme 8, la loi de

(Ta(w1) f(21), - -, Ta(wp) f (%))
sachant f(a) = 0 est la loi de

(Ta(w1) f(21) = Ta(w1)ao, - .., Ta(wp) f(2p) — Ta(wp)ao) -

Or (z,w) — 7a(w) f(2) — To(w)ap a méme loi que (z,w) — 74(w)zf(2z). Donc

(Ta(w1) f(21) — Ta(wi)ao, - - ., Ta(wp) f(2p) — Ta(wp)ao)

a méme loi que
(Ta(w1)z1f(21), -+ oy Talwp) 2p f (2p)) -

En choisissant z; = T, (w;) on obtient que la loi de

(f(wl)v ) f(wp))
sachant f(a) = 0 est la loi de

(Ta(w1) f(w1), ..., Ta(wp) f(wp)) -

Ainsi la loi de f sachant f(a) = 0 est la loi de z — T,(2)f(z) car une mesure sur H
est caractérisée par sa valeur sur les voisinages cylindriques. Donc la loi de f sachant
fla) =0 est laloi de z — T,(2) f(2).

Ceci démontre le cas n = 1.

Soit n > 1 tel que la propriété soit vérifiée pour tout k < n. D’aprés 'hypothése de
récurrence et le lemme 9, la loi de f sachant f(z1) =--- = f(z,) = 0 est égale a la loi de
T,, - T,, f sachant T,, (zp+1) - - T%, (z2n+1) f (2n+1) = 0. Soit v, la fonction holomorphe
déterministe T}, --- 17, .

Soit (u1,...,up) € (U\{z1,...,2n+1})F. La loi du vecteur gaussien

((anf)(u1), ..., (nf)(up))
sachant (o, f)(2n41) = 0 est laloi de la projection orthogonale de ((a, f)(u1), . . ., (n f)(up))
sur Vect(f(zn+1))t, c'est-a-dire la loi de ((a,G1)(u1), ..., (anGp)(up)), ot (Gy,...,Gp)
est la projection orthogonale de (f(u1),..., f(up)) sur Vect(f(zn+1))—. D’apres le cas
n =1, (G1,...,Gp) améme loi que (1%, (u1)f(u1),..., %, (up)f(up)). Donc

((anG1)(u1), - -, (anGp)(up))

a méme loi que ((1%, ---T%, ) (u1)f(u1),..., (T -+~ T2y )(up) f(up)). Ceci étant vrai
pour tout p-uplet (u1,...,up), on a la propriété au rang n + 1. O
Soient z1,..., 2, dans U deux & deux distincts. Soit

),
)J_

T:U—Czr [[Tu(2).
=1
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Corollaire. La loi de (f'(z1),..., [ (zn)) sachant f(z1) = --- = f(zn) = 0 est la loi de
(Y(z1)f(21), - X (zn) f(2n))-

Démonstration. Soit D : H — H opérateur de dérivation. Il est continu donc mesu-
rable pour la tribu cylindrique. D’aprés la proposition, pour tout h : H — C mesurable,

E (h(D(f)|f(z1) == f(zn) = 0) (0) = E (R(D(Yf))) -
Donc la loi de D(f) sachant f(z1) = -+ = f(z,) = 0 est la loi de D(Yf). En par-
ticulier, la loi de (f’(z1),...,f (zn)) sachant f(z1) = = f(zn) = 0 est la loi de
(T'e1)f(21), -, T(zn) f (), puisque X (z;) = 0. 0

D’aprés la formule de Hammersley,

Pt ) = gy B () PP ) = - = £(2) = 0)

D’apres le corollaire 5.1, le numérateur du membre de droite de cette égalité vaut

E(|f(z1) H Y (2k)|

Le déterminant de la matrice de covariance de f est un déterminant de Cauchy (voir
Appendice B) qui vaut

det(4) =[] == 15— )5 — =)
7.k

2iZ
AL

Puisque 77, (21) = 0 et que T, (z1) = ﬁ, nous obtenons, pour tout k < n,
S
T(Zk HTzzzk Hl—Z‘T.H(Zi_Zk).
irith —1 ki

Donc

kl_[ X (z2)]* = l_l!|1—i‘gzk|2 1 1T 1% — =l
-1 3

j k=1 j:j#k
= H|1_22k|2 H\zj—zk] H|z]—zk
J k<j i<k
2
1 2
= [Ig—== |1ll5 =
T |1 — 2;Z| o
— | det(A)?
= (det(A))?.
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La derniére égalité provient du fait que A est une matrice hermitienne positive et donc
que det(A) est un nombre réel positif. De plus, il résulte d’une propriété des vecteurs
gaussiens (voir Appendice B) que

E(1f(21) - f(z0)]?) = perm A.

Soit M la matrice définie par
Mz’j = (1 — Zizij)_Q .

Alors, d’apres la formule de Borchardt (voir Appendice B),

1 1
perm < > det < > = det (1 2) .
Ti = Yj Ti —Yj (zi — yj5)

On a donc

D’aprés ce qui précéde,

Pzt szm) = ——=B(|f(z1) - fz)P) TGP

[y

= ey P A (et )

= 7 "det(M)
1
- 7T_n det <> .
(1= z%))? i,

5.2 FEgalité des intensités jointes intégrales et ponctuelles

Nous allons montrer que les intensités jointes intégrale et ponctuelle coincident pour
une variable aléatoire analytique gaussienne i.i.d.. Ceci est aussi vrai pour une variable
aléatoire analytique gaussienne mais la démonstration est plus compliquée (voir [1]). Nous
avons encore besoin d’un dernier lemme.



Lemme 10. Soient 21, - ,z, dans U. Supposons que pour tout j € {1--- ,n} les
variables aléatoires f'(z;), f(z1), -+, f(zn) soient linéairement indépendantes. Alors il
existe des voisinages D; de chaque point z; tels que, pour tout 7 = 1,...,n et pour tout
(w1, ywp,wy) € Dy x -+ X Dy x Dy, Vintensité intégrale du processus Zy soit définie
et vérifie

p(wi, -+ W, wy) < C|wj7w*|2 (4)

Démonstration. D’apres les calculs de la fin de la démonstration du théoréme 2,
plwy, -+ ywpy1) =7 " det(A) perm(A),
ou

1
A= (> |
L= wi®j ) 1< j<nta

Toujours d’aprés les mémes calculs, on a
det(4) = [ ———— [ leoj — wil?
L1 — wywg '
Jik k<j

Soient D; des voisinages de chaque point z;, dont 'adhérence est incluse dans U. Soit r
la distance de U} ; D; au bord de U. Alors pour tout j =1,...,n et tout

(wl,...,wn,wn+1) € Dy x---x D, XDj,
on a
n!
perm(A4) < e
et ,
det(A) < 7 2002y .
On obtient donc la majoration voulue. O

Considérons maintenant une variable aléatoire analytique gaussienne. Soit p son intensité
jointe intégrale. Soit F, = {N(B(zi,¢)) > 1,Vi =1,...n} 'événement «f admet un zéro
dans chaque B¢(z;)». L’intensité intégrale du processus,

1
o zg)=m tdet | —m—= ),
p(Zl, ) & ) Q € <(1 — Zizj)2>

est continue. On a donc
P(F.) < E(N(B(z1,¢)) - N(B(zn,€)))
/ p(Zl,---,Zn)d21"'dZn
B(z1,)) XX B(2zn,€)

= p(21,...,20)7T"E?" 4+ 0(e™).
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Si pour un certain 1 < j < n, f/(z;) s'écrit comme une combinaison linéaire des
(f(2i))1<i<n, alors

plat,- s 20) = E(|f'(21) - f'(za) PIf(21) = - = f(za) = 0) = 0.
Sinon on est dans le cas du lemme 10 et le lemme 2 s’applique. On a
P(F) < p(e1, -+, 2n)n"e2 + 0o(e2) < P(F.) + ofe2™).
Donc

. P(F
p(zla SER) Zn) = il—{n() (7_(62)6”

Donc l'intensité jointe ponctuelle existe et coincide avec 'intensité jointe intégrale.

6 Calcul de la mesure de comptage de Z; pour la série gaus-
sienne i.i.d.

Théoréme 3. Soit f une variable aléatoire analytique gaussienne i.i.d.. Pour tout r dans
[0,1[, notons N, = N(B(0,7)) le cardinal de Z; N B(0, 7).
(i)Alors, pour tout réel s,

o
1—|—s H1+r2ks

Cela signific que N, a méme loi que Y po | X, ot (Xg)g>1 est une suite indépendante de
variables aléatoires de Bernoulli a valeurs dans {0,1} telles que P(X) = 1) = r?k,

(11)De plus, l'ensemble des modules des zéros a méme loi que l’ensemble U,f’“}, ot

(Uk)k>1 est une suite indépendante de variables uniformes dans [0, 1].
Montrons la partie (i) du théoréme.
Lemme 11. Soient r1 < --- <1y, Bj = B(0,7;), et Nj = card(Z N Bj). Alors

7"2

E[Nl(N2—1)"'(Nm—m+1 Z H WH# (5)
0€Sm neC(o) n

ot C(o) est l’ensemble des cycles apparaissant dans la décomposition en cycles a support

disjoint de o , |n| est la longueur du cycle n et r,) = HjESupp('r]) T

Démonstration. Appliquons le théoréme 2 & I’ensemble By X --- X B,,. On a
E[Ni(N2 — 1)+ (Npy —m+1)] = / (e zm)dzr o e
B1X--XBpm,

= / det(K(zl-, Zj))@del e dZm
Bi XX Bm
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ou
1

K(zi,2) =1 ' .
(Zl’ Z]) d (1 _ Zi7j)2

En développant le déterminant et en permutant somme et intégrale, on obtient

O'ESm Bl><~~-><Bm

Chaque intégrale s’écrit comme produit des

> 5(0)/ K(21,20(1)) - K (2m, Zo(m))d21 -+

~dzm, .

I, = / K (21, 22)K(22,23) - K(2)y), 21)d21 - - - d2yp)
By, x ><B,7‘ |

pour n € C(0). On a

o0

-dzw .

1
K(z =— 1)(z122)"
(21, 22) WZ:(THL )(2172)
n=0
Les mondmes qui ne sont pas homogénes en z; et z; sont d’intégrale nulle. On obtient
ainsi
oo
I, :ZW—MI (n+ 1)z oz dz -

By, ><~-><an

Comme

(n—l—l)/ |z\2”dz:27r(n+1)/ P2y oy
B(0,r)

0
on a, en posant r, = Hjesupp(n) 74, que

2

_ +1) _
In—Zr" 1—7"2
n=0

De plus,

e)= [ (~ph*.

neC(o)

Ceci conclut la preuve.

Soit B, = E[(IT\Z)] Soient o une permutation aléatoire de {1, - - -

Posons ¢ = 2. D’aprés le lemme précédent,

qul
= 3 L

9gESm yeC(g

[yl
= E| H (= 1)H1zq|y\]

y€eC(o)
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Soit m; € C(0) le cycle dont le support contient 1 et C;; 'ensemble des cycles de longueur
[ dont le support contient 1. On en déduit que

D (i — k)
Pllm| = k] = (’“)1(71,) =1/m,

la longueur de 7; est uniforme sur {1,--- ,m} et que si g est une permutation de
{1,---,m} \ supp(m) et c € Cyy,

1
Ploymp\upnen)) = G =i

donc la loi de o(1,... ;m}\supp(n) Sachant 7 est uniforme sur Sy,—;. De plus si ¢, d el
alors
i ||
q
B ]I o =d =8 ] (-0 i = €.
yec(o\{l,---,m}\supp(nl)) yec(o\{l,---,m}\supp(nl))

SiceCyy,

< I+1 ¢ ly| g

ﬂmzzpﬂﬁﬂ =1](-1) ?qu[ H (—1) =g Im = ¢,

=1 yGC(UHl’,.. ,m}—supp(nl))

et donc

_ l §m (_1)l+1 ql ﬁ (6)
m 1—¢ m-l
=1

Soit B(s) = > oo 4 Bms™, on obtient, en multipliant par s™ et en sommant sur m, que

l

ZZ TPt = Ble)si(s),

m>1 =1

ou le deuxiéme élément du produit de Cauchy est

S S

=1 =1 m=1

Légalité se réécrit (log(3))'(s) = ¢(s). Sachant que Sy = 1, on obtient en intégrant
terme & terme et en appliquant Fubini, que

log(B ZZ Zlog +4"s)

=1 m=1

On a ainsi

H 1+ q"s) (7)
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Or (s+ )N =37, (NkT)sk, donc en prenant l’espérance on obtient

E(s+ 1) =) Bes® = B(s),

k=0
soit I'identité recherchée.
Donnons maintenant une idée de la preuve de la partie (ii) du théoréme portant sur

la répartition des zéros.
L’ensemble des zéros de f est un processus déterminantal avec un noyau de Bergman

1
_ -1
K(z,w)=m T
Soit
1 n—1 4
Klzw) = 3 (G + 1))
=0

Alors K,, converge uniformément sur tout compact de U2. On peut alors montrer qu’il
suffit de vérifier que le processus {|(1|, - ,|Cul}, o0t {C1,- -+, (n} est un processus déter-
minantal de noyau K,,, a méme loi que {Ug}}_;, out (Ug)i<k<n est i.i.d de loi uniforme
sur [0, 1]

Calculons l'intensité jointe de {|(i|,---,|(u|} évalué en rq,--- ,7,. En posant z, =
'rkewk, on a

p(ri, - ,rn) = / det(Kp(zi, 2j))1<ij<nr1d61 - - - 70,0y, .
[0,27]™

On a
Kn(zlazl) Kn(zlazn)
Kn(znazl) Kn(znazn>
1 2z P 1 0 1 1 1
a1t P 2 Z1 % Zn
1z, P 0 n Zpt ozt zZn1
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D’ou

p(ri, -+ ) = / (o) ﬁ z;’(j)—1 Z
(0,27]™ aeS j=1 gESn
H

H 9Ny 46, - - rpdb,,

n

— TL‘ H o(j)+g()—1
Vs

U,geSn j=1

-9(7)) db;
[0 27r]

=bo,9

= 2"n! Z ﬁr? (-1

g€Sy j=1

L )
Or szj a pour densité 2j2%~!dz sur [0,1]. Donc par indépendance des Uj, et par un

1 1
raisonnement analogue a 1.1 {U7,--- ,U;" } a pour intensité jointe
. 1 201(1) 20(n) n 20
gES, oSy j=1
1 1
On en déduit que {|C1],- -+ ,[(n|} a méme loi que {U{,--- ,Us"}.

On déduit du théoréme 3 que N, a méme fonction génératrice et donc méme loi
que Y 72 o Xg, ou (Xi)k>0 est une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de
Bernoulli de paramétre 2#. On peut alors obtenir des informations sur le comportement
asymptotique de N, quand r — 1. Par ailleurs, une formule d’Euler donne la valeur de

E((7).

Corollaire. 1. Le quotient %, avec i = E[N,| = 1227"2 et 02 = var(N,) = -~
converge en loi vers la loi normale N'(0,1).

2. Soit h = 4%%. On a

—mh + o(h)

22 = ean

P(N, =0) =, 1 exp(

8. Le moment binomial de N, vaut

N, rk(k+1)
E(< k)) A )

Démonstration. Le point 3. découle de la formule suivante. On a

0o oo (k""l)k
H(1+qs Z
k=0 k=0 (1-q)---(1-q")"
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On peut montrer 1. en estimant la fonction caractéristique @, de > 72, Yy, o Yy =
Xi —7r%*. On a

®.(A) = Eleap(i Y AVi)] = [[ 2V,
k=1 k=1

ou Pk (A) = E[exp(i\Y})]. Le développement de Taylor avec reste intégrale donne
g Lo
Cr(A) =1 - S E[YFIA" + Ri(A),

avec Ri(\) = foA %@és)(t)dt. De plus, pour |A| < 1, il existe une constante K > 0
telle que

1
‘(I)k + 5E[YE]A? - 1’ < KM\ r2k.
On a donc

Oy

log(®(2)) = 3 log(#4( )
k=1 "

et il existe une constante K’ > 0 telle que pour |A\| <1, on a

A 1 A2 r2k
log(®y(— “E[YS | < K — .
D’ou )
1 & A
10g(®,(A,)) =r 1 =5 D BI(Xe =) 55 +0(1) = ~1/24? + o(1)

k=0 r

et
)\2
Q.(N) = 1 exp(—?) +o(1),

soit le résultat escompté.

Montrons le point 2.. Le théoréme 2 entraine que P[N, = 0] = [[p2, (1 —r%).
Comparons la somme

S = iln(l — 72%) = log(P[N, = 0])
k=1

a l'intégrale

I:/ In(1 — r**)dx .
1

IT+In(l-r)<S<I

donc
S:h/oof—i-o(h).
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De plus,

1 0o
I:/ In(l —e *)dz
—2 ID(T) 21n(r) ( )

efnm

et In(1 —e”) = —> 72, <. Donc

oo

2

=1
In(1 — e ®)dx —, ~ —_ = —.
/21n(r) ( ) 4 TLZZ:l n? 6

Comume 1 11+01) &
- +o
=, _ = — h s
21In(r) o1y 47r+0( )
on a ) 0
7 4 o(1 mh
S = —_— = h
O 23 o)
ce qui correspond au résultat souhaité. O

A Quelques rappels sur les vecteurs gaussiens complexes

Dans I'exposé nous avons considéré C comme un espace mesuré. La tribu est la tribu
borélienne et la mesure habituelle est la mesure de Lebesgue sur R? identifi¢ & C. On dit
qu’une variable aléatoire & valeurs complexes (dite complexe) est gaussienne de moyenne
m € C et de paramétre o2 € R si sa loi est une mesure de densité

1 _le=mf?

—e o2
wo?

par rapport & la mesure de Lebesgue sur le plan.

Un vecteur gaussien complexe est une variable aléatoire (X7i,..., X,) a valeurs dans
C"™ (pour un certain entier n) telle que toute combinaison linéaire des X; est gaussienne.

On définit la moyenne d’un vecteur gaussien par m(X) = (E(Xy),...,E(X,)) et la
matrice de covariance par

(E (Xin))1gi,j§n :

Proposition 5. La loi d’un vecteur gaussien est caractérisée par sa moyenne et sa ma-
trice de covariance.

Proposition 6. Soient X et Y = (Y1,...,Y,,) deuz variables aléatoires gaussiennes a
valeurs respectivement dans C et C™. On suppose que (X,Y1,...,Yy,) est gaussien. Alors
la loi conditionnelle de X sachant Y est donnée par la formule

1 -l auy?
¢ 202 dz,
2no

y(Y,dz) =

ol
n
o2 =E <\X — Zm@ﬁ) ,
=1

et Y1 \iY; est la projection orthogonale dans L? de X sur Vect {Y1,...,Yy,}.
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Corollaire. Soient X etY = (Y1,...,Y,) deuz variables aléatoires gaussiennes a valeurs
respectivement dans C et C™. Alors la lot conditionnelle de X sachantY = 0 est la pro-
jection dans L? de X sur Uorthogonal de Vect Y1, ..., Yy. De plus, cette loi est gaussienne
de moyenne nulle et de variance

o’ =E <\X — Z)\iY;P) :
i=1

B Déterminant et permanent

Commencons par rappeler I’expression du déterminant de Cauchy.

Lemme 12. Déterminant de Cauchy

On a
1 1
det (ai—kbi) :H(aj—ai)H(bj—bi)Hai_’_bj.

1<j 1<j ©,]

Le permanent est une fonction introduite de maniére indépendante par Binet et Cau-
chy en 1812. 11 est défini, pour toute matrice carrée A, par

perm(A) = Z H Ajj .

o i=1

La formule de Borchardt est la premiére, historiquement, qui relie le calcul d’un
permanent & celui d’'un déterminant.

Proposition 7. Formule de Borchardt (1855)

On a ) . )
perm ( ) det ( ) = det <2> .
Ti — yj Ti —Yj (i — yj)

La formule de Borchardt peut désormais étre obtenue comme un corollaire immédiat
de la formule beaucoup plus générale démontrée par Carlitz et Levine en 1960. Pour

toute matrice A et tout entier k, le symbole A(~%) désignera la matrice (Az_jk>

Proposition 8. Formule de Carlitz et Levine (1960)
Soit A une matrice de rang < 2 a coefficients non nuls. Alors

perm A det ACY = det A

Pour la démonstration on pourra consulter [3], dont la bibliographie ordonnée de
fagon chronologique est particuliérement éclairante.
Dés le début du XXe siécle, le permanent a servi en combinatoire et pour des calculs sur
des matrices stochastiques. Il a ensuite naturellement trouvé sa place dans des calculs de
probabilité. La proposition suivante que nous avons utilisé dans la partie 5.1 en est un
exemple.
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Proposition 9. Soit (X1,..., Xy, Y1,...,Y,) un vecteur compleze gaussien de moyenne
nulle. Alors o
E((X1 - Xn)(Y1--Yy)) = perm (EX;Y;) .

Démonstration. Chaque terme de I'égalité est linéaire en chaque X; et Y. Le vecteur
gaussien a méme loi que v/C*N, oit C est la matrice de covariance du vecteur gaussien
(X1,...,Xn,Y7,...,Y,) et N est un vecteur gaussien a valeurs dans C2" de loi gaussienne
standard. On peut donc supposer que les éléments de {X1,..., X, Y1,...,Y,} sont des
combinaisons linéaires complexes de vecteurs Vi i.i.d. de loi gaussienne standard. Soit [
le nombre maximal d’éléments de {V}} apparraissant avec un coefficient non nul dans
Pécriture d’un élément de {X1,...,X,,Y1,...,Y,}. D’aprés la remarque précédente, il
suffit de montrer le cas [ = 1. Soient X; = > axVj et X;k =V} si i=k, X sinon. On a

perm((E[X;Y]])1<ij<n) = Y ar perm(E[X] . Yj])1<i j<n) »

et

n

E[Xi XY, Y,] = ZakE[Xi,k"'X,,k?l"'?n]'

Il suffit donc de montrer le cas | = 1. Pour tout i € {1---n} on suppose donc qu’il existe
k, k' tels que X; =V et Y; = Vi,
Soit V' une variable aléatoire complexe gaussienne standard.
— (a) Si n # m, on obtient, par invariance par rotation d’angle 27 /(n — m), que
E[V"Vm] = 0.
— (b) De plus, |V|* a une loi gaussienne standard donc E[|V[*"] = n!.
Par indépendance des Vi on a

E[X1 - X, V1Y, = [[ BV V™, 8)
=1

oy i ym; =y . ;n; =n. Sl existe ¢ tel que n; # m;, alors la quantité (8) vaut 0.
Sinom, cette quantité vaut [];_, m;! d’apres (b).

Soit C' = (E (Xi?j))1<i,j<n' S’il existe i tel que n; # m;, alors, pour tout o € .Sy,
[T, E[le] = 0. Donc p_erm(C) = 0. Sinon, quitte & permuter les X;, ce qui ne
change pas le permanent de C', on a

I, 0
C= ;
0 Im,
ou
1 .. 1
Im =
1 .. 1
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En utilisant le fait que le permanent d’une matrice diagonale par blocs est le produit
des permanents des blocs et le fait que perm J,, = m!, on obtient que

perm(C) = Hmi! .
i=1

Donc, dans tous les cas

E[X; - X,Y; - Y,] = perm(C).
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