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1 Introdu
tionOn s'intéresse à des �espa
es d'espa
es métriques mesurés� de la même manière que l'onétudie l'ensemble des réels et non pas un seul point. Cela permet d'introduire de nouvellesnotations et de nouveaux outils qui peuvent se révéler utiles au �nal pour 
onnaître lespropriétés d'un espa
e métrique mesuré en parti
ulier.Le but de 
et exposé est plus pré
isément d'étudier des 
ritères de 
ompa
ité sur desespa
es d'espa
es métriques mesurés. Pour 
ela, on va d'abord ignorer les mesures, etdé�nir des notions de 
onvergen
e d'espa
es métriques pour aboutir au 
élèbre théorèmede 
ompa
ité de Gromov. Dans la partie suivante, on se pla
era sur des ensembles demesures sur un même espa
e pour obtenir i
i aussi des théorèmes de 
ompa
ité qui nousserviront dans la dernière partie. Finalement, on donnera des 
ritères de 
ompa
ité pourdes ensembles d'espa
es métriques mesurés après avoir dé
rit le type de 
onvergen
e auquelon s'intéresse.Je tiens à remer
ier vivement Frédéri
 Paulin pour sa patien
e et sa disponibilité.2 Convergen
e d'espa
es métriquesLes référen
es prin
ipales pour 
ette partie sont [Bur℄ et [Gr1℄.2.1 Distan
e de Hausdor�-GromovSoient (X, d) un espa
e métrique et S une partie de X. On pose V d
r (S) = {x ∈ X :

d(x, S) < r} (ou bien Vr(S) quand il n'y a pas de 
onfusion possible sur la distan
e 
hoisie).On note par X ⊔ Y l'union disjointe de X et Y .Grâ
e à la distan
e de Hausdor� que l'on ne présentera pas i
i, on peut 
omparerdeux parties 
ompa
tes d'un même espa
e. Gromov a généralisé 
ette notion à des espa
esmétriques 
ompa
ts qui ne sont plus né
essairement in
lus dans un même espa
e.Dé�nition. Soient (X, dX ), (Y, dY ) deux espa
es métriques. On dé�nit la distan
e deHausdor�-Gromov entre X et Y , notée dHG(X,Y ), par la borne inférieure de :
inf{ r > 0 : X ⊂ V d

r (Y ), Y ⊂ V d
r (X)},sur toutes les distan
es d sur X ⊔ Y véri�ant d|X×X = dX et d|Y×Y = dY .Dans la dé�nition usuelle de dHG, on prend la borne inférieure sur tous les plongementsisométriques de X et de Y dans un même espa
e Z. I
i, l'union disjointe de X et Y jouele r�le de Z et les deux dé�nitions sont équivalentes. On peut aussi demander à d d'êtreseulement une semi-distan
e (i.e. de ne pas véri�er l'axiome de séparation (d(x, y) = 0) =⇒

(x = y)).Proposition 1. Si (X, dX ) et (Y, dY ) sont deux espa
es métriques bornés, alors
dHG(X,Y ) < ∞.2



Preuve. Soit d dé�nie sur (X ⊔ Y ) × (X ⊔ Y ) par
d|X×X = dX , d|Y×Y = dY ,

∀x ∈ X, ∀y ∈ Y, d(x, y) = max{diam(X), diam(Y )},où diam(S) = supx,x′∈S dS(x, x′). Il n'est pas di�
ile de véri�er que d est bien une distan
esur X ⊔ Y , et par 
onséquent :
dHG(X,Y ) ≤ inf{r > 0 : X ⊂ V d

r (Y ), Y ⊂ V d
r (X)}.Or, si x ∈ X, d(x, Y ) = max{diam(X), diam(Y )}, et de même pour Y . Comme X et Ysont bornés, dHG(X,Y ) ≤ max{diam(X), diam(Y )} < ∞. �Proposition 2. La distan
e de Hausdor�-Gromov est symétrique, positive et véri�e l'in-égalité triangulaire.Preuve. La symétrie et la positivité sont évidentes. Montrons l'inégalité triangulaire.Soient (X1, dX1), (X2, dX2), (X3, dX3) trois espa
es métriques. Soient d12 et d23 des dis-tan
es sur X1 ⊔ X2 et X2 ⊔ X3 respe
tivement, qui prolongent les distan
es de X1, X2 et

X3. Soit d13 dé�nie sur (X1 ⊔X3)× (X1 ⊔X3) qui prolonge les distan
es de X1 et X3 sur
X1 ⊔ X3 et telle que

∀x1 ∈ X1,∀x3 ∈ X3, d13(x1, x3) = inf
x2∈X2

{d12(x1, x2) + d23(x2, x3)}.Il est fa
ile de véri�er que d13 est une distan
e sur X1 ⊔ X3. On pose
rd13 = inf{r > 0 : X1 ⊂ V d13

r (X3), X3 ⊂ V d13
r (X1)}

rd12 = inf{r > 0 : X1 ⊂ V d12
r (X2), X2 ⊂ V d12

r (X1)}

rd23 = inf{r > 0 : X2 ⊂ V d23
r (X3), X3 ⊂ V d23

r (X2)},On a alors rd13 ≤ rd12 + rd23 . Finalement, en prenant la borne inférieure sur toutes lesdistan
es d12 et d23, on a bien :
dHG(X1,X3) ≤ dHG(X1,X2) + dHG(X2,X3).

�Dé�nition. Soient (X, dX), (Y, dY ) deux espa
es métriques et ε > 0. On appelle ε-isométrie de X dans Y une appli
ation f : X → Y telle que :1. supx,y∈X |dY (f(x), f(y)) − dX(x, y)| ≤ ε ;2. f(X) est ε-dense dans Y , i.e. pour tout y ∈ Y , dY (y, f(X)) ≤ ε.Il n'est pas toujours évident de 
al
uler la distan
e de Hausdor�-Gromov à partir desa dé�nition. Le lemme suivant permet d'estimer 
ette distan
e en termes d'ε-isométries.Lemme 3. Soient (X, dX ), (Y, dY ) deux espa
es métriques, et ε > 0.1. S'il existe une ε-isométrie de X dans Y, alors dHG(X,Y ) < 2ε.2. Si dHG(X,Y ) < ε, alors il existe une 2ε-isométrie de X dans Y.Preuve. 3



1. Soit f : X → Y une ε-isométrie. Soit d : (X ⊔ Y ) × (X ⊔ Y ) → R+ telle que
d|X×X = dX , d|Y×Y = dY ,et pour tous x ∈ X, y ∈ Y , d(x, y) est dé�nie 
omme la borne inférieure de
{dX(x, x′) + 3ε/2 + dY (y, y′)}sur tous les 
ouples (x′, y′) dans X × Y véri�ant dY (f(x′), y′) ≤ ε. Ce n'est pas trèslong de véri�er que d dé�nit une distan
e sur X ⊔ Y .De plus, pour tout x ∈ X, d(x, Y ) ≤ 3ε/2 (en prenant (x′, y′) = (x, f(x)), et demême, pour tout y ∈ Y , d(y,X) ≤ 3ε/2 (
ar f(X) est ε-dense dans Y ). Don


dHG(X,Y ) ≤ 3ε/2 < 2ε.2. Si dHG < ε, alors, en prenant ε′ tel que dHG < ε′ < ε, il existe une distan
e notée dε′sur X ⊔ Y prolongeant 
elles de X et Y et telle que X ⊂ V
dε′
ε′ (Y ) et Y ⊂ V

dε′
ε′ (X).On se pla
e d'abord dans le 
as où X est 
ompa
t, où on utilise l'axiome du 
hoixdénombrable. Soit D = {xk, k ∈ N} un sous-ensemble dénombrable dense de X.Pour 
haque entier k, on 
hoisit yk dans Y tel que dε′(xk, yk) < ε′, et on a aussi

ε − ε′ < ε − dε′(xk, yk). On re
ouvre X par des boules ouvertes de 
entre xk ∈ Det de rayon ε − ε′ > 0. On en tire un re
ouvrement �ni X =
⋃

1≤k≤N B(xk, ε − ε′),quitte à renuméroter les éléments de D. On pose alors
Ak = B(xk, ε − ε′) \

k−1⋃

j=1

B(xj, ε − ε′),pour avoir un re
ouvrement �ni disjoint. Pour tout x ∈ Ak, on pose f(x) = yk. Onobtient une appli
ation f de X dans Y telle que
∀x ∈ X,∃k ∈ N, dε′(x, f(x)) ≤ dε′(x, xk) + dε′(xk, yk)

≤ ε − ε′ + ε′ = ε.Grâ
e à l'inégalité triangulaire, pour tous x, z dans X,
|dε′(f(x), f(z)) − dε′(x, z)| < 2ε,et don

|dY (f(x), f(z)) − dX(x, z)| < 2ε. (1)De plus, pour tout y ∈ Y , on peut trouver x ∈ X tel que dε(x, y) < ε′ < ε. D'où

dε′(y, f(x)) < 2ε, et don

dY (y, f(X)) < 2ε. (2)Dans le 
as où X n'est pas 
ompa
t, on utilise l'axiome du 
hoix pour pouvoir 
hoisirpour 
haque x dans X un élément y = f(x) de Y tel que d(y, x) < ε. En utilisantl'inégalité triangulaire, on obtient aussi (1) et (2). �Remarques. 4



1. Ave
 l'hypothèse du deuxième point, dans le 
as où X est 
ompa
t, on peut 
onstruireune 3ε-isométrie en se passant de l'axiome du 
hoix dénombrable.2. Toujours dans le deuxième point, la 2ε-isométrie 
onstruite peut être prise mesurable.3. Il est important de noter que les ε-isométries peuvent être dis
ontinues.Proposition 4. Si (X, dX ) et (Y, dY ) sont deux espa
es métriques 
ompa
ts, alors
dHG(X,Y ) = 0 si et seulement si X et Y sont isométriques.Preuve.1. Si f est une isométrie de X dans Y , on pose quelque soit ε > 0,

∀x ∈ X,∀y ∈ Y, dε(x, y) = dY (f(x), y) + ε/2 et dε(y, x) = dε(x, y),

dε|X×X = dX , dε|Y×Y = dY .On peut voir sans di�
ulté que dǫ est une distan
e sur X ⊔ Y . On obtient ainsi :
∀ε > 0, X ⊂ V dε

ε (Y ), Y ⊂ V dε
ε (X).Don
 dHG(X,Y ) = 0.2. On suppose que dHG(X,Y ) = 0. D'après le lemme 3, quelque soit n ∈ N∗, il existeune 1/n-isométrie fn de X dans Y . Pour tous x, y dans X, on a don


|dY (fn(x), fn(y)) − dX(x, y)| < 1/n.Soit D un sous-ensemble dénombrable dense de X. Comme Y est 
ompa
t, quitte àextraire diagonalement, fn 
onverge en tout point de D. Soit f sa limite. D'après 
equi pré
ède, on obtient :
∀x, y ∈ D, dY (f(x), f(y)) = lim

n→∞
dY (fn(x), fn(y))

= dX(x, y)Don
 f préserve les distan
es. Par le théorème de prolongement des appli
ationsuniformément 
ontinues, f se prolonge à X en préservant en
ore les distan
es. Demême, soit g : Y → X préservant les distan
es de X et Y . Alors f ◦ g : Y → Ypréserve les distan
es et 
omme Y est 
ompa
t, f ◦ g est bije
tive et par 
onséquent
f est surje
tive. L'appli
ation f est don
 une isométrie de X dans Y . C'est 
e qu'ilfallait montrer. �Proposition 5. L'ensemble C des 
lasses d'isométries d'espa
es métriques 
ompa
ts, munide la distan
e de Hausdor�-Gromov, est séparable.Preuve. Soit CN l'ensemble des 
lasses d'isométries d'espa
es métriques �nis de 
ardinal�xé N . On note ‖.‖∞ la norme sur RN2 telle que

∀x = (x1, . . . , xN2) ∈ RN2
, ‖x‖∞ = max

1≤i≤N2
|xi|Soit

DN = {(dij)1≤i,j≤N ∈ RN2
: ∀i, j, k ∈ {1, . . . ,N}, dij ≥ 0

dij = dji

dij + djk ≤ dik}5



qui est séparable en tant que sous-espa
e de l'espa
e métrique séparable (RN2
, ‖.‖∞). Mon-trons que l'appli
ation Θ de (DN , ‖.‖∞) dans (CN , dHG) qui à (dij)1≤i,j≤N asso
ie la 
lassed'isométrie de (X = {1, . . . , N}, d), ave
 pour tous i, j dans {1, . . . ,N}, d(i, j) = dij , est
ontinue surje
tive. Soit ε > 0 et soient (dij)1≤i,j≤N et (d′ij)1≤i,j≤N deux éléments de

DN tels que ‖(dij) − (d′ij)‖∞ < ε/2, alors l'identité sur X = {1, . . . ,N} est une ε/2-isométrie de (X, d) dans (X, d′), et dHG((X, d), (X, d′)) < ε par le lemme 3. Soit mainte-nant (X, dX ) un espa
e métrique �ni de 
ardinal N , alors, en numérotant les éléments de
X = {xi}1≤i≤N , l'espa
e (X, dX ) appartient à la 
lasse d'isométrie de ({1, . . . ,N}, d) ave

d(i, j) = dX(xi, xj), qui est l'image par Θ de (dij)1≤i,j≤N = (d(i, j))1≤i,j≤N . L'appli
ationest bien 
ontinue surje
tive. Montrons maintenant que (CN , dHG) est séparable. Soit DNun sous-ensemble dénombrable dense de DN , alors 
omme Θ est 
ontinue surje
tive, il n'estpas di�
ile de voir que Θ(DN ) est un sous-ensemble dénombrable dense de CN . Une uniondénombrable d'ensembles dénombrables étant dénombrable, la réunion ⋃

N∈N∗ Θ(DN ) estdénombrable dense dans l'ensemble des 
lasses d'isométries d'espa
es métriques �nis. Cedernier est dense dans C. En e�et, pour tout ε > 0, un espa
e métrique 
ompa
t 
ontientune partie �nie ε-dense dont l'in
lusion dans 
et espa
e 
ompa
t dé�nit une ε-isométrie. Enappliquant le lemme 3, on voit que tout espa
e métrique 
ompa
t se situe à une distan
ede Hausdor�-Gromov de moins de 2ε d'un espa
e métrique �ni. Finalement, la réunion⋃
N∈N∗ Θ(DN ) est dénombrable dense dans C. �2.2 Théorème de 
ompa
ité de GromovUne partie d'un espa
e topologique est relativement 
ompa
te si son adhéren
e est
ompa
te. On va souvent utiliser le résultat suivant : l'espa
e X est 
ompa
t si et seulements'il est 
omplet et 
ontient une partie �nie ε-dense pour tout ε > 0.Le résultat suivant est dû à Gromov (
f. [Gr2℄) qui l'a utilisé pour résoudre un 
élèbreproblème ouvert.Proposition 6. (Théorème de 
ompa
ité de Gromov) Soit M une partie de C véri�ant lesdeux 
onditions suivantes :1. il existe c > 0 tel que pour tout X ∈ M, diam(X) ≤ c ;2. pour tout ε > 0, il existe N(ε) ≥ 0 tel que tout X ∈ M 
ontient une partie ε-densed'au plus N(ε) points.Alors M est relativement 
ompa
te pour la topologie de Hausdor�-Gromov (i.e. la topologiedé�nie par dHG).Preuve. Soit (Xn, dn)n∈N une suite de M. On pose N1 = N(1), et Nk = Nk−1 + N(1/k)pour tout k entier, k ≥ 2. Soit Skn une partie 1/k-dense de Xn d'au plus Nk points.L'hypothèse 2. nous assure que l'on peut 
hoisir 
es parties de manière à avoir Skn ⊂ Sk+1

npour tout k et n. Pour 
haque n, on numérote, en autorisant des répétitions, les pointsde l'union sur k des Skn tel que pour tout k, {x(n)
1 , . . . , x

(n)
Nk

} = Skn. Or pour tous n, i, jentiers, dn(x
(n)
i , x

(n)
j ) est borné par c. Quitte à extraire diagonalement, (dn(x

(n)
i , x

(n)
j ))n∈N
onverge pour tous i, j ∈ N∗.Soit Y = {yi}i=1,...,∞ un ensemble abstrait dénombrable ave
 yi 6= yj si i 6= j. On pose :

dY (yi, yj) = lim
n→∞

dn(x
(n)
i , x

(n)
j ).6



On obtient ainsi une pseudo-distan
e sur Y . Soit R la relation d'équivalen
e xRy ⇐⇒
dY (x, y) = 0. Soit Y/R l'espa
e quotient de Y par R et dY/R la proje
tion de dY sur Y/R.Alors (Y/R, dY/R) est un espa
e métrique. On note x̄ le projeté de x ∈ Y sur Y/R. Soit
Ỹ le 
omplété de Y/R et deY sa distan
e (qui étend don
 dY/R).On va montrer d'abord que Ỹ est 
ompa
t. Soit Sk = {ȳi, 1 ≤ i ≤ Nk} ⊂ Ỹ . Comme
Skn est 1/k-dense dans Xn,

∀i ∈ N∗,∀n ∈ N, ∃jn ≤ Nk, dn(x
(n)
i , x

(n)
jn

) ≤ 1/k.Comme jn ne peut prendre qu'un nombre �ni de valeurs, il existe j ≤ Nk ne dépendantpas de n pour lequel il existe un nombre in�ni d'entiers n tels que dn(x
(n)
i , x

(n)
j ) ≤ 1/k.En passant à la limite, on obtient que pour tout ȳi dans Y/R il existe j ≤ Nk tel que

deY (ȳi, ȳj) ≤ 1/k ave
 ȳj ∈ Sk. On en 
on
lut que Sk est 1/k-dense dans Y/R et par
onséquent dans Ỹ puisque Y/R est dense dans son 
omplété. Quelque soit k ∈ N∗, l'espa
e
Ỹ 
ontient une partie 1/k-dense et est 
omplet : Ỹ est 
ompa
t.On va maintenant voir que (Ỹ , deY ) est la limite de ((Xn, dn))n∈N pour la topologiede Hausdor�-Gromov. Pour tout n ∈ N su�samment grand, soit fn : Skn → Sk telle que
fn(x

(n)
i ) = ȳi. On pourrait avoir x

(n)
i = x

(n)
i′ ave
 i 6= i′. Mais à k �xé et n assez grand,
e
i implique que ȳi = ȳi′ , et don
 fn est bien dé�ni. Comme card(Sk) est �ni, on a

sup
ȳi,ȳj∈Sk

|deY (ȳi, ȳj) − dn(x
(n)
i , x

(n)
j )| ≤ εn,où limn→∞ εn = 0. Pour tout y ∈ Sk, deY (y, fn(S

k
n)) = 0 
ar fn est surje
tive. Don
 fn estune εn-isométrie et par le lemme 3 on a alors dHG(Skn, S

k) < 2εn. Finalement,
∀k ∈ N∗, dHG(Xn, Ỹ ) ≤ dHG(Xn, S

k
n) + dHG(Skn, S

k) + dHG(Sk, Ỹ ),

< 4/k + 2εn.Don
 dHG(Xn, Ỹ ) ≤ 2εn ave
 limn→∞ εn = 0. �Corollaire 7. L'espa
e (C, dHG) est métrique séparable 
omplet.Preuve. D'après 
e qui pré
ède, il ne reste plus qu'à véri�er la 
omplétude. Soit ((Xn, dn))nune suite de Cau
hy de (C, dHG). Montrons qu'elle véri�e les deux 
onditions du théorèmede 
ompa
ité de Gromov. Soit ε > 0 et soit N un entier tel que :
∀m ≥ N, dHG(XN ,Xm) < ε/5.Soit fm : XN → Xm une 2ε/5-isométrie dont l'existen
e nous est assurée par le lemme 3, et

S une partie �nie ε/5-dense de XN . Montrons que fm(S) est ε-dense dans Xm. Soit δ > 0.Par dé�nition, pour tout y dans Xm, on a dm(y, fm(XN )) ≤ 2ε/5, et don
 il existe xy dans
XN tel que dm(y, fm(xy)) < 2ε/5 + δ. Soit maintenant s dans S tel que dN (xy, s) ≤ ε/5.On obtient que :

∀y ∈ Xm, dm(y, fm(S)) ≤ dm(y, fm(s))

≤ dm(y, fm(xy)) + dm(fm(xy), fm(s))

< 2ε/5 + δ + dN (xy, s) + 2ε/5

< ε + δ.7



Le résultat suit en faisant tendre δ vers 0. Don
 pour tout m ≥ N , il existe une partie �nie
ε-dense dans Xm de 
ardinal inférieur ou égal à 
elui de S.On garde les mêmes notations pour montrer que les diamètres sont uniformément bornéset on prend ε et δ égaux à 1. Soient y et z dans Xm, on a :

dm(y, z) ≤ dm(y, fm(xy)) + dm(fm(xy), fm(xz)) + dm(fm(xz), z)

≤ 4ε/5 + 2δ + dN (xy, xz)

≤ 3 + diam(XN ).Don
 diam(Xm) ≤ 3 + diam(XN ) pour m ≥ N . On a alors :
∀n ∈ N, diam(Xn) ≤ max(3 + diam(XN ), sup

1≤m≤N
diam(Xm)).Finalement les deux 
onditions du théorème de 
ompa
ité de Gromov sont réunies eton en déduit que la suite de Cau
hy ((Xn, dn))n a une valeur d'adhéren
e : elle est don

onvergente. �2.3 Cas d'espa
es non 
ompa
tsOn veut maintenant généraliser les notions pré
édentes à des espa
es non 
ompa
ts. Dela même manière que la 
onvergen
e uniforme de fon
tions sur un espa
e métrique devienttrop 
ontraignante quand l'espa
e 
onsidéré n'est plus 
ompa
t, la 
onvergen
e selon ladistan
e de Hausdor�-Gromov n'est pas adaptée au 
as d'espa
es non 
ompa
ts. On vaplut�t demander que 
e soit des boules des espa
es 
onsidérés, 
entrées en 
ertains points,qui 
onvergent selon la distan
e de Hausdor�-Gromov. On va pré
iser 
ette notion.Dé�nition. Un espa
e métrique pointé est un triplet (X, d, p), où p est un point de X et

(X, d) un espa
e métrique.Dé�nition. Soient (X, dX , pX) et (Y, dY , pY ) deux espa
es métriques pointés. On appelle
ε-isométrie pointée entre des sous-ensembles X ′ ⊂ X et Y ′ ⊂ Y , 
ontenant pX et pYrespe
tivement, une appli
ation f : X ′ → Y telle que :1. f(pX) = pY ;2. supx,z∈X′ |dY (f(x), f(z)) − dX(x, z)| ≤ ε ;3. Y ′ ⊂ {y ∈ Y : dY (f(X ′), y) ≤ ε}.Dans la dé�nition pré
édente, on aurait pu se 
ontenter de d(f(pX), pY ) ≤ ε au lieu dela première 
ondition. Remarquons aussi que dans le 
as où X ′ = B(pX , R), ave
 R > 0,les deux premières 
onditions impliquent que l'image par f de X ′ est 
ontenue dans laboule de 
entre pY et de rayon R + ε.Dé�nition. On dit qu'une suite d'espa
es métriques pointés ((Xn, dn, pn))n∈N 
onvergevers un espa
e métrique pointé (X, d, p) au sens de la 
onvergen
e de Hausdor�-Gromovpointée s'il existe des suites de réels positifs εn

n→∞
→ 0 et Rn

n→∞
→ ∞, et des εn-isométriespointées fn entre les boules B(pn, Rn) ⊂ Xn et B(p,Rn) ⊂ X.Si une suite d'espa
es métriques pointés 
onverge dans le sens donné 
i-dessus vers unespa
e métrique pointé, alors elle 
onverge évidemment aussi vers son 
omplété. On peutdon
 ne 
onsidérer que des limites 
omplètes.8



Proposition 8. (Théorème de 
ompa
ité pour les espa
es métriques pointés) Soit M unensemble d'espa
es métriques pointés. On suppose que pour tout R > 0 et pour tout ε > 0,il existe N(ε,R) ≥ 0 tel que pour tout (X, p) ∈ M, la boule B(p,R) 
ontienne une partie
ε-dense d'au plus N(ε,R) points. Alors de toute suite de M, on peut extraire une sous-suite
onvergeant vers un espa
e métrique pointé.Remarques.1. En fait, il su�t que la 
ondition soit véri�ée pour tout R assez grand, par exemple

R ≥ 1.2. Les hypothèses de la proposition 8 impliquent que les boules fermées sont 
ompa
tesdans tout élément 
omplet de M, et don
 qu'un tel élément est aussi lo
alement 
om-pa
t et séparable. De plus, on peut supposer que la limite est 
omplète, lo
alement
ompa
te et séparable (
f. preuve).Preuve. La preuve suit 
elle de la proposition 6 appliquée aux boules de rayon R, enutilisant ensuite le pro
édé d'extra
tion diagonal quand R tend vers l'in�ni.Soit (Xn, dn, pn)n∈N une suite de M et (Rl)l∈N∗ une suite stri
tement 
roissante deréels positifs tendant vers l'in�ni. On pose :
NR1

1 = N(1, R1),

∀l ∈ N, l ≥ 2, NRl
1 = N(1, Rl) + N

Rl−1

1 ,

∀k ∈ N, k ≥ 2, NR1
k = NR1

k−1 + N(1/k,R1),

NRl
k = NRl

k−1 + N(1/k,Rl) + N
Rl−1

k .On peut alors 
hoisir des parties Skn,Rl d'au plus NRl
k + 1 points, 
ontenant pn pour tout

n, 1/k-dense dans B(pn, Rl) et qui soient 
roissantes en k et en l pour l'in
lusion (i.e.
Skn,Rl ⊂ Sk+1

n,Rl
et Skn,Rl ⊂ Skn,Rl+1

pour tous k, l et n). On numérote, éventuellement ave
répétitions, les points de ⋃
l

⋃
k Skn,Rl de sorte que {pn, x(n)

1 , . . . , x
(n)

N
Rl
k

} = Skn,Rl. Or pour tout
i, j ∈ N∗, il existe l tel que pour tout n, x

(n)
i et x

(n)
j soient dans Skn,Rl , et par 
onséquent :

dn(x
(n)
i , x

(n)
j ) < 2Rl, dn(x

(n)
i , pn) < Rl.Quitte à extraire diagonalement, (dn(x

(n)
i , x

(n)
j ))n∈N∗ et (dn(x

(n)
i , pn))n∈N∗ 
onvergent pourtous i, j ∈ N∗.On va 
onstruire l'espa
e limite. Soit Y = {yi}i=1,...,∞

⋃
{p} un ensemble abstrait dé-nombrable ave
 yi 6= yj si i 6= j. On pose :

dY (yi, yj) = lim
n→∞

dn(x
(n)
i , x

(n)
j ) et dY (yi, p) = lim

n→∞
dn(x

(n)
i , pn).On obtient ainsi une pseudo-distan
e qu'on quotiente par la relation d'équivalen
e xRy ⇐⇒

dY (x, y) = 0 pour obtenir une distan
e dR. On note x̄ le projeté de x sur l'espa
e quo-tient Y/R. Soit YRl =
⋃
k{ȳi, 1 ≤ i ≤ NRl

k }
⋃
{p̄}. On note ỸRl le 
omplété de YRl , et

deYRl
sa distan
e (qui étend dR). Montrons que ỸRl ⊂ ỸRl+1

. On a déjà YRl ⊂ YRl+1
. Si

x ∈ ỸRl \ YRl , alors x est limite d'une suite de YRl (
ar YRl est dense dans son 
omplété)et par 
onséquent d'une suite de YRl+1
, qui est de Cau
hy. Par 
onstru
tion du 
omplété9



de YRl+1
, on a bien que x appartient à ỸRl+1

. Don
 ỸRl ⊂ ỸRl+1
et on voit fa
ilementque l'in
lusion est isométrique pour deYRl

et deYRl+1
. Soit X =

⋃
l ỸRl , qui est 
omplet etséparable par 
onstru
tion, et dX sa distan
e dé�nie par dX = deYRl

sur ỸRl pour tout l.Soit SkRl = {p̄}
⋃
{ȳi, 1 ≤ i ≤ NRl

k } ⊂ X. D'après de la preuve de la proposition 6, SkRlest 1/k-dense dans ỸRl . On en déduit que ỸRl 
ontient une partie �nie ε-dense pour tout
ε > 0, 
e qui implique que ỸRl est 
ompa
t. De plus, pour tout x ∈ X, il existe l tel que
x ∈ ỸRl , et on a alors B(x,Rl+1−dX(x, p̄)) ⊂ ỸRl+1

, où Rl+1−dX(x, p̄) > 0, 
e qui montreque X est lo
alement 
ompa
t.Maintenant soit fn,Rl : Skn,Rl → SkRl une appli
ation telle que fn,Rl(pn) = p̄ et fn,Rl(x
(n)
i ) =

ȳi qui est bien dé�nie si n est assez grand. C'est une δn,Rl-isométrie, où δn,Rl
n→∞
→ 0. Par ex-tra
tion diagonale, les appli
ations fn = fn,Rn sont des δn-isométries, où δn = δn,Rn

n→∞
→ 0.Comme Skn,Rn est 1/k-dense dans B(pn, Rn), il est fa
ile de 
onstruire une 2/k-isométrie

g
(n)
k : B(pn, Rn) → Skn,Rn telle que g

(n)
k (pn) = pn. Par exemple, si on 
onsidère la partitionde B(pn, Rn) suivante :

A0 = B̄(pn, 1/k)
⋂

B(pn, Rn),

∀i ≤ NRl
k , Ai = (B̄(x

(n)
i , 1/k) \ (

⋃

1≤j<i

B̄(x
(n)
j , 1/k)

⋃
A0))

⋂
B(pn, Rn),où B̄ désigne une boule fermée, on peut prendre g

(n)
k égale à l'identité sur Skn,Rn et g

(n)
k (x) =

x
(n)
i (resp. pn) pour tout x dans Ai \

⋃
i<j≤N

Rl
k

{x
(n)
j } (resp. A0 \

⋃
1<j≤N

Rl
k

{x
(n)
j }). De plus,l'appli
ation identité de SkRn dans X, notée h

(n)
k est une 1/k-isométrie pointée entre SkRn et

B(p̄, Rn). Finalement, pour tout k ∈ N∗, h
(n)
k ◦ fn ◦ g

(n)
k est une 3/k + δn isométrie pointéeentre B(pn, Rn) et B(p̄, Rn). En posant εn = 3/n+δn, on obtient que h

(n)
n ◦fn◦g

(n)
n est une

εn isométrie pointée entre B(pn, Rn) et B(p̄, Rn). On en déduit que les espa
es métriquespointés (Xn, dn, pn) 
onvergent vers l'espa
e métrique pointé (X, dX , p̄). �Remarque. La dé�nition de la 
onvergen
e Hausdor�-Gromov pointée permet de munirl'ensemble (des 
lasses d'isométries préservant les points bases) d'espa
es métriques pointésséparables 
omplets d'une topologie, et ainsi la proposition 8 donne un 
ritère de 
ompa
itérelative sur les parties de 
et ensemble.3 Convergen
e de mesuresDans la suite de l'exposé, on ne 
onsidère que des mesures positives. Cette partie n'estpas exhaustive, et pour plus de détails, on pourra 
onsulter le livre de Doob [Doo℄ qui
ontient un 
hapitre sur la 
onvergen
e de mesures. En 
e qui 
on
erne les mesures deprobabilité, les livres de Billingsley [Bil℄ et Parthasarathy [Par℄ sont très 
omplets, 
eluide Billingsley étant peut-être plus abordable.Notations :
• X désigne un espa
e métrique muni de sa tribu des boréliens notée B(X), et sadistan
e est notée d ; 10



• M(X) est l'ensemble des mesures de probabilité sur X ;
• Mb(X) est l'ensemble des mesures sur X de masse totale bornée par b, pour b > 0 ;
• C(X) est l'ensemble des fon
tions 
ontinues sur X à valeurs réelles ;
• Cb(X) est l'ensemble des fon
tions 
ontinues bornées sur X à valeurs réelles ;
• CK(X) est l'ensemble des fon
tions réelles 
ontinues sur X à support 
ompa
t ;
• Ub(X) est l'ensemble des fon
tions uniformément 
ontinues bornées sur X à valeursréelles.On munit 
es trois derniers ensembles, ainsi que C(X) si X est 
ompa
t, de la normesuivante : ‖f‖∞ = supx∈X |f(x)|. On rappelle que si X est 
ompa
t, alors l'espa
e C(X)est séparable et C(X) = Cb(X) = CK(X). Si X est seulement lo
alement 
ompa
t séparable,alors CK(X) est séparable. On renvoie à [Doo℄ pour les preuves.Dé�nition. On dé�nit sur l'ensemble des mesures de Radon sur X (i.e. des mesures(positives) boréliennes �nies sur les 
ompa
ts) :1. la topologie vague 
omme la topologie la moins �ne rendant 
ontinues les appli
ations

µ 7→ µ(f) pour tout f ∈ CK(X).On a alors
µn

v
→ µ ⇐⇒ ∀f ∈ CK(X), lim

n→∞
µn(f) = µ(f)où v

→ désigne la 
onvergen
e vague quand n → ∞;2. la topologie étroite 
omme la topologie la moins �ne rendant 
ontinues les appli
ations
µ 7→ µ(f) pour tout f ∈ Cb(X).On a alors

µn
é
→ µ ⇐⇒ ∀f ∈ Cb(X), lim

n→∞
µn(f) = µ(f)où é

→ désigne la 
onvergen
e étroite quand n → ∞.Remarques.1. On peut dé�nir de la même manière une autre topologie en 
onsidérant l'espa
e
C0(X) des fon
tions 
ontinues réelles tendant vers 0 à l'in�ni.2. Dans le 
as où X est 
ompa
t, la topologie étroite, qui 
oïn
ide ave
 la topologievague, 
orrespond à la topologie faible-⋆ sur M(X) vu 
omme un sous-ensemble dudual topologique de (C(X), ‖.‖∞).3. Une base d'ouverts pour la topologie étroite (resp. vague) est donnée par les ensemblesde la forme :

Vε,f1,...,fn(µ) = {ν ∈ M(X) : sup
1≤i≤n

|µ(fi) − ν(fi)| < ε}où µ ∈ M(X), ε > 0, n ∈ N∗ et fi ∈ Cb(X) (resp. CK(X)). De plus, si X est lo
ale-ment 
ompa
t séparable, alors pour tout µ dansM(X), l'ensemble {V1/n,hi1 ,...,hik
(µ), n ∈

N∗, k ∈ N∗}, où {hn}n∈N est un sous-ensemble dénombrable dense de CK(X), est unebase dénombrable de voisinages de µ pour la topologie vague.11



Un espa
e séparé est dit dénombrable à l'in�ni s'il existe une suite de 
ompa
ts Kn telsque Kn ⊂ int(Kn+1) pour tout n, où int(K) désigne l'intérieur de K, et X =
⋃
n Kn. C'estéquivalent au fait que X soit lo
alement 
ompa
t et séparable, et 
ela implique qu'il existeune suite de fon
tions positives dans CK(X) qui 
onverge simplement en 
roissant vers lafon
tion 
ara
téristique de X notée 1X (prendre ϕn(x) = min(d(x,X\ int(Kn)), 1)).Proposition 9. Si X est un espa
e dénombrable à l'in�ni, les topologies vague et étroite
oïn
ident sur M(X).Preuve. Comme CK(X) ⊂ Cb(X) la topologie étroite est plus �ne que la topologie vague.Inversement, soient µ ∈ M(X), f ∈ Cb(X) et ε > 0. On réutilise la notation Vε,fintroduite dans la remarque pré
édente. Soit (hp)p∈N une suite positive de CK(X) qui
onverge simplement en 
roissant vers la fon
tion 
onstante 1X , suite qui existe 
ar X estdénombrable à l'in�ni. On a alors fhp ∈ CK(X) et pour tout ν ∈ M(X),

|µ(f) − ν(f)| ≤ |µ(f) − µ(fhp)| + |µ(fhp) − ν(fhp)| + |ν(fhp) − ν(f)|

≤ ‖f‖∞(µ(1X − hp) + ν(1X − hp)) + |µ(fhp) − ν(fhp)|.Comme µ(hp)
p→∞
→ µ(1X) par le théorème de 
onvergen
e monotone, et de même pour ν,on peut 
hoisir p tel que

0 ≤ (µ(1X − hp) + ν(1X − hp)) < ε/(2‖f‖∞).Don

ν ∈ Vε/2,fhp(µ) =⇒ ν ∈ Vε,f (µ).Or Vε/2,fhp(µ) est un ouvert de la topologie vague 
ontenant µ. Finalement les deux topo-logies sont bien égales. �On se servira plusieurs fois par la suite du résultat 
lassique suivant dont on pourra
onsulter une preuve dans [Bil℄ :Sur M(X), il y a équivalen
e entre :(i) µn

é
→ µ,(ii) limn→∞ µn(f) = µ(f) pour tout f ∈ Ub(X),(iii) lim supn→∞ µn(F ) ≤ µ(F ) pour tout fermé F de X,(iv) lim infn→∞ µn(O) ≥ µ(O) pour tout ouvert O de X.Proposition 10. Si X est séparable, alors M(X) est séparable.Preuve. On suppose don
 que X est séparable. Soit D = {yi}i=1,...,∞ un sous-ensembledénombrable dense de X. Pour tout n ∈ N∗, on pose

An,1 = B(y1, 1/2n)

An,j = B(yj, 1/2n) \
⋃

1≤k≤j

An,k.

12



On a alors pour tout n ∈ N∗ une partition de X telle que :
X =

⋃

j

An,j ave
 ∀j ∈ N∗, diam(An,j) ≤ 1/n,

∀j 6= k, An,j

⋂
An,k = ∅,et ∀j, n ∈ N∗, An,j ∈ B(X).Soit µ ∈ M(X). Pour tous j, n entiers, soit xn,j un point An,j si An,j 6= ∅. On pose

µn =
∑

j:An,j 6=∅ µ(An,j)δxn,j , où δx désigne la mesure de Dira
 au point x. Il n'est pasdi�
ile de véri�er que µn est une mesure de probabilité (
f. [Gal℄).Montrons que µn
é
→ µ. Soit g ∈ Ub(X). L'appli
ation g étant uniformément 
ontinue,on a :

∀x ∈ An,j, |g(x) − g(xn,j)| ≤ sup
d(x,y)<1/n

|g(x) − g(y)|,et ainsi,
|µ(g) − µn(g)| =

∑

j:An,j 6=∅

|µ(g1An,j ) − µ(g(xn,j)1An,j )|

≤
∑

j:An,j 6=∅

µ(|g − g(xn,j)|1An,j )

≤ sup
d(x,y)<1/n

|g(x) − g(y)|
∑

j:An,j 6=∅

µ(An,j)

≤ sup
d(x,y)<1/n

|g(x) − g(y)|
n→∞
→ 0.On appro
he maintenant µn par des sommes �nies de mesures de Dira
 à 
oe�
ientsrationnels. Soient f ∈ Cb(X), et ε > 0. Comme ∑

j:An,j 6=∅ µ(An,j) = µ(
⋃
j An,j) = 1, ilexiste l ∈ N tel que µ(

⋃
j>lAn,j) < ε/2M , où M est tel que ‖f‖∞ ≤ M . Soient rn,j desrationnels tels que ∑

1≤j≤l:An,j 6=∅ rn,j = 1, et
∀j ≤ l tel que An,j 6= ∅, |rn,j − µ(An,j)| < ε/2Ml.On pose µn,l =
∑

1≤j≤l:An,j 6=∅ rn,jδxn,j . Ce sont des mesures de probabilité sur X. On aalors :
|µn(f) − µn,l(f)| = |

∑

j:An,j 6=∅

µ(An,j)f(xn,j) −
∑

j≤l:An,j 6=∅

rn,jf(xn,j)|

≤
∑

j≤l:An,j 6=∅

|µ(An,j) − rn,j||f(xn,j)| +
∑

j>l:An,j 6=∅

µ(An,j)|f(xn,j)|

< ε.Finalement {∑j≤l λjδxn,j , l ∈ N∗, λj ∈ Q, n ∈ N∗ :
∑

j≤l:An,j 6=∅ λj = 1} est dénombrabledense dans M(X). �Si X est lo
alement 
ompa
t et séparable, en adaptant la preuve pré
édente (prendre
g dans CK(X) et utiliser le fait qu'une suite qui 
onverge vaguement ave
 
onvergen
e desmasses totales 
onverge aussi étroitement (
f. [Ouv℄), enlever la 
ondition sur la somme�nie des rationnels rn,j égale à 1, et
), on obtient que Mb(x) est étroitement séparable.13



3.1 Distan
e de ProkhorovLa partie qui va suivre sur la distan
e de Prokhorov suit très �dèlement le livre deBillingsley [Bil℄ p.72. Il 
ontient d'ailleurs une autre démonstration de la séparabilité de
M(X) utilisant 
ette distan
e. Le résultat à retenir i
i est que si X est lo
alement 
ompa
tet séparable, alors M(X) muni de la topologie étroite est métrisable séparable par ladistan
e de Prokhorov.Dé�nition. On dé�nit la distan
e de Prokhorov dP (µ, ν) entre deux éléments µ et ν de
M(X) par :

dP (µ, ν) = inf{ ε > 0 : ∀A ∈ B(X), µ(A) ≤ ν(Vε(A)) + ε, ν(A) ≤ µ(Vε(A)) + ε}Proposition 11. La distan
e de Prokhorov véri�e bien les axiomes d'une distan
e sur
M(X).Preuve. La distan
e de Prokhorov est 
lairement symétrique, positive et �nie sur M(X).Montrons que :

dP (µ, ν) = 0 ⇐⇒ µ = ν.Il est 
lair que dP (µ, µ) = 0. Soient µ et ν dans M(X) tels que dP (µ, ν) = 0. Cela impliquedon
 :
∀A ∈ B(X), ∀n ∈ N∗, µ(A) ≤ ν(V1/n(A)) + 1/n,

ν(A) ≤ µ(V1/n(A)) + 1/n.En faisant tendre n vers l'in�ni, on obtient :
∀A ∈ B(X), µ(A) ≤ ν(adh(A)), ν(A) ≤ µ(adh(A)).On a utilisé le fait que adh(A) =

⋂
n V1/n(A), où adh(A) désigne l'adhéren
e de A, et

µ(
⋂
n V1/n(A)) = limn→∞ µ(V1/n(A)), et de même pour ν. Si A est un fermé, on a don


µ(A) = ν(A). Comme une mesure �nie sur un espa
e métrique est régulière (voir parexemple [Gal℄ p.37), on a alors :
∀A ∈ B(X), µ(A) = sup

F fermé ⊂A
µ(F ) = sup

F fermé ⊂A
ν(F ) = ν(A).Montrons maintenant l'inégalité triangulaire. Soient µ, ν, λ dansM(X) et ε > 0. Soient

ε1, ε2 > 0 tels que dP (µ, λ) + ε/2 > ε1 et dP (ν, λ) + ε/2 > ε2, et véri�ant :
∀A ∈ B(X), µ(A) ≤ λ(Vε1(A)) + ε1, λ(A) ≤ µ(Vε1(A)) + ε1

ν(A) ≤ λ(Vε2(A)) + ε2, λ(A) ≤ ν(Vε2(A)) + ε2.Comme Vε2(Vε1(A)) ⊂ Vε1+ε2(A), d'après les relations pré
édentes, on obtient que
dP (µ, ν) ≤ ε1 + ε2 < dP (µ, λ) + dP (λ, ν) + ε.Puis on fait tendre ε vers 0. �14



Lemme 12. Si, pour tout borélien A, µ(A) ≤ ν(Vε(A)) + ε, alors dP (µ, ν) ≤ ε.Preuve. Soit A ∈ B(X). Posons B = X \ Vε(A). On a aussi A = X \ Vε(B). En utilisantl'hypothèse pour B, on obtient l'autre inégalité pour A :
ν(A) = 1 − ν(Vε(B)) ≤ 1 − µ(B) + ε = µ(Vε(A)) + ε.

�Proposition 13. Si X est lo
alement 
ompa
t et séparable, alors la distan
e de Prokhorovmétrise la topologie étroite sur M(X).Preuve. Si X est lo
alement 
ompa
t et séparable, alors, d'après la proposition 9 etla remarque la pré
édant, tout point de M(X) est à base dénombrable de voisinagespour la topologie étroite, 
e qui nous autorise à 
ara
tériser 
ette topologie par ses suites
onvergentes.Soient µn, µ dans M(X). Supposons que dP (µn, µ)
n→∞
→ 0, 
e que l'on peut réé
rire :

dP (µn, µ) < εn
n→∞
→ 0. Si F est un fermé, alors
lim sup

n
(µn(F )) ≤ lim sup

n
(µ(Vεn(F )) + εn) = µ(F ).D'après le rappel, µn

é
→ µ.Inversement, on suppose que µn

é
→ µ. Soit ε > 0. L'espa
e X étant supposé séparable,soit {Ai}i une partition de X telle que Ai ∈ B(X) et diam(Ai)≤ ε. Puisque ∑

i µ(Ai) =
µ(

⋃
iAi) 
onverge, il existe k entier tel que µ(

⋃
i>k Ai) < ε. Soit maintenant A ∈ B(X) etsoit A0 =

⋃
i≤k:Ai

T
A 6=∅

Ai. D'après le rappel, lim infn µn(Vε(A0)) ≥ µ(Vε(A0)). Il existedon
 n0 tel que pour tout n ≥ n0, on ait µn(Vε(A0)) ≥ µ(Vε(A0))− ε. De plus, 
omme lesdiamètres des Ai sont bornés par ε, A0 ⊂ Vε(A) et don
 Vε(A0) ⊂ V2ε(A). On déduit de
e qui pré
ède que :
n ≥ n0 =⇒ µ(A) ≤ µ(A0) + µ(

⋃

i>k

Ai)

≤ µ(A0) + ε

≤ µ(Vε(A0)) + ε

≤ µn(Vε(A0)) + 2ε

≤ µn(V2ε(A)) + 2ε.On utilise le lemme 12 pour 
on
lure que dP (µn, µ) < 2ε. �On note (f)∗µ la mesure-image de µ par f . Soient µ et ν deux mesures de probabilitéssur un même espa
e métrique (X, dX ), et f : X → Y une ε-isométrie mesurable, où (Y, dY )est aussi un espa
e métrique. On va voir quel est le lien entre dP ((f)∗µ, (f)∗ν) et dP (µ, ν).Plus pré
isément, on va essayer d'estimer dP ((f)∗µ, (f)∗ν) en fon
tion de dP (µ, ν).Soit r > 0 tel que dP (µ, ν) < r et, pour tout borélien A de X,
µ(A) ≤ ν(Vr(A)) + r, ν(A) ≤ µ(Vr(A)) + r.Soit B un borélien de Y . Montrons que Vr(f

−1(B)) ⊂ f−1(Vr+ε(B)). Soit x ∈ Vr(f
−1(B)).Pour tout δ > 0, soit z dans f−1(B) tel que d(x, z) < d(x, f−1(B)) + δ. Comme f est une15



ε-isométrie, on a don

d(f(x), B) ≤ d(f(x), f(z))

≤ d(x, z) + ε < d(x, f−1(B)) + ε + δ.En faisant tendre δ vers 0, on obtient le résultat :
d(f(x), B) ≤ d(x, f−1(B)) + ε < r + ε.Finalement x est aussi dans f−1(Vr+ε(B)). Comme pour tout borélien B de Y , l'ensemble

f−1(B) est un borélien de X, on a,
(f)∗µ(B) = µ(f−1(B)) ≤ ν(Vr(f

−1(B))) + r

≤ ν(f−1(Vr+ε(B))) + r

≤ (f)∗ν(Vr+ε(B)) + r + ε.On obtient la même 
hose en inter
hangeant µ et ν. On a don
 dP ((f)∗µ, (f)∗ν) ≤ r + ε,et, en 
on
lusion,
dP ((f)∗µ, (f)∗ν) ≤ dP (µ, ν) + ε.3.2 Théorèmes de 
ompa
itéLemme 14. Soit X un espa
e métrique 
ompa
t et (µn)n∈N une suite de M(X) (resp.

Mb(X)). Si µn(f) 
onverge dans R pour tout f élément d'un sous-ensemble dense D de
C(X), alors la suite (µn)n∈N 
onverge vers un élément de M(X) (resp. Mb(X)).Preuve. Soit h ∈ D tel que h > 1X . Soient f ∈ C(X) et ε > 0. Il existe fε ∈ D tel que
‖f − fε‖ < ε. Par 
onséquent, f < fε + εh et −f < −fε + εh. D'où :

lim sup
k

µk(f) ≤ lim
k

µk(fε) + ε lim
k

µk(h)

− lim inf
k

µk(f) ≤ − lim
k

µk(fε) + ε lim
k

µk(h).Ce qui nous donne :
∀ε > 0, lim sup

k
µk(f) − lim inf

k
µk(f) ≤ 2ε lim

k
µk(h).Don
 µk(f) a une limite �nie pour tout f dans C(X). Cette limite dé�nit 
lairement uneforme linéaire positive L sur C(X). D'après le théorème de Riesz (voir [Gal℄), il existe uneunique mesure de Radon ν sur X telle que :

∀f ∈ C(X), L(f) = ν(f).On 
on
lut en remarquant que 1X appartient à C(X) et qu'alors ν est une probabilité(resp. dans Mb(X)) :
ν(X) = lim

k
µk(1X) = 1, (resp. ≤ b).

�16



Proposition 15. L'espa
e X est 
ompa
t si et seulement si M(X) est 
ompa
t.Preuve. On suppose que X est 
ompa
t. D'après le théorème de Riesz, l'ensemble desmesures signées sur X est le dual topologique de (C(X), ‖.‖∞). De plus, on a 
lairement
M(X) ⊂ B1, où B1 est la boule (pour la norme duale) unité fermée de C(X)'. D'aprèsle théorème de Bana
h-Alaoglu, B1 est 
ompa
te pour la topologie faible-⋆. Don
 M(X)est relativement 
ompa
t et toute suite de M(X) 
ontient une sous-suite 
onvergente. Or,d'après le lemme 14, la limite de 
ette suite extraite est dans M(X). Comme M(X) estmétrisable, on peut 
on
lure grâ
e au théorème de Bolzano-Weierstrass que M(X) est
ompa
t.Inversement, montrons que si M(X) est 
ompa
t, alors X est 
ompa
t. Tout d'abord,l'appli
ation notée g qui à x ∈ X asso
ie δx ∈ M(X) est un homéomorphisme de X surson image dans M(X). En e�et, si (xn)n∈N et x0 sont dans X,

xn
n→∞
→ x0 =⇒ ∀f ∈ Cb(X), f(xn)

n→∞
→ f(x0)

=⇒ δxn
é
→ δx0 .Si xn ne tend pas vers x0, alors il existe un ouvert O et une sous-suite (xϕ(n))n∈N telsque pour tout n, on ait xϕ(n) /∈ O et x0 ∈ O. D'après le théorème de prolongement deTietze-Urysohn (voir [Per℄ p.42), il existe une appli
ation g : X → [0, 1] 
ontinue telle que

g|X\O
= 1 et g(x0) = 0. Par 
onséquent δxϕ(n)

9 δx0 et �nalement δxn 9 δx0 . L'appli
ation
g est bien un homéomorphisme sur son image. Montrons que {δx, x ∈ X} est fermé dans
M(X). Soit xn des points de X tels que

δxn
é
→ q,alors q est dans M(X). Maintenant, si (xn)n∈N n'a au
une sous-suite 
onvergente, alorstout sous-ensemble de S = {xn, n ∈ N} est fermé. Soit C ⊆ S, alors

q(C) ≥ lim sup δxn(C).On en déduit que pour tout sous-ensemble in�ni S′ de S, on a q(S′) = 1, 
e qui estimpossible puisque q est dans M(X). Il existe don
 une suite extraite (xψ(n))n 
onvergeantvers un point x de X. D'après 
e qui pré
ède, la suite (δxψ(n)
)n 
onverge vers δx. L'espa
e

M(X) étant séparé, on a bien q = δx. Finalement X est homéomorphe à un fermé d'unespa
e 
ompa
t, don
 à un 
ompa
t. �Pour la première impli
ation, on pouvait aussi utiliser le pro
édé d'extra
tion diagonalsur un sous-ensemble dénombrable dense de C(X), puis utiliser le lemme 14. C'est d'ailleurs
e que l'on va faire dans la preuve de la proposition suivante.Proposition 16. L'espa
e X est 
ompa
t si et seulement si Mb(X) est 
ompa
t.Preuve. Supposons X 
ompa
t. On 
onsidère une suite (µk)k∈N de Mb(X). Comme C(X)est séparable, soit {hn}n∈N un sous-ensemble dense de C(X). Pour tous n et k, µk(hn) ≤ Mnoù hn est borné par Mn. La suite (µk(hn))k∈N étant in
luse dans un 
ompa
t, elle admet unesous-suite 
onvergente. En utilisant le pro
édé d'extra
tion diagonal, on peut 
onstruireune sous-suite de (µk)k∈N qui 
onverge sur tout hn. Sans perte de généralité, on peutdon
 supposer que (µk(hn))k∈N a une limite �nie pour tout hn. D'après le lemme 14, 
ela17



implique que (µk)k∈N 
onverge dans Mb(X). On 
on
lut à l'aide du théorème de Bolzano-Weierstrass puisque Mb(X) est métrisable (
f. [Ouv℄).La preuve de la ré
iproque est identique à 
elle de la proposition pré
édente. �4 Convergen
e d'espa
es métriques mesurésDans 
ette partie, on s'intéresse au point de vue qui 
onsiste à penser que deux espa
esmétriques mesurés sont pro
hes s'ils le sont en termes d'espa
es métriques et d'espa
esmesurés, et on va surtout se pla
er dans des 
as où les mesures sont doublantes (voir ladé�nition plus loin). Pour d'autres appro
hes de topologies sur des ensembles d'espa
esmétriques mesurés, on pourra 
onsulter le livre de Gromov [Gr1℄.4.1 Cas 
ompa
tOn va utiliser la notion de topologie de Hausdor�-Gromov mesurée introduite dansl'arti
le de Fukaya [Fuk℄.Dé�nition. Soient ((Xk, dk, νk))k∈N, (X, d, ν) des espa
es métriques 
ompa
ts munis demesures �nies. On dit que Xk 
onverge vers X pour la topologie de Hausdor�-Gromovmesurée s'il existe des εk-isométries mesurables fk : Xk → X telles que εk
k→∞
→ 0 et

(fk)∗νk
é
→ ν.La dé�nition pré
édente ne donne en fait que la notion de 
onvergen
e Hausdor�-Gromov mesurée, mais on pourrait dé
rire 
ette topologie. Par exemple, si on se restreintà des espa
es de probabilité, on va essayer de dé�nir une distan
e qui métrise 
ette 
onver-gen
e. Soient (X, dX , µ) et (Y, dY , ν) deux espa
es métriques 
ompa
ts munis de mesuresde probabilité. On dé�nit dHGP (X,Y ) 
omme la borne inférieure des ε > 0 tels qu'il existedeux ε-isométries mesurables f : X → Y et g : Y → X qui véri�ent :

dP ((f)∗µ, ν) ≤ ε, dP ((g)∗ν, µ) ≤ ε.On va voir que dHGP est presque une distan
e, i.e. 
'en est une à un fa
teur 2 prèssur l'inégalité triangulaire. La symétrie et la positivité ne posent pas de problèmes et
dHGP (X,X) = 0. Supposons que dHGP (X,Y ) = 0. Pour tout n ∈ N∗, il existe une 1/n-isométrie fn de X dans Y ave
 dP ((fn)∗µ, ν) ≤ 1/n. D'après la preuve du théorème de
ompa
ité de Gromov, quitte à extraire, la suite des fn 
onverge en tout point d'un sous-ensemble dense D de X vers une appli
ation qui se prolonge en une isométrie f : X → Y .Il n'est pas di�
ile de montrer, en utilisant les propriétés des 1/n-isométries, que la suitedes fn 
onverge en tout point de X vers f . Ensuite, par hypothèse, (fn)∗µ

n→∞
→ ν pour ladistan
e de Prokhorov. Or si A est un ouvert de Y et si f(x) ∈ A pour x dans X, alors

∃N ∈ N∗, ∀n ≥ N, fn(x) ∈ A.Don
 f−1(A) ⊂
⋃
N

⋂
n≥N f−1

n (A). Comme 
'est une union 
roissante, on a :
µ(f−1(A)) ≤ limN→∞ µ(

⋂
n≥N f−1

n (A)) ≤ limN→∞ infn≥N µ(f−1
n (A))

µ(f−1(A)) ≤ lim infn→∞ µ(f−1
n (A)).18



D'après un rappel dans la se
tion 3, 
e
i est équivalent à (fn)∗µ
é
→ (f)∗µ. La distan
ede Prokhorov métrisant la topologie étroite sur M(Y ), on en 
on
lut que (f)∗µ = ν.Finalement (X, dX , µ) et (Y, dY , ν) sont isomorphes dans le sens où il existe une isométriede X dans Y qui envoie µ sur ν.Il ne reste plus que l'inégalité triangulaire. Soient (X, dX , µX), (Y, dY , µY ), (Z, dZ , µZ)des espa
es 
ompa
ts munis de mesures de probabilité. Soient r1 et r2 deux réels stri
tementpositifs tels que :

dHGP (X,Y ) < r1, dHGP (Y,Z) < r2,et f1 : X → Y , g1 : Y → X des r1-isométries, f2 : Y → Z, g2 : Z → Y des r2-isométries,véri�ant
dP ((f1)∗µX , µY ) ≤ r1, dP ((f2)∗µY , µZ) ≤ r2

dP ((g1)∗µY , µX) ≤ r1, dP ((g2)∗µZ , µY ) ≤ r2.Pour tous x et y dans X, on a, par inégalité triangulaire,
|dZ(f2 ◦ f1(x), f2 ◦ f1(y)) − dX(x, y)| ≤ r1 + r2.Soit z dans Z, on 
her
he à estimer dZ(f2 ◦ f1(X), z). Soient δ > 0 et y ∈ Y tel que

dZ(f2(y), z) ≤ r2 + δ. Soit x ∈ X tel que dY (f1(x), y) ≤ r1 + δ. On a don
 :
dZ(f2 ◦ f1(X), z) ≤ dZ(f2 ◦ f1(x), z)

≤ dZ(f2 ◦ f1(x), f2(y)) + dZ(f2(y), z)

≤ dY (f1(x), y) + r2 + r2 + δ

≤ r1 + 2r2 + 2δ.Finalement, en faisant tendre δ vers 0,
dZ(f2 ◦ f1(X), z) ≤ r1 + 2r2.L'appli
ation f2 ◦ f1 est don
 une (r1 + 2r2)-isométrie de X dans Z. Or, d'après la �n duparagraphe 3.1, on a aussi :

dP ((f2 ◦ f1)∗µX , µZ) ≤ dP ((f2 ◦ f1)∗µX , (f2)∗µY ) + dP ((f2)∗µY , µZ)

≤ dP ((f1)∗µX , µY ) + r2 + r2

≤ r1 + 2r2.En faisant la même 
hose ave
 g1 et g2, on obtient une (r2 +2r1)-isométrie g1 ◦g2 : Z → Xave
 dP ((g1 ◦ g2)∗µZ , µX) ≤ r2 +2r1. En remplaçant (r2 +2r1) et (r1 +2r2) par 2(r2 + r1),on en déduit que dHGP (X,Z) ≤ 2(r2 + r1). En prenant les bornes inférieures des r1 et r2,on obtient une quasi inégalité triangulaire :
dHGP (X,Z) ≤ 2(dHGP (X,Y ) + dHGP (Y,Z)).On peut alors 
onsidérer la topologie dé�nie par dHGP , qui est don
 séparée, et ilest évident d'après la dé�nition de dHGP que la 
onvergen
e selon dHGP 
orrespond à la
onvergen
e de Hausdor�-Gromov mesurée.19



Dé�nition. Une mesure ν sur un espa
e métrique (X, d) est une mesure doublante si elleest non identiquement nulle et s'il existe une 
onstante D > 0 telle que :
∀x ∈ X, ∀r > 0, ν(B(x, 2r)) ≤ Dν(B(x, r)).On dit qu'une mesure doublante est D-doublante lorsque l'on souhaite pré
iser D.On dé�nit le support d'une mesure 
omme le plus petit fermé F de X dont le 
omplé-mentaire dans X est de mesure nulle. Si (X, d) est muni d'une mesure D-doublante ν alorson voit fa
ilement que le support de ν est X tout entier. En e�et, soient x ∈ X et r > 0. Ilexiste R > 0 tel que ν(B(x,R)) > 0 (puisque ν n'est pas la mesure nulle). En 
hoisissant

n tel que R ≤ 2nr, on obtient que Dnν(B(x, r)) ≥ ν(B(x,R)) > 0. Comme r peut êtrepris arbitrairement petit, on en déduit que x est dans le support de ν.Exemple. La mesure de Lebesgue sur RN muni de la distan
e eu
lidienne est 2N -doublante.Pour voir des résultats sur les mesures doublantes, on pourra 
onsulter [Hei℄ ou [Sem℄.Lemme 17. Soient R > 0, D > 0, m > 0 et b > 0. Soit F un ensemble d'espa
es métriquesmesurés tel que pour tout (X, dX , νX) ∈ F , on ait :1. diam(X) ≤ R ;2. m ≤ νX(X) ≤ b ;3. la mesure νX est D-doublante,alors pour tout ε > 0, il existe N(ε) ≥ 0 tel que tout X ∈ F 
ontient une partie ε-densed'au plus N(ε) points.Preuve. Dans 
haque X ∈ F on 
onsidère un sous-ensemble maximal de points {xj}j∈JXtel que les boules de 
entre xj et de rayon ε/2 soient disjointes. Cet ensemble est ε-densedans X. En e�et, s'il existe y ∈ X tel que pour tout xj, d(y, xj) > ε, alors la boule B(y, ε/2)est disjointe des boules de 
entre xj et de rayon ε/2, et 
ela 
ontredit le fait que la familledes xj soit maximale.Montrons maintenant que le 
ardinal de 
ette famille est borné. Soit n tel que R ≤
2n(ε/2). Don
, pour tout x dans X,

m ≤ νX(B(x, 2n(ε/2))) ≤ DnνX(B(x, ε/2))
e qui implique que
νX(B(x, ε/2)) ≥ mD−n.Or :

νX(
⋃

j∈JX

B(xj, ε/2)) =
∑

j∈JX

νX(B(xj , ε/2)),par 
onséquent le 
ardinal de JX est borné par bDn/m, et 
e, quelque soit X dans F . Onpeut prendre N(ε) = bDn/m. �Les propositions 18 et 19 sont énon
ées dans [Vil℄.Proposition 18. Soient R > 0, D > 0, m > 0 et b > 0. Soit F un ensemble d'espa
esmétriques 
ompa
ts mesurés tels que pour tout (X, dX , νX) ∈ F , on ait :20



1. diam(X)≤ R ;2. m ≤ νX(X) ≤ b ;3. la mesure νX est D-doublante,alors de toute suite de F on peut extraire une sous-suite 
onvergente pour la topologie deHausdor�-Gromov mesurée.Preuve. D'après le lemme 17, pour tout ε > 0, il existe N(ε) ≥ 0 tel que tout X ∈ F
ontient une partie ε-dense d'au plus N(ε) points. Ce résultat et le fait que les diamètresdes espa
es soient uniformément bornés dans F nous permettent d'utiliser le théorème de
ompa
ité de Gromov. Toute suite de F 
ontient une sous-suite 
onvergente pour dHG. Sion note ((Xk, dk, νk))k∈N la suite extraite et (X, d) sa limite, alors il existe des εk-isométries
fk : Xk → X ave
 εk

k→∞
→ 0 et on peut prendre les fk mesurables. Finalement :

{(fk)∗νk, k ∈ N} ⊂ Mb(X),et Mb(X) étant 
ompa
t, il existe ν ∈ Mb(X) tel que, quitte à extraire,
(fk)∗νk

é
→ ν.On a bien la 
onvergen
e Hausdor�-Gromov mesurée de ((Xk, dk, νk))k∈N vers (X, d, ν). �4.2 Cas non 
ompa
tDé�nition. Soient ((Xk, dk, νk, pk))k∈N, (X, d, ν, p) des espa
es métriques pointés mesurés.On dit que Xk 
onverge vers X au sens de la 
onvergen
e de Hausdor�-Gromov pointéemesurée s'il existe des suites de réels positifs εk

k→∞
→ 0 et Rk

k→∞
→ ∞, et des εk-isométriespointées fk entre les boules B(pk, Rk) ⊂ Xk et B(p,Rk) ⊂ X telles que (fk)∗νk

v
→ ν, i.e.pour tout f dans CK(X), limk→∞(fk)∗νk(f) = ν(f).On dé�nit un espa
e métrique propre 
omme un espa
e métrique dans lequel toutesles boules fermées (de rayon �ni) sont 
ompa
tes. On remarque alors que propre impliquelo
alement 
ompa
t et 
omplet. Les propositions 8 et 19 fournissent des espa
es métriquespropres.Proposition 19. Soient R > 0, D > 0, m > 0 et b > 0. Soit F un ensemble d'espa
esmétriques pointés 
omplets munis de mesures, tel que pour tout (X, dX , νX , pX) ∈ F , onait :1. m ≤ νX(B(pX , 1)) ≤ b ;2. pour tout R > 0, il existe une 
onstante DR telle que la mesure νX est DR-doublantesur B(pX , R).Alors de toute suite de F , on peut extraire une sous-suite qui 
onverge, pour la topologiede Hausdor�-Gromov pointée mesurée, vers un espa
e métrique propre muni d'une mesurede Radon.Remarques.1. Il su�t que la deuxième 
ondition soit remplie pour R assez grand.2. Les 
onditions impliquent que tout élément de F est propre.21



Preuve. Soit ((Xn, dn, νn, pn))n∈N une suite de F et R ≥ 1. Les mesures des boules
B(pn, R) sont uniformément bornées 
ar, en prenant un entier k tel que R2−k ≤ 1 on aalors :

m ≤ νn(B(pn, R)) ≤ Dk
Rνn(B(pn, R/2k)) ≤ Dk

Rb.On obtient alors par le lemme 17 la 
ondition du théorème de 
ompa
ité sur les espa
esmétriques pointés. Après extra
tion, la suite des espa
es métriques pointés (Xn, dn, νn, pn)
onverge vers un espa
e métrique pointé propre (X, d, p). Il existe don
 des εn-isométriespointées fn entre les boules B(pn, Rn) ⊂ Xn et B(p,Rn) ⊂ X ave
 εn
n→∞
→ 0. Soitmaintenant R ≥ 1. Or,

(fn)∗νn(B̄(p,R)) = νn(f
−1
n (B̄(p,R))) ≤ νn(B̄(pn, R + εn)).Don
 pour n assez grand, les mesures (fn)∗νn restreintes aux boules B̄(p,R), qui sont
ompa
tes, sont dans MDR+1

kb(B̄(p,R)), où k est tel que 2−k(R + 1) ≤ 1. D'après laproposition 16, 
ette suite de mesures 
ontient une sous-suite qui 
onverge étroitement,et don
 aussi vaguement vers une mesure �nie sur B̄(p,R). Après extra
tion diagonaleen faisant tendre R vers l'in�ni, on peut supposer que (fn)∗νn|B̄(p,R)

onverge pour tout

R ∈ N∗ vers une mesure �nie νR. Montrons que si R′ > R, alors νR′
|
B̄(p,R)

= νR. Soit
f ∈ CK(B̄(p,R)), don
 f1B̄(p,R) ∈ CK(B̄(p,R′)). Par 
onséquent,

lim
n→∞

(fn)∗νn|B̄(p,R′)
(f1B̄(p,R)) = νR′(f1B̄(p,R)).Or (fn)∗νn|B̄(p,R′)

(f1B̄(p,R)) = (fn)∗νn|B̄(p,R)
(f). La topologie vague sur MDR+1

kb(B̄(p,R))étant séparée 
ar métrisable, on en déduit que νR′
|
B̄(p,R)

= νR. Maintenant, si f est dans
CK(X), il existe un entier l tel que le support de f soit dans B̄(p, l), et on pose alors
ν(f) = νl(f) = limn→∞ (fn)∗νn|B̄(p,l)

(f) = limn→∞(fn)∗νn(f). Il est immédiat, grâ
e à la
ompatibilité des νR, que ν ainsi dé�ni est une forme linéaire positive sur CK(X). Par lethéorème de Riesz, on peut voir ν 
omme une mesure de Radon sur X. C'est 
e qu'il fallaitmontrer. �Référen
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