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Résumé

Il s’agit ici de donner une bréve introduction & la percolation et & son formalisme puis de
présenter une preuve de l'inégalité de Van der Berg-Kesten-Reimer. Elle nous servira par la suite
A comprendre la décroissance exponentielle du processus de percolation en phase sous-critique.
Enfin, nous donnerons d’autres inégalités qui peuvent servir en percolation.
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1 Introduction a la percolation

On considére ’ensemble des segments d’un sous-graphe connexe de Z¢, que I'on note E¢. On
définit une configuration par w : E¢ — {0,1}. On dit qu'un segment e est ouvert si w(e) = 1 et
est fermé sinon. On fixe un réel p dans [0,1]. On note Q. = {0,1}. On le munit de la mesure de

Bernoulli de paramétre p, notée pi.. On définit Q = [, s Qe que Pon munit de la tribu produit
et de la mesure de probabilités P, = [],cga pe- Les états des segments sont indépendants entre
eux. On munit ’ensemble des configurations w d’un ordre partiel :

w<w & VeecEw(e) <w(e)

On dit qu’'une variable aléatoire X est croissante si

w<w = X(w) <X(W)

On dit qu’un événement est croissant si son indicatrice est croissante. Soit p = (p(e) : e € E?)

une collection de réels tels que 0 < p(e) < 1 pour tous e. Soit {X(e);e € E?} un ensemble de
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme sur [0, 1]. On définit
a présent n, par n,(e) =1 si X(e) < p(e) et n,(e) = 0 sinon. Avec P, la mesure de probabilités
sur Q telle que 'état w(e) du segment e est égal a 1 avec une probabilité p(e), on a pour un
événement A

Bp(A) = Py € A)

Théoréme 1.1 Si N est une variable aléatoire croissante, alors

Ep, (N) < Ep,(N) pour p1 < p2 (1)
deés que ces expressions sont définies. De méme, si A est un événement croissant, alors

Py, (A) < Py, (A) pour p1 < p2 (2)

Preuve Si p; < py alors n,, < 7, et donc pour N croissante, on a N(n,,) < N(np,). On
obtient donc la premiére assertion. Pour la deuxiéme partie du théoréme, il suffit d’appliquer la
premiére & la variable aléatoire croissante N = 14.

Définition On dit qu’un chemin est ouvert (resp. fermé) si tous les segments qui le composent
sont ouverts (resp. fermés). On dit que deux points x et y sont reliés s’il existe un chemin ouvert
d’extrémités x et y. On note x <> y. On définit la composante connexe d’un point x, notée C(x)
par C(z) = {y;y < x}.

Définition On note 6(p) = P,( il existe une composante connexe ouverte infinie ). On pose
pe = sup{p € [0,1];6(p) = 0}, appelée probabilité critique. Par définition si p < p.,8(p) = 0.

Proposition 1.2 Sip > p.,0(p) = 1.



Preuve On munit Z¢ de la distance usuelle. On choisit un point . On définit F,, la tribu
engendrée par les états des segments dont I'une des extrémités est & distance au plus n de x.
Alors pour tout n, ’événement {il existe une composante connexe infinie} est indépendant de F,,,
donc indépendant de F, la tribu engendrée par I'union des F,, tout en étant F., -mesurable.
Par la loi du 0-1 de Kolmogorov, on a le résultat.

On donne deux autres résultats sans démonstration.

Théoréme 1.3 La composante connexe infinie, si elle existe, est presque strement unique.

Théoréme 1.4 Pour le graphe « carré » de Z2, la probabilité critique est égale %



2 Inégalité BKR

Définition On dit que deux événements sont réalisés de maniére disjointe s’il existe deux
ensembles disjoints sur lesquels ils sont réalisés. On note cet événement Ao B.
L’inégalité BKR s’énonce ainsi :

Théoréme 2.1 Soit (, F,P) un espace de probabilités muni de sa tribu F, et de sa mesure de
probabilités P. Alors, pour tous A,Be€ F, on a :

P(Ao B) < P(A)P(B) 3)

2.1 Introduction

Nous allons vous donner une preuve de cette inégalité présentant plusieurs variations par
rapport & la preuve originelle de Reimer. Mais, premiérement, restituons un peu cette inégalité
dite de corrélation : Fortuin, Kasteleyn et Ginibre définissent la notion d’événement croissant
ou décroissant. Van den Berg et Kesten n’ont prouvé cette inégalité que dans le cas ou A et B
sont des événements tous les deux croissants ou tous les deux décroissants au sens de Fortuin,
Kasteleyn et Ginibre, mais avaient conjecturé qu’elle restait valable pour le cas général. Aprés de
nombreuses tentatives de la part de nombreux chercheurs, c’est Reimer qui a le premier donné
une preuve du cas général, nous allons présenter une version légérement remodelée de cette
preuve.

2.2 Outils et formalisme

Sans perte de généralité, considérons un espace de probabilités (Q, F,P) fini, ot  est un
produit d’ensembles finis €21, s, ..., {),,, munis de mesures de probabilités P;, on a
Q=0 xQx..x0Q,, P=P; x...x P, et F est 'ensemble des parties de 2. Soit S une partie
de {1,...,n} et soit S¢ son complémentaire dans {1,...,n}. On dit qu'un événement A € F est
réalisé sur I’ensemble S dans la configuration w si A est réalisé quelles que soient les valeurs des
w; pour ¢ € 5S¢, on note Ag I’ensemble de ces w

Ag ={w;Vo,Vi € S,w;, =0; = w € A}
On peut ainsi redéfinir A o B de telle sorte :
AoB={w;35, T C{1,...,n},SNT =0 et we AgN Br}
Soient w € N et S C {1,..,n}, on définit le cylindre [w]s par
w]s ={@;w; = w;,Vie S}

Puis
AoB={w;35 =S(w) C{1,...,n}, [w]s C A et [w]se C B}



2.3 Formes équivalentes
Proposition 2.2 Pour montrer l’inégalité, il suffit de la montrer sur {0,1}" avec la mesure
uniforme, c’est-a-dire
vn € N,VA, B C {0,1}", card(A o B)2" < card(A)card(B) 4)
Preuve Supposons que Iinégalité est valable dans {0, 1}* avec la mesure uniforme et considé-

rons = 3 X ... X Q, muni de sa mesure produit P = Py x... x P,,. On note ; = {w;1, ..., wim, }
Pour tout 7 € {1,...,n} et tout j € {1,...,m; — 1}, et pour tout n € N, on pose

m;—1

(») _ iy _
kD = [2°P;(wig)] et k) = 2P — Z kP

puis
kP
i (wig) = 5 et pf = p o
alors la suite (uP) converge simplement vers P. Fixons maintenant p, et posons €2, = {0,1}?
pour tout 7 € {1,....,n} et Q' =Q) x ... x Q) ={0,1}"P, que 'on munit d’'une mesure uniforme

fo- Soit, pour tout j € {1,...,m;}, tel que
Q| = kij et Q) = U Q

Soit alors f : Q" — Q telle que f = (f1,..., fn), o0t f; : Q) — Q; est définie par f;(w]) = w;j
si wj € Q. Alors pP(.) = po(f~'(.)). Pour A,B C Q, posons A" = f~'(A) et B’ = f~!(B).
Utilisant 'inégalité BKR dans {0,1}"?, on obtient
(P (A)pP (B) = po(A") o (B')
2 ,U'O(A/ ] B,)
Montrons maintenant que
fHAeB) C fTH(A) o f7H(B)
Soit z € f~(Ao B), alors f(z) € Ao B, donc il existe S C {1,...,n} tel que

[f(2)]s € Aet [f(z)]se € B
Par conséquent,
FHIf@)]s) € FH(A) et fH([f(x)]se) € FH(B)
On définit ensuite le sous ensemble S’ de {1,...,np} par

={ie{l,..,np} [ —‘ € S}. Ainsi :

Lsc U s

yef~1(f(x))
= ([f(=@)]s)
C A



[]se € U [y] sre

yef~1(f(x))
= ([f(2)]se)
CfHB)

Ce qui nous donne

En faisant tendre p vers oo, on obtient le résultat voulu.

Définition Soit X C Q, et soit S : X — 21"} une application arbitraire. On définit alors

(X]s = | [#ls@) et X]se = | [#]s(a)e

zeX reX

Proposition 2.3 Il y équivalence entre :
— (i) Pour tous A,B € F, P(Ao B) < P(A)P(B)
~ (i) Pour tout X C Q et tout S : X — 2{bn} P(X) < P([X]s)P([X]se)

Preuve (i) = (ii) : Soient X C Q et S : X — 2{1-"} Posons alors A = [X]g et B = [X]se,
alorson a X C Ao Bet

=
n
sy
=
G

(i) = (¢) : Soient A, B C ), posons X = A o B, alors, par définition, pour tout = € X, il existe
S(z) CA{1,...,n} tel que
[]s(2) € A et [z]5)- € B

Par conséquent,
[X]s C Aet [X]se CB

et on a :



2.4 Lemme de Reimer

Avant de I’énoncer, clarifions quelques points : nous travaillons désormais avec @ = {0,1}" et
P est la mesure uniforme sur €2, et nous essayons de démontrer I’assertion (ii) de la proposition
précédente. Définissons le complémentaire d’un élément dans un ensemble cylindrique :
siz = (x1,.,2n) € QsiSCH{l,..,n},etsi A=[z]s ={y € QViesS z =y}, alors pour
z € A, 24 est élément de § tel que

Vie S, 2N =z etVie A2 =1— 2
Donc pour A =Q, 2 = 2= (1 - 2,...,1 — z,). Pour T C Q, on note
T=JzetTW =)z
€T zeT

Proposition 2.4 (Lemme de Reimer) Soient n € N, X C Q et S : X — 2{Ln} | En posant
U=[X]s etV =1[X]ge, on a :

UnV]| nv|

= ’U
> | X|
Ce lemme implique I'inégalité, montrons-le :

Démonstration Premiérement, on pose, pour =,y € €,

<£L’,y> = {Z € Q,V’L € {17 "'7n},$i =Y = 2z = 1'1}

UlV]

|U x V|
_ )3 {(u,v) €U x Vi (u,0) = A}

A ensemble cylindrique de Q

=D [{(wv) € (UNA) x (VN A (u,v) = A}
A

Remarquons maintenant que pour u,v € 2 et pour A ensemble cylindrique de €2, c’est-a-dire
tel qu'il existe z € Q et R C {1,...,n} tels que A = [z]g, dire que (u,v) = A équivaut a dire que
R=1{ic{l,...n};u; = v;} et donc que v = @“) (ou que u = vY)). Donc on a :

U1V =Y H{(u,v) € (UNA) x (VmA);u:@(A)}‘

A
3 {(ueUﬁA;ueiX/ﬂA(A)}‘
A

XA: UNA)N (iva(A))‘

Montrons grace au lemme de Reimer que

(4)

‘(UﬂA)ﬂ(m ))Z\Xmu

8



ce pour tout ensemble cylindrique A de €. Soient z € Q et R C {1,...,n} tels que A = [2]g.
Posant Q24 = {0, l}RC, définissons ’application f: Q4 — A pour w dans Q4 par

Wi Sie S R¢
w)i = ..
@) {zl sit€R
f est une application bijective car injective et par cardinalité. Posons
X, = fHX N A)
et
S Xy — 2F*
¥ — S(f(z")) N R°
D’aprés le lemme de Reimer,
(X N Al =[X}]
< |(X4)s 0 (Kl
_ ~ =5 (4)
= |[XNAlsur N[XNA " ]seur

ot 'on a utilisé le lemme de Reimer appliqué & X’; pour la deuxiéme ligne et
[(X4ls' = Upex,[2']s7@r) pour la troisieme. Et on a

' e [Xyls & 3y € Xy, 2" € [Y]s )
& 3y € Xy, 2" € [y]s(ry)nre
&3y e X\ VieS(f(y)) Rz, =1
&y e X),Vie S(FY))NRY f(a")i = f(y)iet Vie R, f(2)i = f(y)i = z
S Jye XNAVie S(y) UR,f($/)i =Y
SIyeXNA f(2') € Wlswur

donc f([X/]s') = [X N Alsur, et par un argument similaire, f([X/]s) = [X N A(A)]SCUR. Par

bijectivité de f, il y a égalité du cardinal des intersections. Puis, montrons que

(XN AlsorN[XAAY

—(A
lscor C (UNA)NTAAY
Pour ce faire, contentons-nous de montrer que

[X n A(A)]ScuR g V n A(A)



car montrer que [X N AJsur € U N A est similaire.

7,4)}

XA seor= |J  [lsweur

zeXnAA

= U EMs@eur
rzeXNA

(#@)swyun = {y € Vi € S(@)°U Ry = 21}

—(A)
= [#]s(z)cur

Donc, on a :

—(A —(A)
[XﬂA( )]SCUR: U [T]s(2)cUR

zeXNA

(4)

U [ls@eur

zeXNA

= U ([z]r N [2]5(2))

zeXNA

U (Anlsee)

zeXNA

U (An[z]s@))
zeX
—(4)
=AnN U [x]s(x)c
zeX

—vAaaW

(4)

(4)

(4)

N

Donc, en utilisant tout ce qui précéde, on obtient :

UV = > X N Al

A ensemble cylindrique de 2

DI

A zeXNA

-y Y o

rz€X A contenant x
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ou l'avant-derniére inégalité provient du fait que tous les ensembles cylindriques contenant x
sont tous les [z]g avec S C {1,...,n}. Cela achéve la démonstration.

2.5 Preuve du lemme de Reimer

Premiérement, pour A C , on a : ‘fl‘ = |A|, donc, en conservant les notations de 1’énoncé
du lemme, on a automatiquement |U N 1_/‘ = }U N V’. Puis

UNV|>|X|& |USUV| <0 - |X|
S |U I+ [UuVe] + X <19
S |U|+|UuVe+ X <9
L’idée de la preuve est de construire trois applications injectives «, 3 et y définies respectivement
sur U¢, UU V¢ et X, & valeurs dans R?" (muni de son produit scalaire usuel (.,.)) telles que la

famille des vecteurs images soit libre dans R?". La définition de ces applications se fait & I’aide
d’une fonction

Définissons les trois applications :
1. a:U¢— R
x— ®(z,0)
2. f:UUVE— R
x+— D(x,{1,...,n})
3. 7: X - R”
x— ®(z,S(x))
Définissons maintenant ® : Soit @ le produit de concaténation défini par
(a,b) ® (¢,d) = (a,b,c,d) pour a,b,c,d € R, soit ® le produit tensoriel défini par
(a,b) @ v = av ® bv, pour a,b € R et v € R™. Alors,

Vo = (21, ..., 7,) € X ={0,1}",¥S C {1,...,n}, ®(x,5) = P ¢i(x:, 5),
=1

ot 4(os,§) = {(zi,l) siigS

(1,xz;)  sinon
La preuve consiste alors & montrer ces six assertions :
1. Yy e UeV2 e UUVE(D(y,0), (2, {1,....n})) =0
2. Vy e U,V € X (®(y,0), ®(z,S(x))) =0
3. VzeUuvVevre X (®(z{1,..,n}),®(z,S5(z))) =0
4. {®(x,S(x));x € X} est une famille libre

11



5. ®(U¢, () est une famille libre
6. ®(UU Ve {1,..,n}) est une famille libre

Pour prouver ces assertions, on se sert de la formule suivante qui peut étre démontrée par
récurrence :

Pour (v, ..., Up, W1, oy i) € (R?)?™, on a (D], vi, D, wi) = [T (vi, w;).
1. Soient y € U¢ et z € UUVE,

alors y ¢ U

donc 5 ¢ U et z €U,

donc y # z

et il existe ¢ € {1,...,n} tel que y; = 2,

alors

<¢2(y17 ®)7 (bz(za {1a ey TL})> = <(y2’ _1)a (17x2)> =0

Donc

ce qui donne (1).
2. Soient y € U¢et z € X,
on adonc § ¢ U = [X]g,
donc § ¢ [2]s(a),
c’est-a-dire qu’il existe i € S(z) tel que y; = ;.
Donc, de la méme maniére que pour (1), on obtient

(@(y,0), ®(z,S(x))) =0

3. Soient zc UUV®et z € X,
alors z ¢V
donc z ¢ [x]s(w)c
et il existe ¢ € S(z)° tel que z; = x;.
Alinsi,
(@i(zi {1, ...,n}), @ilzi, S(2))) = ((1,2:), (x5, -1)) =0
Donc

(®(z,{1,....,n}), ®(x,S(z))) =0

L’assertion (4) est celle qui demande le plus de travail, et nous allons la prouver en étendant
I’application S arbitrairement a {2 tout entier.
Mais une fois qu’on a montré que {®(x,S(z));xz € X} est une famille libre, les assertions (5)
et (6) découlent immédiatement. En effet, il suffit de se placer dans le cas de S(z) = 0 Vz € Q
ou celui de S(z) = {1,...,n} Vo € Q. Plongeons ces vecteurs dans (Z/2Z)?" et montrons qu'’ils
constituent une famille libre dans (Z/27)?", a fortiori le résultat sera valide dans R?". Montrons
donc par récurrence sur n que les vecteurs ®(z, S(x)),z € {0,1}" sont linéairement indépendants
dans (Z/27,)%" .

12



Tout d’abord, réorganisons les éléments de €2, on note y* ’élément de Q dont les n coordonnées
constituent la représentation binaire de k — 1, par exemple pour n = 2, y> = (0,1). Ainsi
Q = {y*;0 < k < 2"} et quand on passera de I’étape n & 1’étape n + 1, on aura

{0, 13" = {0y"; 9" € {0, 13"} U {175 9" € {0,1}"}

ot 0y* = (0,y¥, ..., y¥) est la représentation binaire de k—1 dans {0,1}"+ et 1y* = (1,9F, ..., y¥)
est la représentation binaire de 2" + k — 1 dans {0,1}" "1
Puis, pour Q = {0,1}", on définit la matrice A(Sn), matrice dont la k°™¢ ligne est le vecteur
de (2/22)*" ®(y*,S(y")).
Montrons par récurrence que
detAgL) =1,Vn

Casn=1: A(Sl) est une matrice 2 x 2, Q = {0, 1}.

Suivant I’application S, calculons le déterminant de cette matrice :
- 5(0) =5(1) =0,

- 50)=5(1)=1

- S0)=0et S(1)=1

- S0)=1etS(1)=0

Dans tous les cas detAg) =1

Si la propriété est vraie au rang n,

vS:{0,1}" — 2{1""’"},detAgn) =1

On se place désormais dans le cas o Q = {0,1}**!, §:{0,1}7+1 — 2{Lnd1}
Pour 1 < k < 27, la premiére coordonnée de y* est un zéro,
donc

si k
$1(yr, S(Y)) = {(1’0) €S

(0,1) sinon
Définissons S© : {0,1}" — 2{1n} par
SOy*) = {i € {1,..on};i +1 € S(0y")}

application définie sur « la premiére partie de €2 » en quelque sorte.
Par conséquent, pour 1 < k£ < 2™ on a :
—sile Sy
n+1
n+1
AGD (k) = (1,0) © Q@ ilyl, SH)
=2

n+1 2m
=@ ¢:(uf, Sw") o o
i=2 j=1
-
= AL (k, ) o o
j=1

13



- si1¢S(yF)
n+1

A (k,) = (0,1) @ @ i (uF, S(")
=2
m n+1

- @0 ® ®¢>i(y57 S@y")

on

=@Pow AL *.)
j=1
Donc, pour 1 < k£ < 2™, en posant
{1 si 1€ S(yk)
€k = .
0 sinon

on a L
AGT (k) = e AW (k) B (1 — &) AW (K, )

Pour 2" +1 <k < 2" on a ¢1(yF, S(y¥)) = (1,1) dans tous les cas (1 = —1 dans Zs).
Définissons S* : {0,1}" — o{Ln} par

StyFy={ie {1,..,n};i+ 1€ SAy")}

avec ceci, on a :

n+1
AP (k) = (1,1 © R dilyh, SF))
1=2
n+1 n+1

= Q) di(yF, SM) & Q) du(yl, S))
i=2 =2

= AWk, ) ® AD (K, )

D’out
A e;cAg%L()k,.) (1_ek)é%’g>(k,.)
AT AG

Par une manipulation sur les colonnes (on soustrait les colonnes k aux colonnes k + 2", pour
tous les k < 2™).

Ceci achéve la démonstration du lemme de Reimer et, par la méme occasion, celle de I'inégalité
BKR.

2.6 Un cas particulier : ’inégalité FKG (Fortuin, Kasteleyn, Ginibre)
Corollaire 2.5 Pour A, B événements croissants et p € [0,1],

P,(AN B) = Pp(A)P,(B)

14



Preuve C’est une conséquence presque directe de I'inégalité BKR. En effet, pour A événement
croissant et B événement, décroissant, on a : AN B = Ao B Ainsi, si on prend A et B croissants,
alors
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3 Application a quelques problémes de percolation

En régime critique, c’est-a-dire pour p = %, il est possible de minorer assez facilement et

grossiérement la probabilité que l'origine soit reliée par un chemin ouvert & un point qui se
trouve & distance n de l'origine en fonction de n. Nous allons utiliser I'inégalité BKR pour
obtenir un minoration plus forte.

On parlera de chemin ouvert pour désigner une suite d’arétes adjacentes ouvertes (chacune
Pest indépendamment avec probabilité p) et de chemin fermé pour désigner une suite d’arétes
adjacentes fermées.

On pose 05, I'ensemble des points & distance n de l'origine. On note A, la probabilité que
I’origine soit reliée par un chemin ouvert & un point qui se trouve & distance n.

3.1 Chemins dans un carré

Considérons un carré de coté n et notons pour simplifier Cy, Cy, C), et Cy ses cotés et M la
meédiane allant de Cj, & Cy.

Lemme 3.1 La probabilité que Cy soit relié a Cq par un chemin ouvert contenu dans le carré

. 1
est égale a 5.

Preuve Notons T;, cet événement, T est I’événement : {il n’existe pas de chemin ouvert
contenu dans le carré reliant C, & Cy}

C’est donc ’événement : {il existe un chemin fermé contenu dans le carré reliant Cj, a Cp}
Ainsi P(T,,) = P(T%) et donc P(T},) =

5-
Or
T, = U { il existe un chemin ouvert dans le carré reliant x & Cy}
zeCy
Et Vz € Cy,
{ il existe un chemin ouvert dans le carré reliant = & Cy}
C { il existe un chemin ouvert reliant = & un point & distance n de z}
Donc
P(T,) < Z P( il existe un chemin ouvert dans le carré reliant = & Cq)
z€Cy
< Z P( il existe un chemin ouvert reliant = & un point & distance n de )
zeCy
< (n+1P(A,)
Donc )
P(A,) > ———
(4n) 2 2(n+1)

Lemme 3.2 Pour tout chemin liant Cy a Cqg, il existe un point de M que nous noterons y
tel qu’il existe deux chemins disjoints, l'un liant Cy a y et Uautre liant y a Cq, notons L, cet
événement.
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Preuve Pour un chemin ouvert donné entre C, et Cy contenu dans le carré, soit y un point

d’intersection de ce chemin avec la médiane M tel qu’il existe un chemin liant Cj et y contenu
dans la partie gauche du carré (noté c;), alors il existe un chemin liant y et Cy contenu dans le
carré. Alors

et

— soit il existe un chemin ouvert liant C; & y et un chemin ouvert liant y & Cg4, tous deux
contenus dans le carré, qui sont disjoints.

— soit ce n’est pas le cas, alors tout chemin ouvert liant y et C; a une aréte commune avec
un chemin ouvert liant Cj et y et inversement. Par conséquent, le chemin ¢; posséde une
aréte commune avec un chemin liant y et Cy. Et ce dernier chemin s’intersecte avec la
meédiane (car c¢; est contenu dans la partie gauche du carré) en un autre point que y
avant de rejoindre Cy4, Car sinon il existe un chemin liant C; & y et un chemin liant y &
Cy, tous deux contenus dans le carré, qui sont disjoints. Ainsi, notant y’ cet autre point
d’intersection, il existe un chemin liant Cj et 3’ contenu dans la partie gauche du carré.
On itére ce processus, & chaque étape, on trouve un autre point de M qui est lié¢ & Cy, par
un chemin ouvert contenu dans la partie gauche du carré, or il existe un point de M relié
a Cy par un chemin ouvert contenu dans la partie droite du carré.

Donc, en termes d’événements :

{ il existe un chemin contenu dans le carré liant Cy & Cq} C {Jy € M; L, est réalisé }

L, ={C, est relié¢ a y par un chemin ouvert } o {Cy est reli¢ & y par un chemin ouvert }

17



Par conséquent,

P(To,) < ) P(Ly)
yeM
= Z P({C, est relié¢ a y par un chemin ouvert }
yeM

o {Cy est relié & y par un chemin ouvert })

< Z P({C, est reli¢ & y par un chemin ouvert })
yeM

P({Cy est relié¢ & y par un chemin ouvert })

S Z P(A2n>2

yeM
= (2n + 1)P(Ag,)?

olt la troisiéme inégalité découle de BKR. Donc

1
P(Ay,) > ——
(2)—¢m

3.2 Décroissance exponentielle

Dans cette deuxiéme partie, nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.3 En régime critique, c’est-a-dire p < %, A, étant le méme événement que dans
la partie précédente,

F)(p),¥n € N — {0}, P(4,) < e ™@ )
On se place donc a p < %

Notation On note C,, la probabilité pour qu’il existe, étant donné un rectangle de dimension
n sur 2n, un chemin ouvert traversant ce rectangle dans le sens de la largeur.

Lemme 3.4
Y(K, M) € N x N — {0}, cP(Cox ) < (cP(Cap))%", o0t ¢ = 100 (6)

Preuve

Pour traverser un rectangle de dimensions 2n sur 4n dans le sens de la largeur, un chemin
ouvert doit relier le coté gauche R, a la médiane M’ de ce rectangle par un chemin ouvert
contenu dans la partie gauche du rectangle et relier M’ au coté droit R, par un chemin ouvert
contenu dans la partie droite du rectangle.

Pour relier le coté gauche R, a la médiane M’ de ce rectangle par un chemin ouvert contenu
dans la partie gauche du rectangle, le chemin ouvert peut soit traverser un rectangle vertical de
dimensions n sur 2n dans le sens de la largeur, soit traverser un carré de coté n dans le sens
vertical, donc treverser un rectangle horizontal de dimensions n sur 2n dans le sens de la largeur.
On applique le méme raisonnement & la partie du chemin liant M’ et Cy
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Par conséquent, en notant CX 'événement {il existe un chemin ouvert traversant le rectangle
R de dimensions n sur 2n}, on obtient :

P(Cyy) < > P(C;1 o Ch2)

R1,R> sont deux des dix rectangles décrits ci-dessus

< Y PG

R1,R2
= 100P(C,,)?

ol la deuxiéme inégalité découle de BKR et de 'invariance par translation de la percolation.
Ainsi, cP(Cy,) < (cP(C))3,
et par récurrence

V(K, M) € N x N — {0}, cP(Cyx pr) < (cP(Cr))2"

Lemme 3.5

P(C,) "=70 (7)
Ce lemme est admis
Lemme 3.6
Fih(p), ng¥n > ngP(C,) < e ") (8)
Preuve On sait qu'’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on a P(C},) < %
Ainsi,
Yn > ng,Vk > 0,cP(Cyry) < (cP(Cp))%
< 1
= 2?
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Or il existe kg € N tel que pour tout k& > kg

=) <

Nl

Donc pour tout m > 250n, il existe k, o € N tels que m = 2Fny + «

et P(Cp) < 6P(Cary,)-
(car un chemin ouvert traversant le rectangle de dimensions m sur 2m daus le sens de la largeur
doit traverser un des six rectangles de dimensions 2¥ng sur 2*T1ng ci-dessous dans le sens de la
largeur).

Donc

n(2)
= e_m no

Pour que I’événement A, soit réalisé, il faut qu’il existe un chemin ouvert traversant 'un des
six rectangles de dimension n sur 2n tracés ci-dessous.
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Et, en notant C!, la probabilité qu’il existe un chemin ouvert traversant le rectangle i, on a :

ce qui achéve la preuve.
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4 Formule de Russo et variations

Nous avons vu la proposition qui dit que pour un événement croissant A, la probabilité
P,(A) est une fonction croissante de p. Nous cherchons & présent & estimer le taux de variation
de P,(A) en tant que fonction de p. Donnons tout d’abord quelques rappels et définitions. Soit

p = (p(e) : e € EY) une collection de réels tels que 0 < p(e) < 1 pour tous e. Soit {X(e);e € E4}
un ensemble de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme sur
[0,1]. On définit & présent n, par n,(e) =1 si X(e) < p(e) et n,(e) = 0 sinon. Avec P, la mesure
de probabilités sur Q telle que ’état w(e) du segment e est égal & 1 avec une probabilité p(e), on
a pour un événement A

P,(4) = P(n, € 4)

Soit A un événement, pas nécessairement croissant, et w une configuration. On dit que le
segment e est essentiel pour (A, w) si 14(w) # 14(w’) ot w’ est la configuration identique & w sur
tous les segments sauf e pour lequel w'(e) =1 — w(e). L’événement {e est essentiel pour A} est
Pensemble des configurations w pour lesquelles e est essentiel pour (A,w). On remarque d’une
part que cet événement ne dépend pas de I’état de e et en est donc indépendant et d’autre part
que pour un événement A croissant, e est essentiel pour A si et seulement si A est réalisé quand
e est ouvert et ne 'est pas quand e est fermé.

4.1 Formule de Russo

Théoréme 4.1 Soit A un événement croissant qui ne dépend que d’un nombre fini de segments.
Alors

d
aprA) = Ep(N(4)) (9)
ot N(A) est le nombre de segments essentiels pour A.

Preuve Choisissons un segment f de E? et définissons p’(e) = (p/(e) : e € E?) par

p’<e>{p(e) SLeF T avee p(f) = p(f)

P(f) sie=f
Comme A est croissant on a {n, € A} C {np € A} et donc
Por(A) = Po(A) = Plnp ¢ Ay € A)
Or l’événement {f est essentiel pour A} est indépendant de I’état de f et donc
Py (A) — Po(A) = (p'(f) — p(f))Pp(f est essentiel pour A)

Dés lors, si p(f) < p/'(f), en divisant par p’(f) — p(f) et par passage a la limite p’(f) | p(f) on
obtient 5

WPP(A) = P,(f est essentiel pour A)
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Pour l'instant, nous avons seulement supposé A croissant. Si de plus A ne dépend que d’un
nombre fini de segments, P,(A) est fonction d’une collection finie de réels (p(f;) : 1 <i < m) et
on a bien
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4.2 Quelques applications de la formule de Russo
Corollaire 4.2 Soit A un événement croissant qui ne dépend que d’un nombre fini de segments.

Soient p1 et pe tels que 0 < p1 < pa < 1. Si P,(A) ne s’annule pas pour p dans [p1, p2] alors

(A) < <;’—j>mPpl (4) (10)

P,

P2

ot m est le nombre (fini) de segments dont A dépend.

Preuve L’événement {e est essentiel pour A} est indépendant de ’état de e et donc
. 1 .
P, (e est essentiel pour A) = —P,(e est ouvert et est essentiel pour A)
p

Comme A est croissant et ne dépend que d’un nombre fini de segments, on peut appliquer la
formule de Russo, ce qui donne

d 1
—P,(A) = - Z P, (e est ouvert et est essentiel pour A)
p

dp

€

1
= ];ZPP(A ﬂ{e est essentiel pour A})
-1 Z P,({e est essentiel pour A}|A)P,(A)
p €
1
= ];EP(N(A)|A)P,,(A)

En divisant par P,(A) non nul puis en intégrant sur [pi, p2] on obtient
p2 1
Ponl) = P (A expl [ 5 B, (N ()| A)d)
P1

11 suffit alors d’appliquer la majoration triviale P,(e est essentiel pour A|A) < 1 pour obtenir le
résultat.
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Corollaire 4.3 Soit A un événement croissant (qui peut dépendre d’un nombre infini de seg-
ments). Alors

liinf 2 (Pys(4) = Po(4)) > B, (N(4)) (11)

Preuve Soit £ un ensemble fini de segments, on définit pr = (pe(e) : e € E?) avec

] sie¢ E
pE(e)_{p-i-é siec B

o 0 < p<p+ 6 < 1. Puisque A est croissant,

Pyys (A) 2 Py (A)

et donc
1 1
S(Pp+5(A) —P,(A)) > g(PpE(A) — P,(A)) T P, (e est essentiel pour A)

eckE

d’aprés la formule de Russo. Il ne reste plus qu’a faire tendre E vers E¢ par limite croissante
pour obtenir le résultat.

4.3 Généralisation au cas d’un événement quelconque

Voyons & présent comment étendre ces résultats aux cas d’un événement quelconque. Il nous
faut pour cela introduire une nouvelle définition. Pour w de Q et A, B de E¢ avec AN B = @,
on introduit la configuration w% donnée par

we) sie¢ AUB
wBe)=¢0 siee A
1 siee B
On peut alors définir I'incrément d’une variable aléatoire X sur {e} par

X (W) = X (w5 = X (W)

On peut alors étendre la formule de Russo

Proposition 4.4 Soit X une variable aléatoire qui ne dépend que d’un nombre fini de segments.
Alors

d
dprp(X) = %F; Ey(6.X) (12)

Preuve Choisissons un segment f de EZ et définissons p’(e) = (p/(e) : e € E4) par

'(e) = p(e) sie# f
7le) {p’(f) sie=f



Alors

Py (A) — Py(A) = P(ny € A) — P(n, € A)

P(ny € Aetn, ¢ A)—P(ny ¢ Aetn, € A)

= (0'(f) = p(N))P(351a(ny) = 1) = ('(f) = p(f))P(051a(np) = —1)

= (0'(f) = p(f)Ep(d51a)

ou l'avant-derniére égalité découle de l'indépendance entre ’état de f et le fait que ce soit

essentiel pour A. Dés lors, si p(f) < p'(f), en divisant par p'(f) — p(f) et par passage a la limite
P (f) | p(f) on obtient

0
——P,(A)=E,(¢14
ap(f) D P( f )
Pour l'instant, nous avons seulement supposé A croissant. Si de plus A ne dépend que d’un
nombre fini de segments P,(A) est fonction d’une collection finie de réels (p(f;) : 1 < i< m) et
on a bien

Le résultat pour une variable X est alors obtenu par I’approximation par des fonctions étagées.

Corollaire 4.5 Si A est un événement croissant qui ne dépend que d’un nombre fini de segments

d2 ser ar
dT)QPP(A) = EP(NA ) - Ep(fo ) (13)

o N5 (respectivement NY*") est le nombre de paires {e, f} de segments distincts tels que

wée’f} € A mais wg],},wf{{;} ¢ A (respectivement wg}},w%;i € A mais w?e’f} ¢ A). Les abrévia-

tions ser et par sont pour séries et paralléles.
Remarque : on pourrait généraliser ce résultat pour des dérivées d’ordre plus élevé.

Preuve En dérivant une nouvelle fois I'inégalité de la proposition 4.4 on obtient
d2
R = Y B
e,feEd

On remarque alors que d.6.14 = 0 et que pour e # f on a
0561 a(w) = 1a(w!h) = 14 (wl)) = 14@}) + 1awie.y)
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A est croissant donc il en est de méme de 14 et on a

d2

g (A = Epfla(@=h(1 - La(wiNa - 14

{e} {r}

- 1A(W§£f)1A(W§;];)(1 — La(wie, 1))}

= Ep(NA7) — Ep(N™)
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5 Autres inégalités

5.1 Inégalités de confiance

Les inégalités de confiance font suite a certaines études sur les réseaux dont chaque lien n’est
pas str. On peut en fait modéliser ces réseaux par des graphes dont chaque segment a une
probabilité p d’étre ouvert indépendamment de I’état des autres segments et cela reléve donc de
la percolation.

Proposition 5.1 Soit A un événement qui ne dépend que de E (un nombre fini de segments).
Soit N le nombre de segments de E qui sont ouverts. Alors

iPP(A) =

P covy(N,14) pour 0 <p <1 (14)

1
p(1=p)
ot cov,(X,Y) désigne la covariance des deux variables aléatoires X et Y sous la mesure P,.

Preuve On note w la configuration des segments de E, et N(w) le nombre de segments
ouverts de E. Clairement

Py(A) =) La(w)pN@gm N

outp+g=1et m=|E|. On a donc :

d —N(w N(w m — N(w
d—pPp(A):Zw:u(w)pN(w)qm Nw)( ; ) _ q (@),

1 _
— Z 1A(w>pN(w)qm N(w)(N(w) _ mp)
Pg 4
! cov,(N,14)
= — v la
p(l—p) "
puisque E,(N) =mp

Corollaire 5.2 Soit A un événement qui ne dépend que des segments de F.
On suppose 0 < p < 1. Alors

ot m = |E|. Si A est croissant, on a

d Pp(A)(1 — Py(A))
jppp(A) z p(1—p)

(16)

Preuve On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz a la partie droite de la proposition 5.1
On obtient

d 1
d—pPp(A) < m\/varp(N)varp(lA)
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et la premiére inégalité en découle en observant que N suit une loi binomiale de paramétres m
et p et 14 une loi de Bernoulli. On suppose a présent que A est croissant. On a

covp(N,14) = covp(1a,14) + covp,(N —14,14)
Or puisque N — 14 est clairement croissant, l'inégalité FKG donne
covp(N —14,14) 20

et donc

covp(N,14) = varp(1a)
Puis en reportant dans l'inégalité de la proposition 5.1, on obtient I’inégalité voulue.
Proposition 5.3 Soit A un événement croissant qui ne dépend que d’un nombre fini de seg-
log(Pp(A))

log(p)
généralement, on montre que h(p) = P,(A) satisfait

ments. On suppose que 0 < p < 1. Alors est une fonction décroissante de p. Plus

h(p?) < h(p)? si0<p<lety>1 (17)
On a donc, en dérivant la fonction décroissante de p, %
d P,(A)logP,(A
2 Py(A) > Pp(A)logBy(A) (18)
dp plogp

Preuve On doit montrer que h(p) = P,(A) satisfait pour A croissant qui ne dépend que
d’un nombre fini de segments,

h(p?) <h(p)?si0<p<lety>1
En effet, en posant p; = p” et en prenant le logarithme, on obtient l'inégalité demandée

log(h(p1)) - log(h(p))
log(p1) =~ log(p)

On raisonne par récurrence sur le nombre de segments concernés pour A. On suppose que A est
croissant et ne dépend que d’un ensemble fini F de segments, et on pose m = |E|. Sim =1
alors A est soit {0,1} soit {1} et donc h(p) = P,(A) vaut 1 ou p, et notre premiére assertion
est valide. Pour k£ > 1 on suppose alors que h(p") < h(p)” pour m < k et on considére le cas
m=k+1.S0it0<p<1, v=>1eteunsegment de E. Alors

h(p”) = Por(Alw(e) = 1)p7 + Py (Alw(e) = 0)(1 —p7)
By(Alw(e) = 1)7p" + Pp(Alw(e) = 0)7(1 = p7)

d’aprés 'hypothése de récurrence. De plus on a l'inégalité suivante :

2p” +y7(1—p7) < (zp+y(1 —p))” pour z >y > 0;
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0 et prendre la dérivée par rapport a z.

Pour montrer cela, il suffit de le vérifier pour =z = y
1) > P,(Alw(e) = 0), on en déduit

2
De plus, comme A est croissant, on a P,(Alw(e) =1) >

h(p”) < Pp(Alw(e) = 1)"p" + Py(Alw(e) = 0)"(1 —p7)
< (Pp(Alw(e) = 1)p + Py(Alw(e) = 0)(1 —p))”
= h(p)”

5.2 Intérieur d’un événement et distance A un événement

Commencons par définir la notion d’intérieur d’un événement. Soit w une configuration et r
un entier strictement positif. On appelle sphére de centre w de rayon r, ’ensemble

Sp(w) ={w' €Q: > |w'(e) —w(e)| <r}
ecEd

Sy(w) n’est autre que 'ensemble des configurations qui différent de w d’au plus r segments. Pour
un événement A on définit 'intérieur de A de profondeur r par

I(A) ={weN: S (w) C A}

I.(A) est ’ensemble des configurations qui sont toujours dans A méme en changeant 1’état d’au
plus r segments.

Proposition 5.4 Soient A un événement croissant et r un entier strictement positif.

1= Py (I (4)) < (—2—)"(1 = P, (4)) (19)

= P2 —p1

deés que 0 < p; < p2 <1

Cela revient a dire que si A a une probabilité importante d’occurence lorsque la probabilité de
chaque segment est p alors I,.(A) a une probabilité importante d’occurence quand la probabilité
de chaque segment est supérieure a p.

Preuve Soient {X(e) : e € E?} et {n, : 0 < p < 1} définis de la méme maniére que
précédemment. On suppose que 0 < p; < p2 < 1 et que A est un événement croissant. Si 7,
n’appartient pas & I,.(A) alors il existe un ensemble B = B(1,,) de segments tel que

i) |B|<r
ii) Ve € B,np,(e) =1
iii) n obtenue en fermant les segments de B n’appartient pas a A

On suppose 1,, ¢ I.(A) et que chaque segment e de B satisfait p1 < X(e) < ps. On déduit de

ili) que np, ¢ A. Or sachant B, la probabilité que pour tous e de B, X (e) vérifie p1 < X (e) < po
est (E2-21)!Bl et donc

P(np, & Alnp, ¢ 1(4)) > (22—LLyr
D2

puisque |B| < r. On en déduit donc le résultat voulu.
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On définit la distance F4 d’une configuration w & un événement croissant A par

Fa(w) = inf{Z(w’(e) —w(e)):w > w,we A}

On remarque que si w € A alors Fa(w) = 0.
Proposition 5.5 Soient A un événement croissant et r un entier positif.
P2—nN
Py, (4) = (ﬁ)rppl (Fa<r) (20)
—n
pour p1 < p2
Preuve On procéde de maniére analogue. Soit {X(e) : e € E4} et {n, : 0 < p < 1} définis
de la méme maniére que précédemment. On suppose que 0 < p; < p2 < 1 et que A est un
événement croissant. Si 7,, € {F4 < r} alors il existe un ensemble B = B(7,,) de segments tel
que
i) |IB|<r
ii) Ve € B,np, (e) =0
iii) n obtenue en ouvrant les segments de B appartient & A
On suppose 1, € {Fa < r} et que chaque segment e de B satisfait p; < X (e) < p2. On déduit de

iii) que n,, € A. Or sachant B, la probabilité que pour tous e de B, X (e) vérifie p; < X (e) < pa
est (%)‘B| et donc

Pz—p1)r

P(npz €A|77P1 G{FAgr})>(1_p1

puisque |B| < r. On en déduit donc le résultat voulu.
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