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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a la question suivante : étant donné un réel g,
existe-t-il un espace de Hilbert & muni d’opérateurs {a;, a}, i € N} vérifiant :

Vi,j € N, aia; — qaja; = ;57

Dans le cas |g| = 1, la réponse est oui. Ce cas est bien connu : il intervient dans ’étude
de systémes constitués par un grand nombre de particules indiscernables en mécanique
quantique. Plus généralement, dans le cas |¢| < 1, la réponse est oui. Nous étudions quatre
preuves de ce résultat, qui abordent le probléme sous divers angles en utilisant des domaines
variés des mathématiques : théorie des espaces d’opérateurs, théorie des groupes et de leurs
représentations, combinatoire, algébre linéaire et théorie des probabilités.
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Introduction

Les relations de commutation généralisées de la forme a;a; — qaja; = d;5, ou ¢ € R et ou
les a; sont des opérateurs linéaires définis sur un espace de Hilbert, ont été introduites par trois
physiciens : Bourret et Frisch en 1970 [1], et indépendamment par Greenberg en 1991 [2]. Ils
ont étudié l'interprétation physique de ces relations, tout en admettant leur ezistence. Ainsi, la
question suivante se pose :

Question. Soit ¢ € R. Existe-t-il un espace de Hilbert & muni d’opérateurs {a;,i € IN} définis
sur € tels que la condition suivante soit vérifiée :

Vi,Vj, aa; —qaja; = 0. (1)
La motivation qui se cache derriére cette question est la suivante. Les relations :

* * * *
CLiCLj — ajal- = 5ij et CLZ‘CLj + ajai = 52‘]‘
sont bien Connuedﬂ. Peut-on alors passer « contintiment » de la premiére relation a la deuxiéme

grace & une déformation 7 L’introduction du paramétre ¢ permet de caresser cet espoir.

Fivel [3] a démontré que pour |¢| < 1, la réponse a la question d’existence est affirmative.
Indépendamment, Zagier [4] ainsi que Bozejko et Speicher [5] ont obtenu le méme résultat. Un
peu plus tard, Bozejko et Speicher [6] puis Speicher [7] en ont donné deux nouvelles preuves.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier ces quatre derniers articles [4, 5] 6] [7] et de voir en quoi
ils sont semblables. Nous avons tenté d’expliquer I'intuition et les idées qui sont sous-jacentes
aux différents arguments utilisés. Nous avons omis une preuve technique de [4], rendu rigoureuses
certaines preuves et détaillé quelques démonstrations.

Présentons rapidement les trois différentes approches utilisées.

[4] Partant d’un vecteur €2, nous obtenons naturellement un C-espace vectoriel € en faisant
agir sur {) de maniére formelle les opérateurs a; et a; de toutes les manieres possibles.
Il faut alors munir cet espace vectoriel d’'une structure hilbertienne en construisant un
produit scalaire (puis en complétant). Nous verrons que les relations et le fait que a; et
a; doivent étre adjoints déterminent complétement le produit scalaire. Ainsi, une unique
forme hermitienne B apparait comme candidate pour étre le produit scalaire de €. 11 suffit
alors de vérifier que B est bien définie positive. C’est précisément dans ce dernier point que
réside la difficulté.

|5, 6] Nous construisons facilement un espace de Hilbert F et des opérateurs a; et af vérifiant les
relations , mais tels que a; et a; ne sont pas adjoints pour le produit scalaire de J. Il
s’agit alors de définir un nouveau produit scalaire pour lequel a; et a; vont étre adjoints.

[7] Partant d’opérateurs vérifiant les relations de commutation canoniques (¢ = =+1), nous
construisons €, ainsi que a;,a’, comme <« limite » des premiers opérateurs. La forme ses-
quilinéaire hermitienne « limite » sur & va alors étre limite simple de produits scalaires,
donc va nécessairement étre positive. La difficulté n’est donc plus I’étude de la positivité
de quelque chose. Elle survient lorsqu’on veut montrer que cette « limite » existe.

3Elles interviennent dans 1’étude de systémes quantiques constitués par un grand nombre de particules indis-
cernables [11].



Ce mémoire est organisé de la maniére suivante. Dans la premiére section, nous expliquons
I'origine des « relations de commutation canoniques ». Dans les parties 2,3,4 et 5 nous étudions
les quatre preuves du résultat qui nous intéresse.
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1 Relations de commutation canoniques et seconde quanti-
fication

Nous commencons par expliquer briévement l'origine des « relations de commutation cano-
niques ». Celles-ci apparaissent dans le cadre du formalisme de la seconde quantification, qui est
adapté a I’étude de systémes physiques quantiques constitués par un grand nombre de parti-
cules indiscernables, en particulier infini. Pour cette partie exclusivement, nous supposons que le
lecteur posséde des notions de base en mécanique quantique.

1.1 Postulat de symétrisation

Considérons un systéme physique constitué de N particules. Il s’agit de comprendre ce qui
se passe lorsqu’on échange des particules. A cet effet, notons o; ensemble des états individuels
accessibles par une particule. Numérotons les de 1 & N. Une base de I'espace de Hilbert complexe
décrivant ce systéme est alors donnée par {|1: a1;2: ag;...; N :an)}, ol ay,. .., ay parcourent
I’ensemble des états individuels accessibles et ou 7 : «; signifie que la ¢-iéme particule se trouve
dans I'état «. Pomﬂ o € Gy, on définit 'opérateur d’échange P, par :

Pyl:a1;2:a0;... 5N tan) =11 0pa);2 1 0p2);-- -3 N o)

En notant ¢, la signature de la permutation o, on définit également les opérateurs symétriseur
et antisymétriseur respectivement par :

sz% ZP(, et A:% Ze(,Pa.

ceGyN ceByN

Le lecteur peut, s’il le souhaite, vérifier que S et A sont hermitiens, que P,S = S et
P,A = ¢, A, que S et A sont des projecteurs et enfin que SA = AS = 0. Un état |¢) est dit
totalement symétrique (respectivement totalement antisymétrique) s’il est dans espace vectoriel
im(.S) (respectivement im(A)). Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le :

Postulat 1.1 (de symétrisation). Lorsqu’un systéme comprend plusieurs particules identiques,
seuls certains kets de son espace des états peuvent décrire ses états physiques : les kets phy-
siques sont, suivant la nature des particules, soit complétement symétriques, soit complétement
antisymétriques par rapport aux permutations de ces particules. On appelle bosons les parti-
cules pour lesquelles les kets physiques sont symétriques, fermions celles pour lesquelles ils sont
antisymétriques.

Une conséquence fondamentale de ce résultat est la suppression de la dégénérescence d’é-
change. Autrement dit, en termes moins techniques, ce postulat léve toute ambiguité sur le
ket représentant un état physique dans un systéme comportant des particules identiques. Plus
précisément, si |u) est un ket susceptible de décrire mathématiquement un état physique bien
déterminé contenant des particules identiques, P,|u), qui est a priori un ket différent, pourra le
décrire aussi. Or, d’aprés le postulat, |u) est soit totalement symétrique, soit totalement antisy-
métrique. De plus, S|u) = SP,|u) et Alu) = €¢,AP,|u). Cela signifie que les projections sur im(S)
ou im(A) des divers kets susceptibles de décrire ’état |u) sont colinéaires. D’aprés le postulat de

4On note &,, 'ensemble des permutations de longueur n.



symétrisation, on pourra donc parler du ket associé a I’état physique envisagé : c’est S|u) pour
des bosons et A|u) pour des fermions. Cet état sera appelé ket physique.

Cette discussion permet de construire un ket physique correspondant a un état physique défini
d’un systéme de N particules identiques de la maniére suivante :

- On numérote arbitrairement les particules, et on construit le ket |u) correspondant a I’état
physique envisagé et aux numéros ainsi donnés aux particules.

- On applique S ou A & |u) suivant que les particules sont des bosons ou des fermions.
- On norme le ket ainsi obtenu.

Nous renvoyons le lecteur au chapitre XIV du manuel de Mécanique Quantique [IT] pour des
exemples et une discussion plus poussée.

1.2 Etats complétement symétriques ou antisymétriques

[llustrons notre régle de construction en donnant la forme générique d'un systéme de N
bosons ou de N fermions. Cela permettra d’avoir une notation pratique et simplifiée pour les
états complétement symétriques et antisymétriques.

Traitons d’abord le cas des fermions. Commencons donc par numéroter les particules et re-
présentons notre état par |1 : ;2 : ag;..., N : an). On applique ensuite A, et on norme. On
obtient en définitive :

VNIA|l: o152 a9;..., N ay). (2)

Remarquons que s'il existe i # j tels que o; = «, alors ce ket est nul. Le lecteur attentif
aura remarqué que nous venons de retrouver le principe de Pauli : deux fermions ne peuvent

pas se trouver dans deux états identiques. Nous noterons ainsi par la suite |aq;an;...;an) le
ket physique apparaissant dans (noter que l'ordre a son importance : |aj;ag;...;an) =
—|ag; ;... ay)). On pourra retenir que pour les fermions, 'énumération des états individuels

occupés caractérise ’état physique.

Traitons maintenant le cas des bosons. Comme précédemment, on numérote les particules, et
on représente notre état par |1 : aq;2: ag;..., N : ay). On applique ensuite S, et on norme. On
obtient en définitive :

N!
ﬁ5|1:a1;2:a1;...,na1 C0Ney L ian ng, Ny Qs (3)
Ny My -+ -

ot 'on a noté n,, le nombre de particules dans I’état «;. Ce ket physique sera noté dans la suite
1M Nags - - ), AVEC Y. Ny, = N. On pourra retenir que pour les bosons, les nombres d’occupation
caractérisent 1’état physique.



1.3 Seconde quantification

Définissons d’abord I'espace de Fock, espace de Hilbert dans lequel nous allons travailler.
L’espace de Fock & est 'espace défini parE] :

8:8(0)@8(1)@...@8(]\7)@...’ (4)

ou
- €O est une espace de dimension 1, engendré par un vecteur noté |0), appelé vide de parti-

cules (ce vecteur est non nul).

- L’espace €M) est I'espace de Hilbert & N particules engendré par les états complétement
symétriques ou antisymétriques, ou encore, en reprenant les notations précédentes, par les
vecteurs |ng,, Na,, - - -) pour les bosons, et |ay; ag;...;ay) pour les fermions.

Ainsi, le nombre de particules (qui peut éventuellement étre infini) d’un état de Pespace de Fock
n’est pas fixé. On introduit donc naturellement des opérateurs de création et d’annihilation qui
ajoutent ou enlévent des particules.

1.3.1 Cas des bosons

Pour les bosons, 'opérateur d’annihilation de I’état individuel p est défini par :
a, : €N — gW=D

Py By 2Ty ) VTl Pars Ny sy — 1,.000) s?n#>0.
0 sin, =0

et 'opérateur de création de ’état individuel p par :
at - eW) _, e(N+1)
M
Mars gy -3 My <) = /Ny + 1 Nay, Mgy ooy +1,000).

Les pré-facteurs sont introduits pour des raisons que nous ne développerons pas ici. On montre
alors facilement que a, et aj, sont adjoints et que les relations de commutation suivantes sont
satisfaites :

* *

=0, aa;,—a,a, =0,,. (5)

au,a, —aya, =0, a M M

ko k
uly, — @

1.3.2 Cas des fermions

Pour les fermions, ces opérateurs sont définis différemment. En effet, 'opérateur d’annihilation
de I'état individuel p est défini par :

a, : €N — W=D

I, o, B,..) — o, B,...)
la, B,...) +— 0sipn’est pas peuplé.

51l y a toujours une ambiguité lors de la définition de ’espace de Fock : soit on parle des combinaisons linéaires
finies d’éléments de |J,~o €®™ (qui ne forment pas un espace de Hilbert), soit du complété de cet espace par
rapport au produit scalaire canonique (qui est bien un espace de Hilbert).



et I'opérateur de création de I’état individuel p par :
at - &), e(N+D)
i

la, B,...) — |p,a,(3,...)sipn’est pas peuplé
‘a7ﬁ7"'7u7"'> = 07

ce qui est cohérent avec le principe de Pauli. Rappelons que 'ordre a son importance dans
I'énumération des états (par exemple |a, 3,...) = —|0,a,...)). On montre alors facilement que
a, et ay, sont adjoints et que les relations d’anti-commutation suivantes sont satisfaites :
_ * % * ko * * _
apa, +aya, =0, aja; +aya, =0,  a,a, +a,a, =0,,. (6)
Les derniéres égalités des équations et () forment les « relations de commutation cano-
niques » : a,a;, — a,a, = 9,, pour les bosons et al,az + aya;, = 0,, pour les fermions. Notons

“w
que dans les deux cas :

a,|0) = 0. (7)

Pour conclure, tentons d’expliquer le terme « seconde quantification ». « Seconde », parce que
ce formalisme permet de traiter le cas d’un systéme comportant un nombre infini de particules
(point de départ de la théorie quantique des champs ). « Quantification », parce qu’en quelque
sorte nous avons réussi a quantifier et a décrire I'espace de Fock.



« Ce que l'on concoit bien s’énonce clairement,
et les mots pour le dire arrivent aisément »
N. BOILEAU et F. PAULIN

2 « Realizability of a Model in Infinite Statistics »,
d’aprés ZAGIER

2.1 Introduction et structure de la preuve

Nous commengons par donner la preuve de Zagier [4]. Celle-ci est peut étre la plus naturelle,
et a 'avantage de donner la formule pour le déterminant d’une certaine matrice afin de montrer
qu’il est non nul. Le résultat principal de cet article est le suivant :

Théoréme 2.1. Soit ¢ € R. Pour une permutatiorﬂ 7, on note I(m) son nombre d’inversions.

Soit An(q) la matrice de taille n! x n! définie par A,(q) = [¢"" D)roes,. Alors :
n-l 2 nl(n—k)
det An(q) = [J(1 = ¢ )
k=1

Pour |¢| < 1, nous verrons comment ce théoréme implique 'existence d’un espace de Hilbert
& muni d’opérateury’]| {a;,i € N} définis sur un sous-espace densef|de € et d’un vecteur |0) € €
tels que les deux conditions suivantes soient Vériﬁéesﬂ:

Vi, VY, a;a; — qaza; = d;j, (8)
Vi, a;|0) = 0. (9)

Présentons d’abord la structure de la preuve.

Partant d’un vecteur |0), nous obtenons naturellement un C-espace vectoriel E en faisant
agir sur |0) de maniére formelle les opérateurs a; et a} de toutes les maniéres possibles. Il faut
alors munir cet espace vectoriel d’une structure hilbertienne en le munissant d’un produit scalaire
(puis en complétant).

Nous verrons que les relations apparaissant dans et le fait que a; et a; doivent étre adjoints
déterminent complétement le produit scalaire. Ainsi, une unique forme hermitienne B apparait
comme candidat pour étre le produit scalaire de &. Il suffit alors de vérifier que B est bien définie
positive. C’est précisément dans ce dernier point que réside la difficulté et ot le théoréme [2.1
intervient.

50n note &,, '’ensemble des permutations de longueur n.

"Par opérateur, nous entendons application C-linéaire.

8Zagier omet, & tort, le terme « un sous-espace dense » : les opérateurs a; ne sont pas continus a priori. Nous
verrons méme que dans le cas ¢ = 1, ils ne sont pas continus.

9Pour comprendre d’oil vient la deuxiéme condition, voir .



2.2 Construction d’une *-algébre A

Nous donnons d’abord quelques définitions afin de pouvoir préciser ce que signifie « agir de
maniére formelle ».

Définition 2.2. Un alphabet A n’est rien d’autre qu’un ensemble. L’ensemble des mots sur
I’alphabet A, noté M, est I’ensemble des n-uplets d’éléments de A, ou n est un entier naturel,
éventuellement nul. On note e le mot vide correspondant a n=0. La concaténation des mots,
notée e, est une loi associative sur M, dont e est élément neutre.

Exemple 2.3. Par exemple, TW ¢ SB =TW SB.

Pour des raisons évidentes, I’écriture du symbole e sera omise. Dans toute la suite de cette
partie, nous considérons ’alphabet :

A={a|ieNyU{al|ieN}.

Notons que la structure d’espace vectoriel est insuffisante pour notre probléme, puisque nous
souhaitons avoir une notion d’adjoint. Nous verrons que c’est la structure d’«x—algébre qui est
adaptée & notre probléme.

Définition 2.4. Une x—algébre A est une C-algébre munie d’un opérateur involutif  telle que :
VA peCVa,be A, (Aa+ pb)* = Xa* + b et (ab)* = b*a*.
Proposition 2.5. I] existe une x—algeébre unitaire contenant les mots de M.

Preuve. Considérons d’abord A, la C-algébre engendrée par M. C’est par définition ’ensemble
des combinaisons linéaires complexes formelles finies de mots de M, possédant une structure
évidente d’espace vectoriel complexe.

Munissons maintenant A d’une structure d’sx—algeébre unitaire, d’élément neutre e, le mot
vide. Il existe un produit naturel sur A qui prolonge la concaténation des mots : si a« = Zle At

et = 22:1 p;n; ot les m; et les n; sont des mots de M, alors :

k l
aﬁ:aoﬁ:ZZAmj m; ®n;

i=1 j=1

On munit alors A d’un opérateur * antilinéaire ((Aa)* = A\(a)*) et vérifiant (o3)* = 3*a*. Pour
cela, on définit d’abord 'action * sur 'alphabet, de telle sorte que les lettres a; et a; soient
images 'une de 'autre. L’action de * sur les mots se définit ensuite en imposant (af)* = *a*.
On prolonge finalement * a tout A par antilinéarité.

[

Exemple 2.6. Par exemple, (afaszasaf)* = agajaias.
Finissons par une derniére définition.

Définition 2.7. On appelle J I'idéal bilatére de A engendré par les éléments

* *
Rij = CLiCLj — qajai — 6”

10



2.3 Construction d’une forme sesquilinéaire B sur ’espace vectoriel F

Rappelons tout d’abord 'objectif final de tout ce travail : obtenir un espace de Hilbert €& muni
de certains opérateurs a; vérifiant les relations de commutation R;; = 0, et annulant un certain
vecteur |0). On va donc définir la forme sesquilinéaire B en gardant en téte ces deux contraintes,
et en s’assurant que a; et a; soient adjoints par B. Commencons par expliquer ce que nous ferons.

Remarque 2.8. Supposons le probléme résolu, et calculons le produit scalaire de 1’élément
atas|0) avec aya;|0). 1l s’agit donc de calculef"] (0|azaraba;|0). Vu que (0|a = 0 et a;|0) = 0, on
procéde de la maniére suivante :
- en utilisant les relations de commutation R;; = 0, on met tous les opérateurs étoilés a
gauche et tous les opérateurs non étoilés a droite.

- on effectue les simplifications possibles grace aux relations (0|af = 0 et @;|0) = 0.

Par exemple :

(Olazarazai|0) = q(0lazaza;a;|0)
= q{0[(1 + gazaz)(1 + qaja1)|0)
= ¢(0[0)
= q.

Ce qui suit vise a rendre cela rigoureux (Zagier se limite & Pargument intuitif qui précéde). En
particulier, nous précisons dans quel espace les égalités précédentes ont lieu.

Définition 2.9. On note M’ I’ensemble des mots de la forme m = m;msy, oll m; ne contient que
des lettres étoilées, et my ne contient que des lettres non étoiléed']

Lemme 2.10. [] existe une forme linéaire L sur A telle que, pour tout mot m € M, L(m) est
un polynéme a coefficients réels{T_Z] .

Intuitivement, on procéde comme dans la remarque : on transforme les mots en utilisant
les relations de commutations ;. Plus précisément, a tout mot M nous allons associer un mot
du sous-ensemble M’. Nous définirons alors notre forme linéaire L sur M’. Nous avons d’abord
besoin de la définition suivante.

Définition 2.11. On définit T, opérateur linéaire (dit de transformation) sur A, en précisant
son action sur les mots de la maniére suivante. Soit un mot m € M. De deux choses 'une :

- Soit m € M’ auquel cas on pose T(m) = m.
- Sinon, on peut écrire m = mya;atms, ol ms € M’. On pose alors :
) g )

*

) = gmua]

T(myaa;

;1Mo + 5ijm1m2.

On remarque que pour tout élément m de M, il existe ng € N tel que 7™ (m) = T™*(m). On
définit alors T, (m) = T™°(m). T, est un opérateur linéaire, que nous désignerons par le doux nom
d’opérateur de transformation globale. On voit que I'image de T} est incluse dans le sous-espace
vectoriel engendré par M'.

00n note (0] la forme linéaire |0)°.
1 Ainsi, en continuant la remarque précédente, pour tout m’ € M’ distinct du mot vide e, (0|m/|0) = 0.
12En continuant la remarque précédente, L(m) = (0m|0).

11



Preuve du lemme On remarque que pour tout mot m, 7'(m) est une combinaison linéaire
de mots a coefficients polynomiaux réels en ¢g. On en déduit que pour tout mot m, T,(m) est
combinaison linéaire de mots de M’ & coefficients polynomiaux réels en g.

Construisons alors une forme linéaire L sur A en la définissant sur les mots de la maniere
suivante : L est nulle sur tout mot, excepté sur le mot vide e sur lequel elle prend la valeur 1.
On pose alors L = L o T,,. Par ce qui précéde, L(m) € R[q], et la conclusion s’ensuit.

[ |

Définition 2.12. Définissons B : A x A — C de la maniére suivante@ Pour tout mot m, on
pose B(e,m) = L(m). Pour deux mots [ et m, on pose B(l,m) = B(e,l*m). On étend B & A x A
par linéarité a gauche et anti-linéarité a droite.

Pour résumer :
Proposition 2.13. La forme B : A x A — C est linéaire a gauche et antilinéaire a droite.

En définitive, nous tenons 1a notre candidat pour le produit scalaire. [’étude de ses propriétés
passe par I’étude de 'opérateur de transformation :

Lemme 2.14. Les assertions suivantes sont vérifiées :

(i) Soit m = mymsy un mot. Alors :
Ty(mama) = Ty(miTy(ma)). (10)
(i) Pour tous mots my et my :
Ty(myaaims) = qT,(miaaima) + 6iT5(mims). (11)

Preuve. On commence par (i).

(i) On peut déduire cela des deux propriétés suivantes. Si my € M’, alors T,(ms) = ma. Si my
n’appartient pas & M’, T(myms) = myT (ms) car seul my est affecté par 'action de T.

(ii) Comme T,(ms) € M' (c’est le point clé), il vient :
T(mya;a;Ty(mz)) = gmiaga;Ty(mz) + 6;ymiTy(ms).
D’aprés (i), on a T,(mymq) = Ty(m1T,(m2)). Mézalor, en utilisant le fait que T,0T =T, :

Ty(mia;ajmg) = Ty(T(mia;aims))

= qTy(miaja;Ty(msy)) + 6i5T4(miT,(ms)).

= (T (miaiaimg) + 6;;Ty(mima),

ce qui conclut.

Définition 2.15. On appelle noyau de B le sous-espace vectoriel suivant :

KerB={zr e A| VyeA, B(y,z)=0}.

13En continuant la remarque on a B(l,m) = (1|0), m|0)) = (0]I*m|0).
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Lemme 2.16. Les assertions suivantes sont vérifiées :
(i) Pour tout i, a; appartient au noyau de B.
(i1) L’idéal I (voir définition[2.7) de A est inclus dans le noyau de B.

(11i) B est a symélrie hermitienne, c’est-a-dire que B(my,mq) = B(mg, my) pour tous mots
mq,Mo.

Preuve. Pour lassertion (i), on remarque que pour y € A, B(y,a;) = B(e,y*a;) = 0.
Pour (ii), on note que l'ensemble des m;R;;ms est une base de J comme C-espace vectoriel.
Or, par le deuxiéme point du lemme [2.14] pour tout mot ms :

B(m:;, mlRiij) = B(& m?,mlRiij) =0,

d’ou le résultat.

Pour (iii), on se souvient que B(mi,my) = B(e,mimsy). 1l suffit donc de montrer que
B(e,m) = B(e,m*) pour tout mot m, les quantités B(e,m) étant réelles (lemme [2.10). Mon-
trons donc que T,(m) = T,(m*). Il suffit de démontrer que 7,(7™(m)*) = T,(m*). En prenant n
suffisamment grand (pour avoir 7"(m) = T,(m)), nous obtiendrons le résultat qui nous intéresse.

On voit qu'il suffit montrer que T,(7(m)*) = T,(m*) pour tout mot (on rappelle que I'image
par T" d’un mot est une combinaison linéaire réelle de mots), quitte a réitérer. Distinguons deux
cas, correspondant & ceux considérés lors de la définition de 'action de T

- Sim e M’, alors m* € M'. D’otu T,(T'(m)*) = T,(m*) = m*.

*

- Sinon, on écrit m = mya;a;

Mo avec mo € M'. On remarque que Rjj =Rj;. Or:

* * * * * *
m*—T(m)" = (mlaiajmg) — (qmlajaimg + 8iymimy)
_ * * * k ok * * *
= Mmaya;a;my — qmaya;aymy — d;mamy
_ * * * *
= my(aai — qaja; — 6;;)my

D’autre part, par le deuxiéme point du lemme : Ty(miRjm;) = 0. On a donc bien :

Ty(T(m)") = Ty(m”).

Le travail préliminaire est presque achevé :
Proposition 2.17. Sur l'espace vectoriel E = A/ Ker(B), il existe un vecteur [0), des opéra-
teur a;,a; et une forme sesquilinéaire hermitienne B qui vérifient les propriélés suivantes :
(i) pour tousi,j on a :
a;aj — qaja; = 0y, (12)
(i1) pour tout i, a;|0) =0,
(iii) la forme B est a symétrie hermitienne,

(iv) et finalement pour tout i, a; et al sont adjoints par rapport a B.

4 Notons le léger abus de notation qui identifie a; avec son image dans le quotient.
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Preuve. L’ensemble F = A/ Ker(B) hérite naturellement d’une structure de C-espace vectoriel
car Ker(B) est un sous-espace vectoriel de E. Nous noterons un élément de A sous la forme «/|0),
ol o € A est un représentant de la classe d’équivalence que 'on veut désigner. Démontrons les
points de la proposition.

(i) La concaténation a gauche par les lettres est un opérateur linéaire sur A. Les formules
B(my,a;mq) = B(afmyi,ms) et B(my,aimy) = B(a;ymq, mz) montrent que Ker(B) est
stable par concaténation a gauche ; ainsi, les opérateurs a; et a; (de concaténation a gauche)
passent au quotient en opérateurs linéaires sur F.

Vu que R;; est un élément de I'idéal bilatére J C Ker(B) (deuxiéme point de la proposition
, nos opérateurs a; et a} vérifient les relations de commutation R;; = 0

a;a; — qaja; — d;j = 0. (13)

(ii) De plus, le vecteur |0) := e|0) dans F est tel que a;(]0)) = a;|0) = 0 pour tout ¢ d’aprés le
premier point du lemme [2.16

(iii) Intéressons-nous maintenant & la forme B : la forme B passe au quotient sur E en une
forme sesquilinéaire, B. En utilisant le troisiéme point du lemme vérifions qu’elle est

a symétrie hermitienne : B(m1]0), m2|0)) = B(my, mg) = B(ma, mq) = B(mz|0), m1]0)).
(iv) D’aprés la définition les opérateurs a; et a; sont adjoints par B car pour tout v,w
dans E, B(v,aq;w) = B(ajv,w).
[ |

Pour simplifier les notations, B sera notée B dans la suite. Il reste encore a développer
I’argument principal, a savoir que B est définie positive.

2.4 La forme sesquilinéaire B est définie positive
2.4.1 Ecriture de £ comme somme de sous-espaces orthogonaux F,

Intuitivement, nous allons écrire £ comme somme directe orthogonale (pour B) de sous-
espaces vectoriels E, de dimension finie. Nous montrons alors que B est définie positive sur
chacun des E,. Commencons par partir a la recherche de ces sous-espaces E,,.

Proposition 2.18. Les assertions suivantes sont vérifiées :

(i) Notons M* l’ensemble des mots ne contenant que des lettres étoilées. Alors 'ensemble des
m|0) ot m parcourt M* est une famille génératrice de E.

(ii) Soient my, my deuz mots de M*. Si B(my|0),m2|0)) est non nul, alors les mots my et mq
sont permutation 'un de [’autre.

Preuve. (i) Souvenons-nous de 'opérateur de transformation globale, T}, défini sur A (définition
. Il laisse stable I'idéal J engendré par les relations de commutation R;;, et, par passage au
quotient, agit comme I'identité sur A/J. Ainsi, tout vecteur v de A est dans la classe d’équivalence
de T,(v). Autrement dit, v et T,(v) ont méme image dans A/J. or J € Ker B (deuxiéme point du
lemme [2.16). Cela montre que v|0) = T,(v)|0) dans E.

Or I'image de T, est contenue dans I'espace vectoriel engendré par les mots de M’'. Ainsi,
tout vecteur v de A est dans la classe d’équivalence de A/ Ker B = E d’un élément du sous-
espace vectoriel engendré par M'. Autrement dit, I'image du sous-espace vectoriel engendré par
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M’ engendre E. D’autre part, d’aprés le premier point du lemme pour tout i, a; € Ker B.
Cela implique que le sous-espace vectoriel engendré par M'\M* est inclus dans Ker B. On en
déduit que le sous-espace vectoriel engendré par M* engendre . En conclusion, I’ensemble des
m|0) ot m € M* forme une famille génératrice de E.

(ii) Pour prouver ce deuxiéme point, on définit les fonctions suivantes sur M : n;(m) est le
nombre de fois ou la lettre a; est utilisée dans m, et n; est le nombre de fois o a; est utilisée
dans m. On pose N;(m) = n;(m) —nj(m).

Considérons le mot m = mya;ajmsy. Alors, pour tout [, on a I'¢galité suivante :

Nl(mlaia;mg) = Nl(mla;aimg). (14)

De plus, pour z =7 :
Ni(mya;aims) = Ni(mims) (15)

On partitionne ’ensemble des mots M en sous-ensembles M; sur lesquels chacune des fonctions
N; est constante. Pour tout k, la définition de T' (définition ainsi que les égalités et
assurent quelT_g] I'espace vectoriel engendré par M), est stable par T,. Or, si m € M’ et
il existe [ tel que Ny(m) # 0, alors L(m) = 0 (par définition de L, voir démonstration du
lemme . On en déduit qu'une condition nécessaire pour que L(m) soit non nul est que pour
tout I, N;(m) = 0. Ainsi, si m = mimy oi my et my appartiennent a M*, alors le fait que
L(m) = B(m1|0),m»|0)) soit non nul implique que pour tout I, N;(mjmy) = 0. C’est-a-dire
n;(my) = nf(me). En définitive, pour tout k, m; et my contiennent le méme nombre de fois la

lettre a;. Donc my et my sont permutations l'un de I'autre. C’est ce qu’on voulait démontrer.
[ |

Définition 2.19. Dorénavant, on désignera par o un ensemble (avec répétitions) de lettres
étoilées a;. On définit M comme 'ensemble des mots s’écrivant avec les lettres de «, et E, le
sous-espace de E engendré par les m|0), ou m parcourt M.

Notonﬁ n = |a]. Remarquons que &,, agit naturellement sur MY, via la permutation des
lettres.

Remarque 2.20. Ainsi, pour un mot m € M7, M s’identifie 4 6,,/S,,, ou &,, est le sous-groupe
de G,, dont 'action sur le mot m est triviale.

Proposition 2.21. L’espace vectoriel E est somme orthogonale (au sens de B) des E,, ot «
parcourt tous les ensembles finis (avec répétitions) de lettres étoilées.

Preuve. Par le premier point de la proposition les espaces E, engendrent FE. Par le
deuxiéme point de la proposition [2.18] ces espaces sont orthogonaux pour B en ce sens que
sive E, et we Ezou aet sont distincts, alors B(v, w) = 0. [

15C’est le point clé de la preuve.
$Dans toute la suite, on note | X| le cardinal de I’ensemble X.
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2.4.2 Etude de la positivité de B sur E,

Nous montrons maintenant que la forme hermitienne B est un produit scalaire sur F.

Définition 2.22. On considére la matrice :

A,(q) = [B(m4]0), m2|0>)]m1,mzeMa .

Dans un premier temps, on fixe ¢ et on note donc A, = A,(q).

Proposition 2.23. 57 pour tout a, A, est définie posétivﬂ alors B est un produit hermitien
sur E.

Preuve. Ceci résulte du fait que F est somme orthogonale des espaces E,, (proposition [2.18)) et
que l’ensemble de mots M, est une famille génératrice de E, (proposition [2.21)). |

Remarque 2.24. Nous n’avons jamais montré que les mots de M, forment une base de FE,.
Dans la suite, ce résultat sera cependant démontré indirectement dans le cas |g| < 1.

Dans un premier temps, nous allons calculer la matrice A,, ce qui permettra de montrer dans
un deuxiéme temps qu’elle est définie positive.
2.4.3 Calcul de la matrice A,

Indigons les lignes et colonnes de la matrice A, d’une maniére qui facilitera le calcul. Fixons
un mot m € M, et notons n = |a|. Nous avons vu que M, était en bijection avec ’ensemble
S,/6,, (remarque [2.20). Ainsi, nous avons :

A = [B(7(m)]0), 0(m)[0))]

T,0 )

ou o et 7 parcourent un ensemble de représentants des classes d’équivalence de S,,/6,,.
Et maintenant, une derniére définition avant le grand calcul :

Définition 2.25. Pour o € &,,, une inversion de o est un couple (i,7) (1 <i,7 <n)tel quei < j
et (i) > o(j). On note I(o) le nombre d’inversions de o, ¢’est-a-dire le cardinal de I’ensemble
(0| 1< <j<netoli)>o(i)h

La propriété découle de la définition du nombre d’inversion :
Proposition 2.26. Pour 1 € S, on a I(7) = I(71).
Nous sommes maintenant en mesure de calculer explicitement la matrice A,.

Proposition 2.27. Les coefficients de la matrice A, prennent les valeurs suivantes :
(Aa)or = B(7(m)]0),0(m)|0)) = > g"™
TECH,TTCm=0C,

Exemple 2.28. Dans le cas particulier ol @ ne contient pas plusieurs fois la méme lettre, &,, = 0,
et done (Ag)re = ¢'7 ),

17est-a-dire que pour tout vecteur = non nul de RIM«!, (z, Az) > 0.
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Montrons maintenant la proposition [2.27]

Preuve. Soient m; = afb(l)afb@) e afp(n) et my = a;(l)a;@) e aj;(n) deux mots de M. On sou-
haite calculer B(m;, msy). Intéressons-nous donc a T, (mjms). Grace a I’équation (10}, nous com-
mencons par caluler T (a,)ms2). On pourra alors itérer, en calculant successivement :

TyapTy(api-1) - - apayms)), (16)
pour finalement calculer
Ty(ap(m) - Q1) Q1) ** * Ag(n))- (17)
En utilisant les relations de commutation , on se convainc que :
Ty(apaym) = Y, 0" ahnaie  ahy @ + q"mag),
ke (k)=1(1)

—_

ou la notation k) signifie que 'on omet le terme ag, . Or L(mayy) est nul d’aprés le deuxiéme
point de la propriété . Nous en déduisons le fait suivant : les termes de 1’équation (17) qui
vont apporter une contribution non nulle & B(mq,my) sont en bijection avec I’ensemble des
applications qui & une lettre de my associent un de ses exemplaires dans m; de maniére injective,
autrement dit avec les permutations 7 telles que mm; = m@ Considérons donc une permutation
7 telle que mm; = mo.

Nous cherchons & calculer le facteur ¢V devant le terme issu de 7. C’est un produit de
n termes, qui correspondent aux facteurs qui apparaissent lorsqu’on traite les n lettres de mj
successivement comme décrit dans . A la i-iéme étape, le facteur suivant apparait :

qCard{j i<y etm(i)>7(5)} (18)
Ainsi :

N, = ZCard{j li<jetn(i)>mn(j)} = Card({(i,7) | i < jet w(i)>n())}) = I(m).
i=1
En définitive :
B(mq,ms) = Z q'™.
TES,,mm1=m2
Il ne reste plus qu’a voir que si m; = 7m et my = om, alors '’ensemble des permutations m
telles que mmy; = msy est exactement 'ensemble des permutations 7 telles que 776, = ¢6,,.
Cela donne le résultat souhaité. [

Proposition 2.29. Supposons que pour tout q, A,(q) soit inversible. Alors A,(q) est définie
positive pour tout q.

Preuve. D’aprés Iexpression de la matrice A,(q) (proposition , cette matrice éponyme
dépend contintiment de ¢. La proposition implique que la matrice A,(q) est symétrique
réelle, donc diagonalisable. Ses valeurs propres dépendent continﬁmentl?] de q. Or A,(0) = Id. Si
A, (q) est inversible pour tout ¢, elle n’admet jamais 0 comme valeur propre, et donc pour tout g,
les valeurs propres de A,(q) sont strictement positives. En particulier, A,(q) est définie positive.
|

18Un petit exemple : si m1 = alaja}, et mo = ajala}, alors les permutations 7 de &3 telles que m(my) = mo
sont les suivantes : (1,3,2) et (3,1,2)
19Grace a la propriété de « continuité des racines d’un polynome ».
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Remarque 2.30. Nous avons montré au passage que les mots de M, forment une base de E,,.

Nous calculons maintenant le déterminant de la matrice A,(q). Pour cela, la théorie de la
représentation se révéle étre une aide précieuse.

2.4.4 Calcul de det A,(q)

On notera @ les a qui ne contiennent pas plusieurs fois la méme lettre. Nous montrerons qu’on
peut se ramener & ce cas.

Définition 2.31. On note C[S,,] 'ensemble des combinaisons linéaires formelles complexes d’élé-

ments de &,
Sul ={)_ Ao, €C},

ceS,

qui est canoniquement muni d’une structure d’algebre.
Définissons la représentation réguliére de &,,.

Définition 2.32. Une représentation du groupe &,, sur un espace vectoriel complexe de dimen-
sion finie V' est un morphisme du groupe &,, dans End¢ (V). Une telle représentation du groupe
S, se prolonge alors naturellement - et de maniére unique - en un morphisme d’algébres de C[&,,]
dans End¢(V'), appelé représentation de 1'algébre C[G,,].

La représentation réquliere de C[S,,] est celle associée  la représentation réguliére de &,, défi-
nie comme suit. Considérons V', le C-espace vectoriel des fonctions f : G,, — C. La représentation
réguliére de &,, est alors le morphisme de groupes o — p(o), ou

(p(@)f)(7) := f(oT)

Remarque 2.33. Remarquons que ’ensemble des fonctions d,, qui valent 1 en o et 0 en tout
autre élément de &,,, forment une base naturelle de V.

Proposition 2.34. Considérons :

Zq 1€ C[&,)].

ﬂ'eGn

Alors, en désignant toujours par p la représentation réguliere de C[S,], la matrice de p(a,(q))
exprimée dans la base naturelle de V' est Az(q).

Preuve. Calculons donc p(a,(q))(d,) :

p(an(0)(0s) = > ¢"p(m)(6,)

= Z "6, (le vérifier)

d’olt le résultat. [ |
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Définition 2.35. Ainsi, dans le cas ou tous les lettres de @ sont distinctes, Az(q) ne dépend que
de |@l = n. On pose donc A, (q) = Az(q).

Revenons maintenant au cas général en considérant o, un ensemble de lettres étoilées et
m € M;, (voir définition [2.19). On considére le sous-espace vectoriel V' de V' constitué des
fonctions f stables par &, au sens suivant : pour tout o € S,,, f(1) = f(70). On voit que V'
est stable par tous les p(m) : ainsi (V’, p) est une sous-représentation de (V, p).

Une base naturelle de V' est alors I’ensemble des fonctions d,e,, qui valent 1 en 0&,, et 0 en
tout autre classe d’équivalence de &,,/6&,,.

Proposition 2.36. Dans celte base, p(a,(q)) est représenté par la matrice A,(q).

Preuve. En effet :

p(an(0)(Gs,) = > ¢"Pp(m)(6ss,.)

Ainsi le coefficient (76,,,06,,) est :

€S, 106G, =76,
La proposition permet de conclure. [ |
Nous en déduisons la propriété suivante.

Proposition 2.37. Si l'endomorphisme p(a,(q)) € End(V'), représenté par la matrice A,(q), est
inversible, alors pour tout o € M} tel que |a| = n, la matrice A,(q) est inversible.

Preuve. En effet, A,(q) est la matrice d’une restriction au sous-espace stable V' de I'endomor-
phisme p(a,(q)) représenté par A,(q). |

Rappellons que la matrice A,(q) a été calculée dans 'exemple :
(An)or = ¢"7 .

A Tl'aide de la vision de A,,(¢) comme matrice de 'endomorphisme p(a,(¢)) € End(V), nous allons
pouvoir calculer son déterminant.

Théoréme 2.38. Nous avons [’égalité suivante :

n—1

n!(n—k)

det A, (q) = [J(1 — ¢ FF) .
k=1

Preuve. Essentiellement, la preuve se résume a une suite de factorisations. Nous ne donnons
que l'idée de la preuve (le lecteur intéressé pourra consulter larticle de Zagier [4]).
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1. Sii < j, on construit T; ; € &,, de la maniére suivante :

k sil<k<i,
NN si k=1,
Ti (k) = E—1 sii<k<yj,
k si g <k.
Posouns alors : )
bn - qn_ka,nv
k=1

de sorte queFE] ay, = a,_1b,, ol nous avons identifié¢ &,,_; au sous-groupe de G,, qui fixe n.
On voit que det(pg, (an—1)) = det(ps, _, (an—1))".
2. Posons :
cn=1—=q¢"""T,)1—q" Ty,) (1 —qT 1),
et
dy=(1—=¢""T,) 1= ¢"Ton) - (1= ¢*Tn),s
de sorte qudzr] bncn = dp—_1.

3. Nous nous sommes donc ramenés a calculer les déterminants ¢, et d,, ou encore les déter-
minants d’éléments de la forme (1 —t7,;). Nous savons calculer ce genre de déterminants,
car Ty, est un cycle. Il vient :

d€t<p6n(1 — tTa,b)) — (1 o tb—a-l—l)#'

En remontant les calculs, on démontre le théoréme [2.38
[ |

Lemme 2.39. Soit F un C-espace vectoriel muni d’une forme (-,-) sesquilinéaire & symétrie
hermitienne, positive. Alors :

{z € Fl(z,2) =0} = {z € F|Vy € F, (z,y) = 0}. (19)

On note cet ensemble ker(-,-). De plus, pour tout A\ € C et tout opérateur a sur F admettant un
adjoint? :

Ve,y € ker(-,-), x4+ Ay €ker(-,-) et a(x)€ker(,-). (20)

Preuve. La premiére assertion est une conséquence de l'inégalité de Cauchy-Schwartz, et la
seconde en découle grace aux propriétés de ’adjoint. [

Corollaire 2.40. Pour —1 < ¢q <1, B est définie positive.

200n note a, = a,(q).
21 Cette étape est plutot calculatoire.
22(est-a-dire qu'il existe un opérateur a* € L(F) tel que pour tous z,y € F : (a*(z),y) = (x,a(y)).
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Preuve. Si —1 < ¢ < 1, le théoréme [2.38 montre que A, (q) est inversible. D’aprés la proposition
- pour tout a € M*, A,(q) est inversible. La proposition montre que pour tout o € M7,
A,(q) est définie positive. La proposition “ permet alors de conclure.

Si |¢| = 1, B est positive, donc définie positive. En effet, si 2|0) est tel que B(xz|0),z]0)) = 0,
alors x € Ker B d aprés le lemme [2.39] de sorte que z|0) = 0 car E = A/ Ker B. |

Ainsi, d’aprés le corollaire et la proposition nous avons bien muni £ d’un produit
scalaire. Nous en déduisons :

Théoréme 2.41. Pour q € [—1,1], il existe espace de Hilbert & muni d’opérateurs {a;,i € IN}
définis sur un sous-espace dense de € et d’un vecteur |0) € & tels que les deux conditions suivantes
sotent vérifiées :

Vi, V7, a;a; — qa;a; = Ojj,
Preuve. Nous prenons pour € le complété de E par rapport au produit scalaire B. [ |
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3  « An example of generalized Brownian motion »,
d’aprés SPEICHER ET BOZEJKO

3.1 Introduction et structure de la preuve

Nous nous intéressons maintenant a la preuve de Bozejko et Speicher [5]. Rappelons que le
principal résultat obtenu dans ce dernier article est le suivant :

Théoréme 3.1. Soit q un réel tel que —1 < g < 1. Il existe un espace de Hilbert &, un vecteur
Q € & et des opérateurs {c(f), f € L*(R)}, définis sur € si q < 1, et sur un sous-espace dense
de & st q = 1, vérifiant les deux conditions suivantes :

Vf,g € L*(R), c(f)e*(g) — ac*(9)e(f) = (f, 9)1d, (21)
Vf e L*(R), c(f)2 =0, (22)

o c*(f) désigne lopérateur adjoint de c(f). De plus, lorsque —1 < q < 1, les opérateurs c(f)
sont continus.

La premiére partie du théoréme implique le théoréme de Zagier. 1l suffit en effet de se
donner une base Hilbertiennd™|{ f;,i € N} de L*(R) et de considérer les opérateurs {c(f;),i € N}.

La seconde partie permet de se passer de la restriction « sur un sous-espace dense » dans le
cas ¢ < 1 grace au caractére continu des opérateurs.

Avant de commencer la démonstration de ce résultat, signalons que les prémisses de la preuve
sont différentes de celles de Zagier. En effet, nous allons partir d’'un C-espace vectoriel et de
définir directement des opérateurs c(f) et ¢*(f), qui vont vérifier par construction. Il s’agira
alors de trouver une forme sesquilinéaire hermitienne tel que ¢(f) et ¢*(f) soient adjoints. Une
fois encore, il faudra vérifier que cette forme est positive.

3.2 Construction des opérateurs c(f) et ¢*(f)

Dans toute la suite de cette section, nous considérons un espace de Hilbert complexe séparable
H. Nous obtiendrons le résultat annoncé en prenant H = L?(R). Commencons par préciser
I’espace dans lequel nous allons travailler.

Définition 3.2. On considére I'espace de Fock F = @, ., H®" (voir Eq. )7 o par définition
HY ~ CQ. Autrement dit, F est le C-espace vectoriel constitué des combinaisons linéaires finies
d’éléments de |-, H®". Le vecteur €2 est le vecteur vide de particules.

Remarque 3.3. Pour fixer les idées, rappelons que F est muni d’'un produit scalaire canonique
(-,-) défini par :
-sin#m:

(@ ®Gn M @+ ® hy) =0.

-sin=m:
(@ @ Gn, h1 ® - @ hy) == (g1, h1) - (Gn, Pn),

Zqui existe bien, car L?(RR) est un espace de Hilbert séparable.
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Définissons maintenant nos opérateurs c(f) et ¢*(f).

Définition 3.4. Pour f € H et hy,..., h, € H, on définit les opérateurs :

cH=f N MO Oh)=f @M@ @ b, (23)
etc(f>Q:07 C(f)[h1®"‘®hn}:qu_1<f>hk>h1®"'®h/;c®"'®hm (24)
k=1

ol Iy, signifique que Ay, est omis dans le produit tensoriel. On prolonge ensuite ¢(f) et ¢*(f) & F
tout entier par linéarité.

Remarque 3.5. Remarquons que :
(I @+ @by = (fh1)ha @ -+ ® h + gh1 @ [c(f)h2 ® - - @ ha)] (25)

Contrairement aux apparences, ces définitions sont naturelles, comme en témoigne la démons-
tration du lemme suivant.

Lemme 3.6. Les opérateurs c(f) vérifient la relation suivante pour tous f,g € H :

c(f)c*(g) — qc*(g)e(f) = ([, 9)1d.
Preuve. I suffit de voir que, grace a (25)) :
(/) (@I @ @hy = (f)g@hi@--hy

(F,00h1 @ hpy+qg® [c(f) @ - @ hy]
[(fs ld +gc™(g)e(f)] b @ -+ - hy.

3.3 Construction d’une forme sesquilinéaire (-, -),

Nous construisons maintenant un produit scalaire sur F par rapport auquel c(f) et ¢*(f)
seront, adjoints.

Définition 3.7. On définit la forme sesquilinéaire & symétrie hermitienne (-,-), sur F de la
maniére suivante :

- Sin#m,onpose{%]:
(N® Qg h1 ® - @ hy)g = 0.

- Sin =m, on définit (-, ), récursivement par (gi, h1), = (g1, h1), puis :
(1@ @G, M@ - B hp)g i =(02® - @ Gn,c(91)1 @ - @ hy)g, (26)
autrement dit, d’apres 'éq.(24) :

n

(1@ DG 1@ @hYg = ¢ g1, ) G2 @ @ gy Iy @+ - @ @+ D hy)g. (27)
k=1

24cette définition est naturelle : on veut toujours que deux produits tensoriels comportant un nombre distinct
de « ® » soient orthogonaux.
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Cette définition est encore une fois naturelle, comme en témoigne la preuve du lemme suivant.

Lemme 3.8. Pour tout f € H, c(f) et ¢*(f) sont adjoints par rapport a (-,-),. Autrement dit :

VE,n e T, ()& mq = (& c(f)m)g-

Preuve. D’aprés les équations et (26)), pour tous g;, h; € H, les égalités suivantes ont lieu :

<C*(f)gl®“'®gn7h1®"'®hn+1>q = <f®gl®®gnahl®hn+l>q
= (1@ @ Gn, ([l @ hpi1)g,

d’oll le résultat. [ |

Notre objectif est maintenant de montrer que la forme bilinéaire (-, -), est positive. L'idée est de
voir qu’on peut écrire (£,n), = (£, P;n), ot P, est un certain opérateur sur F . Il suffira alors
d’étudier les propriétés de P,. Autrement dit, nous allons ramener le probleme de la positivité
d’une forme bilinéaire a celui de la positivité d'un opérateur. Remarquons que la structure de &
fait que, pour définir un opérateur dessus, il suffit de le faire sur chaque espace H®".

Définition 3.9. Dans un premier temps, soit n € IN. On considére la représentation unitaire du
groupe symétrique &,, sur H®", notée 7 — U, et définie par{g_gl :

Urh1 @ -+ @ hyy = hry @ -+ @ Nr(). (28)
Introduisons alors :
B =), a0, (29)
eSS,

Ainsi, Pq(") est un opérateur H®" — H®",

Définissons finalement :
P, =P (30)

n>0
Exemple 3.10. Par exemple :
Pq(3) =Ui23+qUiszs+qUsi3 + q2U2,3,1 + Q2U3,1,2 + q3U3,2,1-

Remarque 3.11. On vérifie que 'adjoint de U, est U,-1. Grace a la propriété [2.26| on voit alors
que P, est autoadjoint.

Lemme 3.12. Pour tous §,n € F :

(& mq = (& Pyn) (31)

25Comparer avec la proposition m

24



Preuve. Il suffit de montrer que pour tous n € IN et g;, h; € H :

(@ Qn ;1 @ D)y = <91®---®gn,P<”)h1®---®hn>
= Z q glu 1)> <gn7h7r(n)>

TeES,

Nous raisonnons par récurrence, tout en laissant au lecteur le plaisir de vérifier que cette
égalité a bien lieu pour n = 1.

Pour le passage de n — 1 a n, I'idée est d’appliquer ’hypothése de récurrence au membre de
droite de I’équation , en faisant attention & I'indexation. Précisons cette étape. Compte tenu
de la forme de ce membre, on introduit naturellement '’ensemble S*. constitué des bijections de
I'ensemble {2,...,n} sur {1,...,k, ... ,n}. Par hypothése de récurrence, il vient :

(@ QDgn @ Dby = Zq (91, ) (g2 ® - Gy I @ -+ @ T @+ Py

— Zq gl,hk Zq 927 > "<gnah0(n)>'

ocSk

Un élément o € S* peut étre vu comme un élément de &, en associant & ¢ la permutation
m € 6, définie par :
7(1)=k et 7w(l)=o0o()pourl=2,...,n

Le point clé est ensuite de voir que I(7) = k—1+1(0). En effet, ce procédé ajoute k—1 inversions
de la forme (1,1), ou [ est un entier. En définitive :

Z Z qk—1+I(a) (g1, hi) (g, hg(z Yoo Agn, b o Z q gl, )> A gn, hTr(n)>.
1 Ugsk ﬂ'EGn

Cela conclut la récurrence et la preuve du lemme. [ |

3.4 Etude du caractére positif de (-, ),
Rappelons ce qu’est un opérateur positif.

Définition 3.13. Un opérateur P auto-adjoint défini sur un espace de Hilbert H est dit positif
si pour tout € H on a (x, Px) > 0, et strictement positif si pour tout x € H non nul on a
(x, Px) > 0.

Ainsi, le lemme [3.12| montre immédiatement que :

Lemme 3.14. La forme (-,-), est positive (respectivement strictement positive) si, et seulement
si, l'opérateur P, est positif (respectivement strictement positif).

Pour étudier la positivité de P, nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 3.15 (Produit de Schur). Soient A, B € M,,(C). On définit le produit de Schur de A et
de B, noté A e B, par la matrice dont les entrées sont [A e B]i’j =A; ;B ;.
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(i) Si A et B sont symétriques positives, alors A e B est symétrique positive.

(i) Si A et B sont symétriques définies positives, alors A e B est symétrique définie positive.
Preuve. C’est classique, nous renvoyons par exemple le lecteur a I'exercice 11 pp. 250-251 de
I'ouvrage [13]. |
Lemme 3.16. Si la matrice [¢'™ '), sce, est positive (respectivement définie positive), alors
Vopérateur P, est positif (respectivement défini positif).

Preuve. Soient n € H®" et {&;,i € IN} une base Hilbertienne de H*". Remarquons que pour
CeH® et T EG,

<€a U7r*1§> = <U7r<’7€> (32)
Alors :
(n, Py = q" ™y, Unn)
T€6n
1 g
= — D " 70 Unon)
7ro‘€6n
= LS U gice s @)
! T,0€6,
- TL' Z Zq 7r77 §2><€17 GT]>
T,0€6, €N
1 1o
- E qu( ) Z <€za 7r77><€z> ol >
1€IN T,0ES,
ce qui implique le résultat. [ |
Lemme 3.17. La matrice [¢"™ 9], see, est positive pour q € [—1,1].

Preuve. Soit r : G,, — C une application. Il s’agit donc de montrer que :

> ' (o)) 2 0.

moEG,
On introduit ®, I’ensemble des couples d’élements distincts de {1,2,...,n} :
O ={(i,5), i #7,1<i,j<n}, ainsique ®"={(i,j) € P, i<},
de sorte que I(7) = |7(®T)\®T|. Remarquons que pour 7,0 € S,
070 n(@N\B*| = [x(@ )\ (@)
et que I(m) = I(7~'). Ainsi :

2[(r o) = I(z to)+I(c'7)
= |n 7o (@)\@F| + [0 n(@T)\ O
= [o(@N\T(T)| + |7 (2T)\o(2T)|
= |o(@7)Ar(27)], (33)
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ou AAB désigne la différence symétrique de deux ensembles A et B : AAB = AUB\AN B. Par
ailleurs, en notant y 4 la fonction caractéristique de ’ensemble A, il vient, pour A, B C  :

JAAB| = " |xa(z) = x5(@) = [xalz) — x5(z)". (34)

zed zed

Dans un premier temps, supposons 0 < ¢ < 1, et posons ¢ = e avec A\ > 0. L’idée est
d’écrire ¢! '9) sous la forme d’un produit :

Im™to) = exp(=M (7o)

A X
= exp(—§]0(<1>+)A7r(<I>+)\) grace a

A A
= TTew (~3heon@ —xewn @) wacea @D,

zed

q

Ainsi, d’aprés le lemme [3.15] il suffit de prouver que :

5 exp (=3 e @) — xetwe @) ) o 2 0

T,0€S,

Posons alors yg =0, y; = 1 et :

riy) =Y, rlo), rly)= >, r(o)
En définitive :

T e (—grxa(¢+)<x> - Xﬂ@ﬂw) (o = 3 e (—%\yz- —W) (o))

m,0€6, i,j=0
> 0
— Y

car la matrice suivante est définie positive :

Nous avons prouvé que la matrice [ql(”_lg)]maegn est positive pour 0 < g < 1.

Pour —1 < ¢ < 0, notons ¢,(7) = ¢/, de sorte que ¢,(7) = (=1)!™¢_, (7). Mais 'applica-
tion 7+ (—1)7(™ est multiplicative?®, donc définit une matrice positive car I(r) = I(7~") :

> (N r(o)r(n) = (Z (—1)“”)7«(@) (Z FU“’”W) > 0.

T,0€6, eSSy, TeGn

Le lemme et le cas 0 < ¢ < 1 permettent de conclure.
Finalement, le cas ¢ = 0 est trivial étant donné que ¢g(id) =1 et ¢o(m) =0 pour 7 # id. W

26Cest la signature de 7.
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Proposition 3.18. L’opérateur P, est positif pour tout g € [—1,1].
Preuve. C’est une conséquence des lemmes et 13.17 [ |
Proposition 3.19. L’opérateur P, est strictement positif pour tout ¢ € (—1,1)

Preuve. Le cas ¢ = 0 étant trivial, nous supposons ¢ # 0. Comme dans la preuve du lemme
, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 0 < ¢ < 1. Nous dirons que ¢, est
dégénéreé si la matrice (¢, (7710)]roes, que @, engendre n’est pas définie positive.

Par labsurde, soit 0 < ¢ < 1 tel que ¢, est dégénéré. D’aprés le lemme ¢ g est
dégénéré, et en itérant on obtient une infinité de valeurs ¢ (0 < ¢ < 1) distinctes pour les-
quelles ¢, est dégénéré. Or dire que ¢, est dégénéré, c’est dire que le déterminant de la matrice
[0y (77 0) ] r e, = [ql(”_l")]ﬁ,aegn est nul. Or ce déterminant est polynomial en ¢, ce qui est
contradictoire. Cela démontre la proposition. |

En définitive, d’aprés le lemme [3.14] et les deux propositions précédentes :

Proposition 3.20. Pour —1 < ¢ < 1, la forme bilinaire (-,-), est positive. Elle est définie
positive si |q| # 1.

3.5 Construction de I’espace de Hilbert

Ainsi, pour —1 < ¢ < 1, nous avons construit un espace vectoriel F, muni d’une forme
bilinaire (-, ), positive (définie si |g| # 1), un vecteur Q € F et des opérateurs {c(f), f € L*(R)}
définis sur F vérifiant les deux conditions suivantes :

Vf,g € L*(R), c(f)c*(g) — qc*(g)e(f) = ([, 9)1,
Vf e L*(R), c(f)Q2 =0,

ou ¢*(f) désigne 'opérateur adjoint de c(f) par rapport a (-, -),.

Proposition 3.21. Soit q un réel tel que —1 < q < 1. Il existe un espace de Hilbert €, un vecteur
Q € & et des opérateurs {c(f), f € L*(R)} définis sur un sous-espace dense’”| de & vérifiant les
deux conditions sutvantes :

Vf,g € L*(R), c(f)er(9) — g (9)e(f) = (f, o)1,
Vf e L*(R), c(f)Q2 =0,

ot ¢*(f) désigne l'opérateur adjoint de c(f).

Preuve. Dans le cas |¢| # 1, il suffit de prendre pour € la complétion de F par rapport a (-, -),.

Si |¢| = 1, notons N = ker(,-),, qui est un sous-espace vectoriel de F grace a (19). Nous
pouvons donc considérer I'espace vectoriel quotient F/N. Les opérateurs c(f), c*(f) passent au
quotient grace a , ainsi que la forme (:,-),. Cette derniére est définie positive sur F/N, et
nous pouvons continuer comme dans le cas |q| # 1. |

Nous voulons maintenant nous affranchir de 'assertion « défini sur un sous-espace dense ».
Pour cela, il faut étudier la continuité éventuelle des opérateurs c(f).

2Thien noter la différence par rapport au théoréme
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3.6 Etude du caractére continu des opérateurs c(f)

Un lemme est d’abord nécessaire pour notre étude. Rappelons que P, est autoadjoint (re-
marque |3.11)).

Lemme 3.22. En identifiant 7 & U, (voir définition , NOUS GVONS :
P = (1d®@ P™) (14 qm + ¢*mimy + -+ + ¢'mimy - - ).

Preuve. Notons R"™ = 1+ qm + ¢*mme + - - - + ¢"myma - - - T, Compte tenu du lemme il
suffit de montrer que pour &,7 € HE"D .

(€ m)q = (& (d® PYYR™) n).
En remarquant que :
My Tphy @ -+ @ By :hk+1®h1®"'®@®"'®hn+l>
il vient :

<91 ® ®gn+1, (1 ®Pq(n)R(n)> hl ® ®hn+1>

= > " Mo )2 @ @ gupr, B @ @@ ® B
k=1

= qu71<91,hk><92 R+ @ Gni1, 1 ®"'®]1Aie®"'®hn+1>q
k=1

= (1@ Gnr1, M1 @+ hnga)g d’apreés (27).
[ |

Proposition 3.23. Pour —1 < q < 1, lopérateur c(f) sur F est continu, et sa norme est donnée
par :

1
lethlle = =l s 0 < g <1, le(H)llg = Ifll3c si —1<qg<0.

Preuve. Remarquons que |[c(f)|l; = llc*(f)]l4-

Premier cas : —1 < ¢ <0. Pour (£ € F, on a:

(N (NEq = ()& E)q +ale()E c(f)E)q
< ([ 068

Cela implique ||c*(f)|ly < || fllq- 1 y a méme égalité, car ¢*(f)Q = f.

Deuzxiéme cas : 0 < ¢ < 1. En utilisant le lemme le fait que P(;”H) est adjoint et que
IR™]| < 1/(1 - q), pour x € F :

(z, PV PIM gy = (R™* (1@ PM) 2, R™* (Id ® P") )
IR™* |5l (1d @ Py™) 2[5

(Id® P™) (1® P™) )

IN

IA

1
T
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Comme Pq("ﬂ) et Id ® Pq(n) sont positifs auto-adjoints, on en déduit que pour x € F :

1

(x, " V) <
1—gq

q

(z,(Id® P™) z). (35)

Pour démontrer ce passage, on pourra consulter le sujet d’examen [12] (probléme, question 3).
En définitive :

(&N = (fRETRE,
= (fo& PRI (f®8)
1
S 1—_q<f7 f) <€7 Pq(n)€> d,aprés a
ce qui démontre la continuité de ¢*(f). On voit de plus que ||c*(f)|l; = 1/v/1 — q|| f]|5c en utilisant
le fait que c*(f)f®" = f@+D et que grace a :

(fENAD ] fOMEDY — (1 g+ - 4+ ¢ P O,

Les propositions et impliquent en définitive le théoréme
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4 « Completely positive maps on Coxeter groups ... »,
d’aprés BOZEJKO ET SPEICHER

4.1 Introduction et structure de la preuve

Nous nous intéressons maintenant a la deuxiéme preuve de Bozejko et Speicher [6]. Le résultat
obtenu dans cet article est le suivant :

Théoréme 4.1. Soit ¢;; des complezxes tels que q;; = @5; et sup |qi;| < 1. 1l existe un espace de
Hilbert &, un vecteur Q2 € & et des opérateurs {a;,i € N} définis sur un sous-espace dense de €
vérifiant les deux conditions suivantes :

VZ,] S IN, OJZ'CL; — qma;ai = 5@']’7
Vi € IN, aiQ = 0,
ot a} désigne 'opérateur adjoint de a;.

Commencons par introduire nos outils de travail.

4.2 Groupes de Coxeter finis

On va donner ici quelques idées sur les groupes de Coxeter finis : d’abord leur intuition
géométrique, puis quelques énoncés qui nous serviront par la suite. Toutes les propriétés et
exemples sont donnés sans démonstration aucune. Pour une présentation plus formelle de ce
sujet, nous renvoyons a [9] et [10].

4.2.1 Intuition géométrique

Soit un espace vectoriel de dimension fini V. Un groupe de Coxeter W sera un sous-groupe
fini de GL,, (V') engendré par des réflexions s; par rapport a des hyperplans H;. Le fait de réclamer
que W soit un groupe fini entraine bien sir des contraintes géométriques fortes sur les positions
respectives des hypreplans Hf_g] Considérons alors I'ensemble des hyperplans images des H; par
les éléments de W : ces hyperplans découpent 'espace V' en demi—céneﬂ identiques. Au groupe
de Coxeter W, on peut donc associer un pavage de V par des demi-cones identiques. Un de ces
demi-cones se voit assez bien : ses bords sont les hyperplans H;. Notons le €. Et, il se trouve que
I’action de W sur ’ensemble des cones qui pavent est libre et transitive. On a donc une bijection
entre les éléments de W et 'ensemble des demi-cones, par 'application qui & w associe w((C)).

4.2.2 Quelques propriétés des groupes de Coxeter finis

Définition 4.2. On considére un ensemble fini S = {s;}. On souhaite créer un groupe contenant
S, tel que les s; vérifient des relations de commutation particuliéres, du type (s;s;)™% =e - oll e
désigne I'élément neutre. En fait, étant donné des entiers m;; tels que m;; = 1@, et m;; = mj;, on
peut toujours trouver un groupe W engendré par S tels que les s; vérifient les relations souhaitées,
et seulement ces relations 1a (formellement, W est 'unique groupe a isomorphisme prés vérifiant
une certaine propriété universelle). On dit alors que (W, S) est un systéme de Coxeter.

28En dimension 2 par exemple, 'angle entre deux droites H; devra étre un multiple rationnel de .
29Rappelons qu’un cone est un ensemble de droites, et n’est pas forcément & base circulaire.
30L’intuition géométrique veut en effet que les s; soient des réflexions, donc d’ordre 2.
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Remarque 4.3. Notons que la condition m;; = 1 se réécrit s; = si_l.
Exemple 4.4. Les groupes de Coxeter dans leur formalisme semblent a priori bien abstraits.
Certes. Cependant - et c’est la raison d’étre de cet exemple - le groupe de permutation G,
peut étre vu comme un groupe de Coxeter. C’est d’ailleurs quasi-exclusivement a &,, que nous
appliquerons cette belle théorie.

Considérons les éléments suivants de S, : pour 1 < ¢ < n — 1, on note 7; la transposition qui
échange 7 et 7 + 1. Les relations sont alors les suivantes :

72 =Id, Tmi 1T = T Wi et m;m; = mm; pour |i — j| > 2.
On a donc m;; = 2 pour |i — j| =1, et m;j = 3 pour |1 — j| > 2.

Revenons quelques instants aux groupes de Coxeter généraux : tout élément de W peut s’écrire
(de plusieurs maniéres) comme produit d’éléments de S.

Définition 4.5. Soit w € W. Parmi toutes les maniéres d’écrire w comme produit d’éléments
de S, il en existe au moins une qui est de taille minimale. On appelle alors longueur de w - et
on note I(w) - la taille minimale des écritures de «f] On appellera écriture réduite de w toute
écriture de w de taille minimale.

Exemple 4.6. Donnons quelques exemples sur notre groupe de Coxeter préféré, G,,.

—(Id)=0

- l(’ﬂ'z) =1

- l(ﬂ‘iﬂ'i_;,_g) =2

- Z(Wﬂiﬂﬂﬂhﬂ) = 2 car T 1M1 = T
D’autre part, rappelons que le nombre d’inversion d’une permutation 7 est le cardinal
de l'ensemble {(7,7),i < j et w(i) > w(j)}. On fait alors le constat suivant : pour toute
permutation T € G, l(7) = I(m).

On a la propriété suivante :
Proposition 4.7. Soit W un groupe de Coxeter. Il existe un unique plus long élément oo € W
Attention : en dépit des apparences ce résultat est relativement non trivial.

Exemple 4.8. La permutation la plus longue de G,, est la suivante :
og:t+—mn—1i+ 1.

4.2.3 Sous-groupes de Coxeter

Définition 4.9. On définit naturellement la notion de sous-groupe suivante : soit J C S. On
note W le sous-groupe de W engendré par J. Alors (W, J) est un groupe de Coxeter.

Exemple 4.10. Le sous-groupe de &,, engendré par my, ms, ... , m,_o s’identifie & &,,_;.

31Elle correspond au nombre minimal de cénes que ’on doit traverser pour joindre € et w(C).
32Cet élément correspond géométriquement 3 I’endomorphisme qui envoie tout demi-cone du pavage sur le
demi-cone qui lui est opposé.

32



On va maintenant essayer de décomposer les éléments de /. On a donc besoin d’introduire
des sous-ensembles de V.

Définition 4.11. Soit J C S. On pose D; := {0 € W,l(os) = l(0) + 1, Vs € J}. On pose
également J, := {s € S,l(os) =l(c) + 1}. Ainsi :

ceDy& JCJ,.

Remarque 4.12. Un élément de W, o, appartient a D si et seulement si o est le plus court
élément du sous-ensemble oW ;. D; est donc un systéme de représentants canonique des classes
d’équivalence W/W;.

On a la décomposition suivante :

Proposition 4.13. Tout élément w de W s’écrit de maniére unique sous la forme w = 17507, ot
77 € Dy et o5 € Wy. De plus, l(w) = U(1y) + (o).

Et pour terminer, une propriété qui nous servira par la suite :
Proposition 4.14. On a la formule suivante - dont la preuve n'utilise que de la combinatoire :
0 si0# 0y
)Wl = )Ml = /
Z (=1) Z( ) 1 sio0=o0y.
JCSetoeD; JCJs

ot oy désigne le plus long élément de W.

4.3 Résultat de positivité

On va s’intéresser a la positivité d’un certain opérateur P, défini a 'aide d’un groupe de
Coxeter W. Dans un futur proche, cet opérateur P nous servira a définir un produit scalaire.
On considére donc un systéme de Coxeter (W, .S), ot les relations de commutation (s;s;)™#% sont
vérifiées.

Définition 4.15. Soit un espace de Hilbert . On note par B(H) I’ensemble des endomorphismes
continus de H. On considére des opérateurs T; € B(H) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) T =T,
(i) I3 < 1,
(iii) Les relations de commutation suivantes sont vérifiées :
(T, = Id.
On souhaite définir une fonction ¢ : W — B(H) ayant certaines propriétés. Procédons :
Proposition 4.16. Il existe une unique application ¢ définie de la maniére suivante :
ple) = Id, p(m) =T;
et, si o € W admet comme écriture réduite o = 5;1)Si(2) * * * Si(k), alors
p(o) = TiyTi) -+ - Tiy-

On note de plus que ¢(0)* = (o).
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Preuve. La premiére assertion porte le doux nom de proposition 5 dans I'excellent ouvrage de
Monsieur Nicolas Bourbaki [9)].

La remarque finale découle du fait que, si 0 = s;(1)Si(2) - -  Si(k) est une écriture réduite de o,
alors 071 = s;k)Sik—1) - - Si(1) est une écriture réduite de ot [

Enong¢ons maintenant le résultat central de cette partie. Ce qui suivra aura pour unique but
d’en mettre en place une preuve :

Théoréme 4.17. L’opérateur de B(H) :
P:=) (o)
oeW

est positif, c¢’est-a-dire que pour tout x € H, (P(x),x) > 0.
On peut se ramener au théoréme suivant :

Théoréme 4.18. On met 'hypothése supplémentaire suivante sur les opérateurs T; :
Vi || T3 < 1.

Alors Uopérateur :

P = Z (o)

oceW

est strictement positif, c¢’est-a-dire que pour tout x € H non nul, (P(x),z) > 0.

Preuve de |4.18| = |4.17| On considére les opérateurs Ti(t) = tT;. Les Ti(t) vérifient alors les
hypothéses du théoréme [4.18] Ainsi, I'opérateur :

PO — Z o(o)t)

ceW

est strictement positif pour tout 0 < ¢ < 1. Si on fait tendre ¢ vers 1, les opérateurs P convergent
au sens de la norme uniforme vers P. En particulier, P est positif.
|
L’assertion de positivité du théoréme peut se ramener - par continuité - & une assertion
d’inversibilitd®]

Théoréme 4.19. Soient des opérateurs T; tels que ||T;|| < 1. On construit ['application ¢ et
DUopérateur P comme précédemment. Alors P est inversible.

D’aprés la propriété [£.16] notons que 'opérateur P est auto-adjoint. En effet :
Pr=2 elo) =) ¢lo)=P
ceW ceW

On va donc énoncer quelques propriétés sur les opérateurs auto-adjoints qui permettront de
faire le lien entre les théorémes et :

33Ce schéma de preuve ressemble & celui de article de Zagier : voir la proposition
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Proposition 4.20. Soit A € B(H). On appelle spectre de A Uensemble :

{N € C, A — \d est non inversible}.
Si A est auto-adjoint, le spectre de A est inclus dans R, et le réel :

mo(A) = inf {(Az,z),z € H et ||z| = 1}
est le plus petit élément du spectre de A.
Preuve. Nous renvoyons le lecteur & son cours de théorie spectrale préféré. [ |
Lemme 4.21. Soient A, B € B(H) deux opérateurs auto-adjoints. Alors :
mo(A) — mo(B)| < | A - B

Preuve. On peut supposer mo(B) > mg(A). Soit € > 0. On peut trouver x € H de norme 1 tel
que mo(B) > (Bz,z) — €. On a de plus mg(A) < (Ax, x).
On a alors les inégalités suivantes :

mo(A) — mo(B)| < (Az,) — (B, 2) + € = {(A— B)r,a) + ¢ < |A— B
Ceci étant vrai pour tout €, on a donc |my(A) — my(B)| < ||A — B||. |

Preuve de = On considére encore une nouvelle fois les opérateurs Ti(t) := t1; pour
0 <t <1, et les opérateurs P = > vew ©(o)t!@), Or, I'application ¢ — P® est continue.
D’aprés le lemme , I’application t +— mO(P(t)) est donc continue. Or, I'inversibilité de P®) -
découlant du théoréme @ - implique que mo(P®) # 0 : en effet, mo(P®) = 0 entrainerait que
0 soit dans le spectre de P - d’apres la propriété Ce qui est impossible si P est inversible.
Or, mo(Id) = mo(P®) =1 < 0. Ainsi, mo(P®) > 0 pour tout ¢ par continuité. En particulier,
mo(P) > 0. Ce qui est exactement dire que P est strictement positif. [ |

On va maintenant énoncer un dernier lemme, qui nous permettra de montrer enfin l'inversi-
bilité de P ... et donc d’avoir la preuve du théoréeme [4.17

On pose désormais, pour un sous-ensemble A C W, P(A) = > __, (o). En particulier,
P=P(W).

Lemme 4.22. Soit (W, S) un groupe de Cozxeter fini. Soit my l'unique plus long élément de W.
Alors, on a l’égalité suivate :

> (=D)YIP(Dy) = ¢(m).

JCS

Preuve. En effet, on peut faire les calculs suivants - en pensant & utiliser la formule 4.14] :

Y OYIP(Dy) = Y ()Y Y ()

JCs Jcs €Dy

- > ()

TeW \JCJr
= @(m).
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Preuve du théoréme On va prouver ce résultat par récurrence sur le cardinal de S. Pour
|S| =0, W = {e}. Ainsi, P = Id. Pour |S| =1, W = {e,s1}. Ainsi, P =1d+T;. Or |[T1]| < 1:
P est donc inversible.

On suppose maintenant savoir que P(W) est inversible pour tout groupe de Coxeter tel
que |S| < n — 1. On considére un groupe de Coxeter W tel que |S| = n. On a pour tout
J C S - l'inclusion est stricte - 'égalité P(W) = P(D,;)P(W;), qui résulte de la propriété de
décomposition et de la définition de I'application ¢. Ainsi, on a P(W)P(W;)~' = P(Dy).

Par le lemme [4.22] on a les égalités suivantes :

pWw) <Z(_1)J|P(WJ)_1> = > (-)VIP(Dy)

p(o0) — (=11 P(Ds)
= y(o0) — (-1)FI1d.

Comme |¢(00)|| < 1, I'élément ¢(oo) — (—1)111d est inversible. Alors :

P(W) (Z(—1)|J|P(WJ)—1> (¢(og) — (—1)|S|Id)_1 — Id,

Jcs

et P = P(W) est donc inversible & droite. Comme P = P*, P est également inversible a gauche,
donc inversible. [

4.4 Conclusion
4.4.1 Traitons un cas plus général

On va utiliser un formalisme proche de Pautre article de Bozejko et Speicher, [5]. Nous tra-
vaillons donc sur espace F = @ H®", ou H®® = CQ.

On considére alors un opérateur T € B(H ® H), tel que T soit un contraction auto-adjointe :
IT|| <1etT*=T.On suppose de plus que T" vérifie les relations suivantes :

(Id@T)T®I1d)(Id®T)=(T®I1d)(Id® T)(T ® Id),
ou (T'® Id) et (Id ® T) sont naturellement définies sur H @ H & H.

Définition 4.23. Définissons alors pour tout 7 un opérateur T sur les espaces H®" tels que
n > 1+ 1, de la maniére suivante :

Ii=1d® - QIdT®Id®---® 1d.
——— ———

i—1fois n—i—1fois

Proposition 4.24. La ot ils sont définis, les opérateurs T; vérifient les relations de commutation
sutvantes :
TToiT, = Tin T et TT; =TT, pour |i — j| > 2.

Notons que ces relations sont celles vérifiées par les générateurs des groupe de Coxeter &,
(voir I'exemple . Ainsi, en prenant les opérateurs T; pour 1 < ¢ < n vérifient les hypothéses
(écrites en nécessaires pour appliquer le théoréme de positivité avec W = G,,.

On va maintenant définir pour tout f € H des opérateurs de création et d’annihilation sur
F. Notons la similitude avec la définition [3.4]
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Définition 4.25. Définissons dans un premier temps des opérateurs création b( f) et annihilation
b(f)* dit libres :

b(f) 2= f, V()@ @h)=f@h ®: @ hy,
et b(f)Q2 =0, b(f) M ® - @ hy] = (fh1)ha @ -+ @ hy,.

Remarquons que les opérateurs libres b(f) et b*(f) sont adjoints 'un de I'autre pour le produit
scalaire usuel. Déformons maintenant ces opérateurs libres comme suit :

()" = b(f)",
et C(f) = b(f)(]d -+ T1 + TlTQ + ...+ TlTQ cee Tn—l) sur g_(@n‘

Malheureusement, c(f) et ¢*(f) ne sont plus adjoints I'un de I'autre pour le produit scalaire
usuel de . On cherche donc a définir un autre produit scalaire sur F.

Définition 4.26. Définissons l'opérateur P™ =3 o () € B(H®") , ou lapplication ¢ est
celle définie par la propriété [4.16]

Pour g € H®" et h € H*™, on pose <9,h>T:{ ; singm

(g, P"™h) sinon
On prolonge (-, -)7 en une forme hermitienne sur JF.

Notons que par le théoréme la forme hermitienne (-, -} est positive. Quitte & quotienter
par son noyau (voir le lemme [2.39)), on a affaire & un produit scalaire.

Proposition 4.27. Pour tout f € H, les opérateurs c(f) et ¢*(f) sont conjugués par (-,-)r.
Preuve. D’aprés la définition de T}, on a :
B ()T, = T ().

On déduit de cette égalité que :

b*(f)P™ = (Id @ PM™)b*(f).
En passant & I'adjoint (rappelons que I'opérateur P™ est auto-adjoint), on obtient :

PWb(f) = b(f)(Id @ P™). (36)
D’autre part, avec W = &,,41, J = {ma,...m,}, W, s’identifie & &,,, et :

Dy ={e,m, MM, . ,TpTp_1- 71}

En écrivant P(W) = P(D;)P(W}), on obtient donc :

PO = P(&,11) = R™ V" (1d @ P™), (37)
ol on aura poseé :
R™W = Id+ Ty +T\To+ ...+ T Tp_sTpy. (38)
Notons au passage que :
c(f) = b(f)R™ sur H=", (39)



par définition. Passons alors a adjoint I'équation (37)) :
PO — (Jd @ PM)RMD, (40)

Utilisons alors successivement le fait que ¢*(f) = b*(f) et b(f) sont adjoints, I'égalité (40),
Iidentité (36), et la vérité (39) pour mener le calcul suivant, ot g € H®" et h € H2"F) .

(c*(Ng.hyr = ("(f)g, P™Vh)
g9,0(f)P"+Vh)
g, b(f)(Id ® PM™)RM+Dp)

R(n+1)h>

5
<
o
—
~
S~— ~—

d’oul le résultat. [ ]

Considérons maintenant un espace de Hilbert séparable I, et une base hilbertienne {e;};cn
de H. Un opérateur T' € B(H @ H) peut alors s’écrire matriciellement sous la forme :

T(e, ® ep) g tcbec ® eq
c,deN

Supposons que T vérifie les hypothéses que I'on souhaite : ||T'|| < 1, T* = T et la relation de
commutation (Id @ T)(T @ Id)(Id®T) = (T ® Id)(Id @ T)(T ® Id). On pose alors a; := c(e;),
et on munit H du produit scalaire associé a T.

Proposition 4.28. Les relations de commutation suivantes sont vérifiées :

i %
E tianas = 0;

r,s€N

Preuve. Considérons un vecteur v € H®™ 11 suffit de montrer que :

= ) tirarafv] + 6, [v].

r,selN

Or a;a} agit par définition comme b(e;) R"Vb(e;)* sur H™. De plus, identité R = Id +
Ty(Id ® R™) découle de I'expression [38] Ainsi, sur H=() :

a;a; = b(e;)b(e;)" + b(e;) Th(Id ® R(”))b(ej)*.
Or b(e;)b(ej)* = d;;1d. Ainsi, il suffit de montrer que :

b(e;)T1(Id ® R™)b = ) thala,[v]

r,s€IN

Or, par définition, aas agit comme b(e,)*b(es) R™ sur H®™. D’autre part (Id @ R™)b(e;)* =
b(ej)*R(").
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On veut donc montrer que :
b(ei)Tib(e;)" R™[v] = > tb(e,) b(es) R™[u].
r,s€lN
Par le changement de variable v/ = R [v], et par linéarité, il suffit de montrer que :
b(e;)Thb(ej)" [eq ® v] = Z t;;b(er)*b(es)[ea ® v]
r,s€IN
pour tout vecteur de la forme e, ® v € H™. Or :

be;) e ®v] =€; @ e, @ 0.

D’ou :
Tile; @ eq @ 0] = [ Y | t5te. @ ed @ 0.
c,deIN
Ainsi :
b(e;)T1b(e;j)" [eq ® V] Zt
delN
Or:
Z tinb(e,)*bles)[eqa @ v] = Z thre, @,
r,s€lN r,selN

ce qui est le résultat souhaité.
En conclusion, on a bien la relation de commutation suivante :

* ir .
a;a; — E tisayas = 0;5.

r,s€IN

4.4.2 Revenons a nos relations de commutation

On considére alors 'opérateur () € B(H) tel que B(e; ® ;) = gjiej ® e;. On vérifie que, si les
q;; verifient les deux conditions suivantes : ¢;; = @j; et sup|¢;;| < 1, alors () est une contraction
auto-adjointe vérifiant les relations de commutation que I'on souhaite. En reprenant les notations
précédentes (avec t;{;), on a dans les cas de l'opérateur Q) :

o
tis = ij0jr0is
Et les relations de commutations liant les opérateurs a; et a; deviennent donc :
* *
CLiCLj — qijajai = 51]
Nous avons donc le résultat suivant :

Théoréme 4.29. Soit q;; des complexes tels que q;; = Gj; et sup |q;;| < 1. 1l existe un espace de
Hilbert &, un vecteur 2 € € et des opérateurs {a;,i € N} définis sur un sous-espace dense de €
vérifiant les deux conditions suivantes :

Vi, 5 € N, a;aj * —q;;a;a; = ijs
Vi € IN, (IZ‘Q = 07

ot a} désigne l'opérateur adjoint de a;.
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5 « Generalized statistics of macroscopic fields »,
d’aprés SPEICHER

5.1 Introduction et structure de la preuve

Nous nous intéressons finalement a la preuve de Speicher [7], qui est la plus récente (1993).
Elle posséde la particularité d’aborder celui-ci d’un angle différent et utilise un peu de théorie
des probabilités (lemme de Borel-Cantelli). Le résultat principal est le suivant.

Théoréme 5.1. Soient {q;;;i,j € N} des réels compris au sens large entre —1 et 1. Soit A la
«—algebre unitaire (voir définition[2.4]) engendrée par {a;, a};i € IN}. Alors il existe un opérateur
p sur A vérifiant p(xz*) > 0 pour tout x € A et tel que :
VP, Q € A, p(Pa;a;Q) = qijp(Paja;Q) + 6;;p(PQ).
Nous verrons que ce théoréme a pour conséquence :
Corollaire 5.2. I existe un espace de Hilbert €, un vecteur Q2 € € et des opérateurs {a;,i € N}
définis sur un sous-espace dense de & vérifiant les deuxr conditions suivantes :
\V/Z,] € INa Clz‘(l;-( - sza;az = 5Z]a (41)
Vi e N, a;$2 = 0. (42)
L’idée de la preuve consiste a partir d’opérateurs vérifiant les relations de commutation ca-
noniques (g;; = £1) et a construire € ainsi que a;, af comme « limite » (en un sens a préciser)
des premiers opérateurs. La forme sesquilinéaire hermitienne « limite » sur € va alors étre limite
simple de produits scalaires, donc va nécessairement étre positive. La difficulté n’est donc pas

I’étude de la positivité de quelque chose, mais survient lorsqu’on veut montrer que cette « limite »
existe.

5.2 Définition d’un état particulier

Les opérateurs de base nous sont fournis par la propriété suivanteri{] :

Proposition 5.3. Soient {sf};i,j, k,l € N} des entiers égaux a +1 ou —1, tels que sf} = s?f et

sil = st Il existe un espace de Hilbert F, un vecteur Q € F et des opérateurs {bgk);i,k € N}
vérifiant les conditions suivantes :
VikeN | bF 0 =0, (43)
. . . k), (1 1), (k k) () Ly (k
Vi,j, k0 € N tq. (i,k) # (5,1) b = M BB e BT = gk D) (4g)
Vike N | 165 = 1. (45)

De plus, en notant B la x—algébre libre engendrée par les opérateurs {bgk);i,k € N}, B; la
x—algebre libre engendrée par les opérateurs {bgk); ke N} et op(b) = (Q,08), nous avon :

P(aiy - -~ aigry) = O(aiq)) - - - d(@icr)), (46)

pour tous v € N, a;) € Bir). On dit que ¢ se factorise sur un ensemble ordonné de A.

34GQpeicher n’inclut pas les équations et dans les hypothéses de sa proposition. Elles nous semblent
cependant indispensables.
35Cette condition est fondamentale.
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Preuve. Dans 'article étudié [7], Speicher donne un argument physique et renvoit le lecteur &
[8] pour une preuve. Un cas moins général y est traité. On peut se convaincre de la véracité de
ce résultat en invoquant le théoréme de la section précédente. |

Définition 5.4. Un état p sur une x—algébre A est une forme linéaire positive, au sens ot :

Vo e A, p(z*z) >0

Nous construirons un produit scalaire en posant (x,y) = p(z*y), ce qui motive I'introduction
de cette notion.

Remarque 5.5. Notons que ¢ est un état : cela découle de sa définition.

Remarque 5.6. De plus (z,y) — ¢(z*y) définie sur B x B est une forme sesquilinéaire & symétrie
hermitienne définie positive : cela découle de la définition de ¢.

Remarque 5.7. On a, d’apres les équations (43), et :
Vi kleN,  o7b)) = o0 b)) = o070 =0, $(b0") = dudy.

Définition 5.8. [Définition d’un état particulier] On posd™|:

1 & 1 &

(™) (k) (V)= (k)*
a; = ——= b, a; " = —F= b,
N 2 UF
On suppose que pour tous n € N et ¢1,...,1, € N, la limit@:

: (N)# (N)#
o (%) @

existe, oll # indique que ’on peut mettre une % ou rien a sa place.
Comme dans la proposition 2.5 on considére A, la x—algébre unitaire engendrée par ’alphabet
{a;,af| i € N}. On définit alors la forme linéaire p paif|:

# # _ 1 (N)# (N)#
p(aw(l)...aw(n)) _N1—1>r£oo¢<a¢(1) ...aw(n)). (48)

Nous dirons que p est un état effectif.

Proposition 5.9. Sous I'hypothése d’existence des limites sus-mentionnées, p est un état sur A.

Preuve. C’est une conséquence de la remarque [5.5) et de (48)). |
36Intuitivement, aEN) et al(-N)* sont des opérateurs moyennés.

37Intuitivement, ¢ est une « loupe » qui nous permet de voir ce qui se passe abstraitement dans la *—algébre.
38Notons que p est défini sur I's—algébre A, qui n’a pas de lien de parenté avec 1’+—algébre B. Par exemple,

ayp, € A mais afﬁ) € By,.
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5.3 Condition d’existence de I’état particulier

Le but est de donner une condition d’existence des limites précédentes. A cet effet, nous
introduisons quelques notions sur les partitions. Par commodité, nous noterons [n] = {1,...,n}.

Définition 5.10. V = {V;,...,V,} est une partition de [n] si les V; sont des ensembles ordonnés
disjoints avec UY_;V; = [n]. On note alors V € P(1,...,n). Soit n = 2r un entier pair. On
définit Py(1,...,n) comme I'ensemble des partitions de {1,...,n} en couples. Autrement dit,
V e Py(1,...,n) si on peut écrire V = {Vy,...,V,} ou les V; sont des ensembles non vides
ordonnés a deux éléments tels que UY_,V; = [n]. On écrira V; = (e;, 2;) avec e; < z;.

Pour V € P5(1,...,n), on définit ’ensemble des inversions de 'V par :

IV)={(,j)] i, j€r], es <ej <z <z}
Si I(V) =0, on dit que V est admissibld™}
Exemple 5.11. Pour n =6 et V = {(1,3),(2,5), (4,6)}, on trouve I(V) = {(1,2),(2,3)}.
Le théoréme suivant donne la condition recherchée.

Théoréme 5.12. On considere les opérateurs de base donnés par la proposition[5.3. Si pour tous
relN,VePy(1,...,2r) et (1),...,9(r) € N la limite suivante existe@]@

1
V), ()] = lim = Z [T sivuor (19)
ki,...kr=1" (i,5)€I(V)

ki#k; 51 i#£j

alors les limites de ’équation existent, ce qui implique ['existence d’un état effectif p au sens
de la définition[5.8

De plus, dans ce cas, p est déterminé par les relations suivantes. Pour v,7 € IN :
plaia;) = plaga;) = plaja;) =0, plaiaz) = 0y (50)
Sin est impair, pour ¢¥(1),...,¢¥(n) € N :

plaly - al) =0. (51)

Sinon, pour tous r € N et (1),...,9(2r) e N :

#
plafy  af) = > p (“t@l)aj(zl)) P (aj(enat(zr)) (V)W (er), - dlen)].
-
1,.

V= {(617 (67 727“)}
€P2(1,...,2r)

(52)

390n peut donner une interpretation géométrique de I(V) : on place des points réguliérement espacés sur
une droite correspondant aux entiers de [n] et on relie e; & z; par un demi-cercle. Une inversion correspond a
I'intersection de deux tels demi-cercles.

40Cette caractérisation est bien meilleure : seules les donnees initiales, & savoir les nombres s;

41Gi 'V est admissible, on pose t(V)[t)(1),...,9(r) =

kl

ij » interviennent.
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Ces équations semblent sorties du chapeau. Nous verrons qu’il n’en est rien, et que I’expression
de t(V) intervient naturellement lorsqu’on utilise les relations de commutation comme il faut.

Précisons que Speicher ne fait pas la démonstration : il dit, & juste titre, qu’elle est trés proche
de celle du théoréme 1 de [§]. Nous nous proposons donc de démontrer le théoréme Nous
avons d’abord besoin de quelques résultats préliminaires avant d’attaquer la démonstration.

Remarque 5.13. Soient r = 2n et V = {(e1,21),...,(én,2n)} € Po(1,...,n) admissible. En
utilisant par exemple l'interprétation géométrique des inversions, on voit qu’il existe [ tel que
z1=e + 1 et V\(e, 2), interprété comme partition de [r — 2|, est admissible.

Définition 5.14. Soient V = {Vi,...,V,} une partition de [n] et (ki,...k,) un n-uplet. On note
(ky, . k) €V s

Vi, 7, k; = k; < 1, j appartiennent a un méme V.

Preuve du théoréme Il s’agit de calculer, pour n et ¥(1),...,9¥(n) € N :

N
N NG, VRS AN (k)# g (kn)#
My -—¢<%<1> T iy ) =z 2 ¢<bw<1> Oup(r) )

15-skn=1

D’une part, dans le cas n = 2, on voit que les équations sont une conséquence de la remarque
D’autre part, dans le cas général, I'idée est d’utiliser les relations de commutation de base
afin de mettre I'argument de ¢ sous une forme ordonnée (voir ) qui permet de factoriser par
0.

On écrit ensuite :

N
Z — Z Z Ly, kn)evs

N
Kiyonkn=1  ki,kn=1VEP(1,....n)

de sorte qu’apres interversion des sommations :

_ 1 (b))t
My= >, w5 2 ¢<bw<1> "'bwm))-
VeP(1,...,n) ki, kn=1
(kl,...kn)ev

Nous nous intéressons maintenant a la derniére somme (V étant considéré comme fixé).

Remarque 1. S1'V = {V4,...,V,} et §'il existe j tel que V; soit de cardinal 1, alors pI#
commute ou anti-commute avec tout le monde, et on peut 'amener en premiére ou en derniére

position. Comme ¢(b) = (Q,b82), d’apres (43), il vient :

k)% )% _
¢<%<1) 2 Dy ) =0.

On peut donc supposer V' = {Vi, ..., V,} avec pour tout j, |V;| > 2, ce qui implique en particulier
que :
p<n/2. (53)

42 Ainsi, il existe V tel que (ki,...,k,) € Vet (I1,...,l,) € V si, et seulement si, ces deux n-uplets ont « les
meéme indices de redondance ».
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Remarque 2. Soit V = {Vi, ..., V,}. En utilisant les relations de commutation de base, on voit

que pour tout n-uplet tel que (kq,...,k,) € V, la valeur |¢ <bff(11))# e bff(’;b))#) | est indépendante

du (ki,...,k,) considéré. On la note my. Il vient alors :
N N
1 (k1)# (kn)# 1 _ Ap:n
Nn/2 Z ¢ <b¢(1) w by ) = Nn/2 Z My =My yrms
k;17"'7kn:1 k17"'7k'n:1
(kl,...,kn)ev (kl ..... kn)GV

ou A,y :=N(N—-1)--- (N —p+1). Or quand N — +oo, A, x ~ NP. On en déduit que pour
p<n/2:

A
lim pilV

Netoo N”/2 == 07

de sorte que :
1 k)t )| _
Jim = Y e (%(1) by ) =0
Compte tenu de , cela montre que seules les partitions vérifiant p = n/2 contribuent a la
limite de M.

Cas 1 : n est impair. Alors p < n/2, ce qui donne, grace a la remarque 2, 'équation (51)).

Cas 2 : n = 2r est pair. Grace aux remarques 1 et 2, on écrit V = {(e1,21), ..., (€r, 2:) }-
Cas 2.1 : 'V est admissible. D’apreés la remarque soit [ tel que z; = e;+ 1 et V\(ey, 2;) est
admissible. Montrons que :

(kl)# (kn)# _ e )# (ker ( 7‘)#
¢ <bw<1> " by ) =9 ( D) ) (b Y Yo ) : (54)
Cas 2.1.1 : Y(e;) = ¥(2). Dans ce cas, le bloc b oo b;( )) commute avec tout le mond,

et une récurrence nous montre que (54).
Cas 2.1.2 : Y(e;) # ¢¥(z). Dans ce cas, la remarque montre que les deux termes de
I’équation sont nuls.
Or d’aprés la remarque [5.7], Uexpression de I'équation est indépendante du choix du
r-uplet (ki,...,k,) € V. Comme :
lim An/2N
N—Yoo Nn/2

=1,

nous trouvons bien dans le cas ou1 'V est admissible.

Cas 2.2 :'V est non admissible. Cela signifie qu’il existe des inversions. Qu’a cela ne tienne!
En utilisant les relations de commutation de base, on enléve toutes les inversions en procédant de
la maniére suivante (notons que ce procédé est trés proche de la démonstration de la proposition
2.27) :

43(’est pour cette raison que les V admissibles jouent un role particulier.
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- S'il existe une inversion (j,[) (c’est-a~dire e; < ¢, < z; < z , j < l), on considére une
inversion e; < e; < z; < z telle que |e; — ¢ soit minima]@ En utilisant les relations de
commutation, on échange successivement les termes en positions e; et e;41, puis en positions
ej+1 et ej10, et ce jusqu’a échanger les termes en positions ¢;_; et ¢;.

- Sinon, il n’y a plus d’inversions, et nous avons terminé.

On se retrouve alors avec une partition admissible V' et on peut appliquer le sous-cas précé-
dent. Lorsque ¢(V') est non nul, les coefficients sf} qui apparaissent lors de ces échanges sont
donnés par :

N N

1 (k1)# (kn)# 1 ke ske; /
wE D ¢(bw(1> "'%(n)) = v 2 IT sechien | o)
kjl,...,knzl k17"'7k27‘:1 (’L,j)Ej(V)
(k1,....kn)EV (k1,....kar)EV

1 kz,k /
= > 11 Sewey | PV,
Kt kp=1 (4,5)€I(V)
kitk; S1 ij

ot (V') est donné par I'équation (54). Cette derniére expression tend vers ¢(V')¢(V) lorsque N
tend vers 400, ce qui conclut. [ |

5.4 Preuve du résultat

Nous montrons maintenant qu’il eziste un choix des nombres s de sorte que les limites

1
définies dans I’équation existent. !
L’idée est la suivante : on tire les nombres sf} aléatoirement suivant une certaine loi. On
montre alors que les limites définies dans 1’équation existent presque sdrement, ce qui dé-
montre I’assertion précédente{zﬂ. Nous rappelons d’abord un lemme qui nous sera fort utile.

Lemme 5.15. Soit {X,;n € N} une suite de variables aléatoires d’espérances finies telle que
E[X,] converge (dans R) quand n tend vers +o00, vers une valeur notée C. On suppose que pour
tout € > 0 :
lim P ({ sup | Xy — E[X ]| > 6}) = 0.
N—+400 M>N
alors :
p.S. lim Xy =0C.
N—+o00

Preuve. C’est classique. Rappelons que ce résultat est une conséquence du lemme de Borel-
Cantelli. [ |

Théoréme 5.16. Soient {g;;;i,j € N} des réels vérifiant —1 < ¢;; = q;; < 1. Pouri,j,k,l € N,
on choisit les facteurs de commutation sg de maniére indépendante sous les lois suivantes :
kl _ ij Kl _ ij

Pl =+1) =128 P =)= 100

44Nous conseillons au lecteur de voir cet algorithme géométriquement.
45Bien évidemment, on ne connait pas explicitement quel choix des facteurs s

kl

ij convient.
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Alors pour V € Py(1,...,2r), presque sirement :

t(VA), ..o = ] wowo

(4,5)€3(V)

Précisons que Speicher ne fait pas la deuxiéme étape de la démonstration ci-dessous : il dit,
a juste titre, qu’elle est trés proche de celle du lemme 1 de [8]. Nous nous proposons donc de
démontrer entiérement le théoréme

Preuve. Nous noterons E[X] I'espérance d’une variable aléatoire sous la mesure de probabilité
P. Soit V € TQ(l, . ,27").

Premaére étape. Posons :

1 ki kj
XN:NT Z H Syp(i) ()7

kh 7kr—1 ( ,j)ej(v
ki #k; si 1#£]
Or E[sj ] = (14 ¢i;)/2 — (1 — ¢ij)/2 = ¢;;. Par indépendance, on en tire :

E[XN]ZAI,T Z T wows

kiyeskp =1 (i,5)€I(V)

ki#k; si i#£]
de sorte que :
) . NN-=-1)---(N—=r+1)
Jim BIXy] = i e I @wowo
(1,3)€T(V)
= I wown
(i,3)€T(V)

Nous noterons cette valeur K dans la suite.

Deuzxieme étape. Montrons que les hypothéses du lemme [5.15] sont satisfaites. Soit ¢ > 0.
D’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff, en notant V[Xy,] = E[X3,] — E[X]? la variance
de XM .

]P({Sup |XM—E[XM]|Z€}) < f: <|XM_E[XM]|Z§>

M>N Me—
4 o0
< —22

Il suffit donc de prouver que » ), V[Xa] < 0o. Or:

M M
- 1 ki,k; N2 2
VIXul =55 D Y. (Bl I sewositwn| —€* ) (55)
kl,...,kT:l l1,...,l1::1 (4,7)€I(V)
ki#k; S1 ij li#l; S1 i#j
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ou :

I wown

(4,)€3(V)

Par indépendance, parmi les r-uplets (ki,...,k,) et (I1,...,1.) autorisés, seuls ceux qui vérifient
{k1, ... .k} N (lh,...,1)] > 2 contribuent & la somme de droite de I'équation (53). Ainsi, le
nombre de termes non nuls dans le terme de droite de est au plus M"M"? = M?"2, En
définitive, il existe une constante Cte, indépendante de M, telle que pour tout M, V[X,/] <
Cte/M?. On a bien :

4 XK Cte
Nl—lg-loo P ({nsérj)v X = Bl X = E}) Nl—lgrloo e = M?

= ()’
ce qui conclut la démonstration du théoréme. [ |

Le théoréme suivant fait apparaitre les relations de commutation canoniques déformées re-
cherchées.

Théoréme 5.17. D’aprés le théoréeme il existe des entiers skl tels que pour tout V €

iPQ( ,...,27") N
. 1 1, k;
), v = tim > [ sien= 1 wose  66)
Eiyeskr=1  (i,5)€I(V) (4,9)€3(V)
ki #k; ST i#j

L’état p de la définition vérifie donc les équations du théoréme [5.12 Nous avons le résultat
survant :

(i) L’idéal bilatére I engendré par les relations de commutation (voir définition :
Rij = a;a} — qaia; — by

vérifie I C Kerp, ot Kerp ={z € A| Yy € A, p(y*z) = 0}.
(i) De plus :
VP e A, p(Pa;) = 0. (57)

Preuve. Commengcons par (i).

(i) Par linéarité, il suffit de montrer que si P et @) sont des produits des générateurs a;, a;

alord™) ; N
p(Pa;a;Q) = QijP(PG;GiQ) + dijp(PQ). (58)

Ceci est une conséquence des équations (52)) et ( . En effet, il s’agit d’étudier tous les
appariements possibles qui ne donnent en deﬁmtlve que termes de la forme p(a;a;). Pour
i # j, les appariements de Pa;a;Q et Paja;Q) sont les mémes, mais avec une inversion
supplémentaire qui fournit le terme g;;. Pour ¢ = j, on a simplement un appariement
supplémentaire.

46 Comparer et . Ce n’est pas totalement étonnant, vu la démonstration du théoréme
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(ii) La deuxiéme assertion découle des équations et (43).
[

Nous en déduisons finalement :

Théoréme 5.18. Soient {q;;;1,j € N} des réels vérifiant —1 < q;; = q;; < 1. Il existe un espace
de Hilbert & muni d’opérateurs {a;,1 € N} définis sur un sous-espace dense de € et un vecteur
|0) € € tels que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

Vi, V7, a;a; — qaya; = 6j, (59)
Vi, a;|0) =0 (60)
Notons B(z,y) = p(xz*y), qui est une forme positive sesquilinéaire & symétrie hermitienne
d’apreés la remarque [5.6] Le théoréme [5.18] est une conséquence de la propriété suivante.
Proposition 5.19. Sur l'espace vectoriel £ = A/ Ker(B), il existe un vecteur |0), des opéra-
teur' a;,a; et une forme sesquilinéaire hermitienne B qui vérifient les propriétés suivantes :
(i) pour tous i,j on a a;a — qaja; = 0,
(it) pour tout i, a;|0) =0,
(iii) la forme B est a symétrie hermitienne,
(iv) et finalement pour tout i, a; et a} sont adjoints par rapport & B.
Preuve. C’est la méme preuve que pour la proposition [2.17]
L’ensemble £ = A/ Ker(B) hérite naturellement d’une structure de C-espace vectoriel car
Ker(B) est un sous-espace vectoriel de E. Nous noterons un élément de A sous la forme suivante :

a|0) ott v € A est un représentant de la classe d’équivalence que I’on veut désigner. Démontrons
les points de la proposition.

(i) La concaténation a gauche par les lettres est un opérateur linéaire sur A. Les formules
B(my,a;mq) = B(afmi,ms) et B(my,aimy) = B(a;ymq, mz) montrent que Ker(B) est
stable par concaténation a gauche : ainsi, les opérateurs a; et a} (de concaténation a gauche)
passent au quotient en opérateurs sur E.

Vu que R;; est un élément de I'idéal bilatére J C Ker(B) (premier point du théoréme [5.17)),
nos opérateurs a; et a;f vérifient les relations de commutation R;; =0 :

* * o
a;a; — qa;a; — 0;; = 0.

(ii) De plus, le vecteur |0) := ¢|0) dans E est tel que a;(|0)) = a;|0) = 0 pour tout i d’aprés
&)

(iii) Intéressons-nous maintenant a la forme B : la forme B passe au quotient sur F en une
forme sesquilinéaire, B. Vérifions quelle est a symétrie hermitienne : B(m|0),m4|0)) =
B(my,ms) = B(ma, my) = B(mz|0), m|0)).

(iv) En passant au quotient dans la relation pour tout v,w dans E, B(v,aqw) = B(afv,w), il
vient que les opérateurs a; et a; sont adjoints par B.

Preuve du théoréme Il suffit de montrer que B est positive. Contrairement a la section 2,
c’est trivial d’aprés la proposition 5.6 Comme précisé en introduction de cette partie, la positivité
de B n’est pas difficile a obtenir : ¢’est son existence qui est délicate & démontrer.

Nous concluons alors comme dans la démonstration de la proposition [3.21]

4"Notons le léger abus de notation qui identifie a; avec son image dans le quotient.
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6 Conclusions et perspectives

Nous avons ainsi étudié la question de la réalisation, dans un espace de Hilbert, des relations
de commutation déformées a;a} — gaja; = d;; en donnant quatre preuves d’existence. Bien que
ces approches soient différentes au premier regard, signalons que ces démonstrations partagent

les points communs suivants.

- Pour les trois premiéres preuves (sections 2,3 et 4), la positivité d’une forme sesquilinéaire
hermitienne ou d’un opérateur était le point crucial de la démonstration (corollaire [2.40}

propositions ainsi que et le théoréme 4.17)).

- Dans toutes les preuves, il a fallu transformer des expressions en utilisant les relations
de commutation déformées et controler les termes qui en ressortaient. Autrement dit, des
considérations combinatoires étaient cruciales. C’est ainsi que dans la section 2, nous avons
obtenu un facteur ¢©2rdt» <7 etr@)>7(} (voir la démonstration de la proposition . Dans
la section 3, ces considérations combinatoires sont intervenues dans la démonstration du
lemme [3.12| Dans la section 4, celles-ci sont intervenues dans la preuve de la proposition
. Finalement, dans la section 5, la combinatoire des partitions était au coeur de la
démonstration du théoréme [5.12

Pour conclure, signalons que les articles [B, 6] établissent un lien entre la réalisation des
relations de commutation déformées et l'existence d’un mouvement Brownien généralisé non
commutatif (au sens des probabilités non commutatives), appelé processus ¢—Gaussien. Suite &
ces articles, cet objet a beaucoup été étudié, et la notion de « algébre de Von Neumann g-déformée
de Bozejko-Speicher » est apparue dans la littérature mathématique.
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