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1 IntrodutionL'objetif de e hapitre est de pr�esenter les id�ees de base de la �nane moderne et les apportsde la th�eorie des probabilit�es et des proessus stohastiques : en partiulier, je d�evelopperaide mani�ere assez d�etaill�ee le mod�ele de base des math�ematiques �nani�eres, le mod�ele dit deBlak-Sholes (l'usage veut qu'on oublie Merton, qui a pourtant empoh�e le prix Nobel aux ôt�esde Sholes pour e même mod�ele |Blak est mort avant d'avoir eu et honneur), dont d�eriventbeauoup de mod�eles plus sophistiqu�es utilis�es dans le marh�e. On sait l'ampleur que les marh�es�naniers ont pris dans le paysage �eonomique, on imagine les enjeux qui se ahent derri�ere lamod�elisation math�ematique. Au ours de mon travail en DEA, j'ai pu observ�e que la mod�elisationen �nane a prinipalement trois objetifs :� donner des prix �a des produits �naniers (\prier" des produits) et �etablir des strat�egiesqui permettent de ouvrir une position : si je vends un produit, je n'ai pas envie de perdre del'argent : il s'agit de savoir omment, au vu des donn�ees du marh�e, me positionner au mieux pourlivrer le produit sans perdre de l'argent (le but des mod�eles math�ematiques n'est pas de savoiromment gagner de l'argent mais surtout omment ne pas en perdre). En fait, les deux points devues se rejoignent : le prix d'un produit est elui de sa ouverture ;� donner l'alloation optimale des titres dans un portefeuille selon une ertaine utilit�e quipr�eise les pr�ef�erenes du gestionnaire. Par exemple, un gestionnaire veut en g�en�eral optimiser sonportefeuille selon un rit�ere moyenne-variane, 'est-�a-dire qu'il est prêt �a prendre plus de risquesseulement si ela rapporte plus en moyenne. Souvent on mod�elise ses pr�ef�erenes �a l'aide d'uneseule fontion, dite fontion d'utilit�e dont on maximise l'esp�erane �a une date future de gestion.J'ai eu l'oasion de travailler sur es questions lors de mon stage de DEA.� estimer le risque de faillite d'une entreprise : typiquement, si je prête de l'argent �a une entre-prise, je veux savoir quel risque je prends ; je ne prête pas au même taux �a une ompagnie a�erienne,par exemple, qu'�a une entreprise issue d'un seteur stable. Ainsi est r�esum�ee la probl�ematique durisque de r�edit. C'est sur es questions que s'est notamment orient�e mon stage de DEA.J'ai hoisi pour ette introdution aux math�ematiques �nani�eres de ne pas m'interesser auxdeux derniers points. La raison en est simple : la question du priing et de la ouverture a �et�e lapremi�ere dont les math�ematiiens se sont oup�es et reste le hamp favori de leurs investigations :elle rassemble les fondements et les id�ees l�es des math�ematiques �nani�eres. Les deux autrespoints ne sont pas l'objet de th�eories satisfaisantes, 'est pourquoi on notera qu'elles ont toutesdeux inspir�e le sujet de mon stage de DEA.Dans la premi�ere partie de e hapitre est introduit le voabulaire minimal n�eessaire �a laompr�ehension du jargon �nanier : e qu'est le marh�e et e que sont les produits d�eriv�es auxquelss'interessent partiuli�erement les math�ematiiens. Un glossaire �a la �n de e hapitre regroupequelques d�e�nitions, n�eessaires pour la leture de ette introdution ou elle des autres hapitresonsar�es �a mes travaux dans e domaine.Une perspetive historique, �a travers la desription des personnages qui ont fait les math�ematiques�nani�eres, est donn�ee dans une deuxi�eme partie.J'ai hoisi de mettre dans une setion distinte les onepts fondamentaux de tout mod�ele en�nane, avant de d�erire plus longuement dans une quatri�eme partie le mod�ele de Blak-Sholeset aboutir �a la notion d'�evaluation risque-neutre.
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2 Un peu de voabulaire �nanierPlusieurs types de marh�es doivent être distingu�es :� le marh�e primaire : en ontrepartie des apitaux reueillis, les entreprises et les admi-nistrations �emettent des titres repr�esentatifs des droits reonnus aux bailleurs de fonds. Cetterenontre entre les agents qui �emettent des titres nouveaux et eux qui les ah�etent onstitue lemarh�e primaire (qui n'est en g�en�eral pas loalis�e). Le marh�e primaire onstitue une soureimportante de �nanement de l'ativit�e �eonomique. Pour assurer leur roissane et leurmodernisation, les entreprises �etablies sous forme de soi�et�e de apitaux y trouvent un ompl�ement�a leurs fonds propres en �emettant des ations ; elles peuvent �egalement y emprunter des apitaux�a long terme en pla�ant des obligations, tout omme les administrations qui ouvrent ainsi leurbesoin de �nanement.� le marh�e seondaire : apr�es �emission, les valeurs mobili�eres, qui portent sur le long terme,doivent pouvoir être vendues rapidement sur un marh�e de l'oasion, dit marh�e seondaire. Siles transations sont fr�equentes, mettant en jeu des volumes importants, sans oûts de transations,on dit que le marh�e �nanier est liquide.� les marh�es d�eriv�es : e sont des marh�es �a terme sur lesquels sont n�egoi�es des produitsd�eriv�es. Il s'agit de ontrats dont la valeur d�epend du prix d'un autre atif (�nanier ou orporel)que l'on appelle un sous-jaent. On distingue les marh�es :� de ontrats �a terme : le ontrat �a terme �xe aujourd'hui le prix auquel j'ah�ete ou jevends �a une ontrepartie le sous-jaent �a l'�eh�eane (typiquement, dans 3 mois ou 1 an) ; le prix duontrat est nul initialement, mais l'aord doit être imp�erativement respet�e �a l'�eh�eane ; puis, leontrat peut être revendu sur le marh�e de ontrats �a terme et son prix utue selon la tendaneque prend le marh�e. Ce type de vente ou d'ahat �a terme est pratiqu�e depuis l'Antiquit�e sur lesproduits agrioles. Les marh�es �a terme sur produits �naniers sont apparus dans les ann�ees 70aux �Etats-Unis.� d'options : le d�eveloppement des marh�es d'options n�egoiables date des ann�ees 70. �Ala di��erene des ontrats �a terme, les options ne sont pas des engagements fermes et d�e�nitifs.L'ahat d'une option onf�ere des droits et non des obligations. Une option d'ahat s'appelle unall et de vente, un put. L'option, elle-même, a un prix, appel�e la prime. Par exemple, j'ah�etele droit d'aheter un produit dans 3 mois �a un prix de K euros (on dit alors que j'ah�ete un alleurop�een de strike K, de maturit�e T = 3 mois, sur tel sous-jaent). Si le prix, trois mois plustard est inf�erieur au strike de l'option, je n'exere pas mon droit.Pour ouvrir des expositions sp�ei�ques, des ontrats plus omplexes sont propos�es : les optionsexotiques. Elles sont \path dependent", ou d�ependant d'un grand nombre de sous-jaents. Cer-taines options laissent �a l'aheteur le hoix de la date d'exerie : e sont les options am�eriaines.Autre exemple : une option barri�ere est ativ�ee seulement si le sous-jaent passe sous (sur) unseuil d�erit par ontrat, pendant la vie de l'option. L'imagination du marh�e est sans limite : 'estune bonne nouvelle pour les math�ematiiens, puisque leur travail est de donner un prix �a touteses options, mais moins bonne pour la sant�e des marh�es �naniers....
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3 Les grands noms des math�ematiques �nani�eres
Fig. 1 { LouisBahelier (1870-1946)

D�es 1900, Louis Bahelier (1870-1946) dans sa th�ese remarquable, soutenue�a la Sorbonne, intitul�ee \Th�eorie de la speulation" (1900, Annales de l'Eolenormale sup�erieure) pose les bases de la �nane moderne. La question entraledans la gestion des risques �naniers est �evidemment elle du prix sur lequelles deux parties du ontrat doivent pouvoir se mettre d'aord. Bahelierinsiste sur le fait que e point est loin d'être �evident �a ause de la dyssym�etriedes risques qui rend l'existene même des ontrats d'options probl�ematique :l'aheteur a un risque r�eduit �a la prime, le vendeur est beauoup plus expos�e enas de fort tendane de marh�e. Mais l'inertitude �a long terme est la r�esultantede petits mouvements plus failement ontrôlables. C'est ainsi qu'il antiipeune grande partie de e qui deviendront les outils fondamentaux de la th�eorie�nani�ere : les marhes al�eatoires sur le marh�e �nanier, les martingales etle mouvement brownien, dont il eut le premier l'intuition pour r�epondre auxquestions qu'il se pose sur le prix des produits d�eriv�es. Mais sa th�ese ne fut gu�ere appr�ei�ee deses ontemporains et tomba dans l'oubli jusque dans les ann�ees 60. Bahelier est aujourd'huionsid�er�e omme le pionnier des math�ematiques �nani�eres et fait d�esormais partie de la l�egende.
Fig. 2 { Myron Sholes(1941-) et Fisher Blak(1938-1995)

Blak, Sholes et Merton en 1973 introduisent la même id�eequant �a l'importane des petites mouvements quotidiens ou intradayet d�e�nissent le prix d'un produit d�eriv�e omme le prix de sa\ouverture". Cette th�eorie, r�evolutionnaire du point de vue del'�eonomie lassique, leur a valu le prix Nobel d'�eonomie en 1997.Mais elle n'a pas emp�eh�e la faillite du \hedge fund" Long TermeCapital Market en 1998, dont ils �etaient des membres atifs. Le fonda jou�e notamment sur e qu'on appelle l'e�et de levier des produitsd�eriv�es : omme l'aheteur d'une option d'ahat supporte un risquelimit�e �a la prime de l'option, il peut esp�erer gagner beauoup s'ilestime que le marh�e devrait monter plus que e que le prix del'option r�ev�ele. Il peut don \sp�euler" sur l'�evolution du ours.
Fig. 3 { Robert Mer-ton (1944-)

Comme le souligne Robert Merton dans son introdution au Congr�esMondial Bahelier de Paris (2000), l'industrie du risque �nanier n'auraitpu se developper sans l'apport �a la fois de la th�eorie �eonomique et desmath�ematiques. Louis Bahelier est le premier �a avoir montr�e la n�eessit�ede poss�eder des outils math�ematiques appropri�es. Plus g�en�eralement, il estremarquable d'observer que sans les outils du alul stohastique, le businessde l'assurane des risques �naniers n'aurait pu se d�evelopper omme il l'afait, et les marh�es �naniers n'auraient pu prendre l'importane qu'on leuronnait maintenant.
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4 Les prinipaux onepts de la mod�elisation �nani�ere etleurs premi�eres ons�equenes4.1 L'hypoth�ese fondamentale de la mod�elisation �nani�ere : le prinipede non-arbitrageIl est lair que les prix de di��erents produits d�eriv�es ne sont pas quelonques et qu'il existe uneforte oh�erene entre les prix des options sur un même sous-jaent. Elle est due �a e qu'on peutappeler la Loi fondamentale de la Finane de marh�e :Dans un marh�e tr�es liquide, o�u il n'y a ni oûts de transation, ni li-mitations sur la gestion (ahat-vente) des atifs supports, il n'y a pasd'opportunit�e d'arbitrage, 'est �a dire qu'il n'est pas possible de gagner del'argent �a oup sûr �a partir d'un investissement nul.En e�et, dans les marh�es �naniers, il existe des arbitrageurs, qui sont des intervenants dontl'ativit�e est de d�eteter les produits �naniers dont le prix est d�eal�e par rapport �a e qu'il devraitêtre, ompte-tenu des autres prix du marh�e et d'en tirer parti pour faire des pro�ts sans prendre derisque. Leur intervention est statique, au sens o�u ils prennent seulement des positions aujourd'hui,qu'ils liquideront sans les ren�egoier �a une date future. Ils ontraignent les prix �a v�eri�er ertainesrelations, omme nous le verrons sur ertains exemples. Il s'agit surtout d'une r�egle qui onduit �al'uniit�e des prix des produits d�eriv�es, au sens o�uDeux strat�egies qui donnent le même ux �a l'horizon de gestion dans tousles �etats du monde ont la même valeur �a toute date interm�ediaire.Exemples d'appliation : inidene sur les prix de l'absene d'arbitrageIl existe quelques produits �naniers dont on peut d�eduire le prix en appliquant ette r�egle,sans r�ef�erene �a auun mod�ele, e qui est �evidemment un point important dans le marh�e.Prix d'un ontrat �a terme Nous d�esignons par Ft(S;T ), le prix �x�e par ontrat �a la date tauquel sera n�egoi�e le titre S �a la date T . C'est le prix �a terme, ou le prix forward de S en T .Un raisonnement d'arbitrage statique permet de omparer le prix de e ontrat au ours de S �a ladate t. Pour se garantir le fait de d�etenir S en T , nous avons deux possibilit�es.1) La premi�ere onsiste �a aheter le titre S aujourd'hui, et �a le garder jusqu'en T .2) La deuxi�eme onsiste �a aheter le ontrat forward.Pour pouvoir le payer en T , il faut plaer �a la banque un montant qui nous garantit Ft(S;T ) enT . L'instrument �nanier adapt�e �a e genre de situation est, par d�e�nition, le z�ero-oupon dematurit�e T , dont le prix B(t;T ) est elui qu'il faut payer pour reevoir �a oup sûr 1 Euro en T (sile taux d'int�erêt de la banque est onstant, �egal �a r, on a B(t;T ) = e�r(T�t)). Il faut don plaer�a la banque B(t;T )Ft(S;T ) euros pour garantir le paiement du ontrat. Par absene d'arbitrage,nous avons Ft(S;T ) = StB(t;T )Preuve : supposons que St < Ft(S;T )B(t;T ). J'ahete St ations aujourd'hui et je lesrevends grâe �a un ontrat forward pour un prix �x�e Ft(S;T ) en T . J'emprunte aujourd'huiSt, que je rembourse en T . Le ux est nul en t, tandis qu'en T , j'empohe : Ft(S;T ) �St=B(t; T ). Nous avons ainsi r�ealis�e un arbitrage statique, puisque le bilan en T est toujourspositif. Un raisonnement similaire peut être fait si St < Ft(S;T )B(t;T ). Les prix sont donn�eessairement �egaux. 6



Parit�e Call -Put Un raisonnement analogue nous montre que la d�etention d'un Call et la vented'un Put de mêmes arat�eristiques, nous garantissent �a l'�eh�eane d'être d�etenteur de la valeurde l'ation et la vente du prix d'exerie (le strike) K. Mais e portefeuille peut aussi être obtenuen ahetant l'ation en t et en remboursant KB(t;T ) en t.Callt(T ;K)� Putt(T ;K) = St �KB(t;T )Preuve : Supposons que Callt(T ;K)�Putt(T ;K) > St�KB(t;T ) et notons la di��erenedes deux termes de ette in�egalit�e Yt. Le portefeuille onstitu�e de la vente d'un Call, de l'ahatd'un Put, de l'ahat d'une ation, de plaement de Yt�KB(t;T ) �a la banque pour l'horizonT , est de valeur initiale nulle. Mais �a l'horizon T , il garantit un ux de �(ST � K)+ +(K �ST )++ ST �K + Y tB(t;T )�1 = YtB(t;T )�1, qui est > 0. Cette strat�egie est don unarbitrage.4.2 Prix et portefeuille de ouverturePrenons, pour �xer les id�ees, un exemple : un all europ�een, d'�eh�eane T , de strike K, surune ation dont le ours �a la date t est donn�e par St. Il est lair que si, �a l'�eh�eane T , le prixd'exerie K est sup�erieur au ours ST , le d�etenteur de l'option n'a pas int�erêt �a exerer. Parontre, si ST > K, l'exerie de l'option permet �a son d�etenteur de r�ealiser un pro�t �egal �a ST �K,en ahetant l'ation au prix K et en la revendant imm�ediatement sur le marh�e au ours ST . Onvoit qu'�a l'�eh�eane, la valeur du all est donn�ee par la quantit�e :(ST �K)+ = max(ST �K; 0):Pour le vendeur de l'option, il s'agit, en as d'exerie, d'être en mesure de fournir une ation auprix K, et, par ons�equent de pouvoir produire �a l'�eh�eane une rihesse �egale �a (ST �K)+. Aumoment de la vente de l'ation, en t, le ours ST est inonnu et deux questions se posent :1. Combien faut-il faire payer �a l'aheteur de l'option, autrement dit, omment �evaluer �al'instant t une rihesse (ST �K)+ disponible en T ? C'est le probl�eme de l'�evaluation ou du\priing".2. Comment le vendeur, qui touhe la prime �a l'instant t, parviendra-t-il �a produire la rihesse(ST �K)+ �a la date T ? C'est le probl�eme de la ouverture.L'absene d'arbitrage permet de faire le lien entre priing et ouverture. En e�et, si le vendeura une strat�egie de gestion qui lui permet de fournir p.s. exatement la rihesse (ST � K)+ �al'�eh�eane T , alors, l'argent initial qui lui est n�eessaire pour �etablir ette strat�egie est pr�eisementle prix de l'option. Sinon, un arbitrage dynamique serait possible. Le meilleur \portefeuille" ainsitrouv�e est appel�e le portefeuille de ouverture. C'est ette id�ee que le prix d'une optionest le prix de sa ouverture (g�er�ee de fa�on in�nit�esimale) qui valut �a Sholes et Merton leurprix Nobel d'�eonomie.
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5 Mod�elisation math�ematique : le monde de Blak, Sholeset Merton5.1 Mod�elisation de la dynamique du sous-jaent : le mouvement brow-nien g�eom�etriqueL'inertain est mod�elis�e �a travers les trajetoires futures du titre risqu�e, vues omme des senariipossibles d'�evolution. En g�en�eral, on suppose que e sont des fontions ontinues (!t), d�e�nies surR+ . A�n de prendre en ompte le arat�ere tr�es erratique des ours des atifs �naniers, Bahelierles mod�elise �a l'aide d'un mouvement brownien ave tendane. Une telle mod�elisation onduit �ades prix qui peuvent être n�egatifs. Aussi, Samuelson (1960) propose de retenir ette mod�elisationpour les rendements (logarithmiques), plutôt que pour les ours eux-mêmes.5.1.1 D�e�nition et Propri�et�esDepuis Samuelson en 1960, la dynamique des ations est mod�elis�ee omme suit :dStSt = �dt+ �dWtSt = f(t;Wt) = x exp��t+ �Wt � 12�2t�o�u{ St est le prix de l'ation au temps t ;{ � est le rendement par unit�e de temps ;{ � est la volatilit�e de l'ation ;{ Wt est un mouvement brownien.5.1.2 Interpr�etation� S'il n'y a pas de bruit, (� = 0), � repr�esente le rendement annualis�e du titre. Un simpleargument d'arbitrage montre qu'en absene d'alea sur le titre, son rendement doit être le mêmeque elui d'un plaement �a la banque, dont le taux sera d�esign�e ii par r. Un ordre de grandeurde e taux est [2%; 12%℄.� Lorsque le titre est risqu�e, � repr�esente le rendement annualis�e du titre esp�er�e par unit�e detemps. Le marh�e le ompare en g�en�eral �a elui d'un plaement sans risque. Le param�etre � � rest don en g�en�eral un param�etre de r�ef�erene.� Il sera utile d'�erire dSt = St[rdt+ �(dWt + �dt)℄ave � = ��r� , appel�e prime de risque. Dans ette repr�esentation, nous voyons apparâ�tre l'im-portane du param�etre l�e, la volatilit�e �, dans la arat�erisation des titres �naniers. L'ordre degrandeur de e param�etre d�epend �enorm�ement de la nature du titre support : dans les marh�esd'ation il varie entre 30 et 70%, dans les marh�es de hange entre 10 et 30%, dans les marh�es detaux d'int�erêt entre 8 et 30%.5.1.3 Limites de la mod�elisationDans le monde de Blak et Sholes, tous les param�etres sont suppos�es onstants et mêmed�eterministes. Il est lair que e n'est pas tr�es r�ealiste. Mandelbrot (1963) avait dej�a montr�e que les8



rendements des atifs �naniers �a un jour, ou une semaine n'�etaient lairement pas statistiquementgaussiens, en partiulier que la probabilit�e de grands mouvements de es rendements �etait plusgrande que elle que le monde gaussien quanti�ait. Cette question �̀des queues �epaisses" desdistributions des rendements et de son impliation dans la mesure des risques et la ouverture desproduits �naniers est au oeur de la reherhe atuelle.Notons par ailleurs que dans leur papier de 1973, Blak et Sholes ne herhent pas tant �amod�eliser ave exatitude la dynamique du sous-jaent qu'�a essayer de voir si le point de vuetr�es nouveau qu'ils proposent dans le domaine des options est prometteur, quitte �a revenir sur lesquestions de mod�elisation dans la suite.Mais, bien qu'imparfait, le mod�ele de Blak et Sholes est enore tr�es eÆae et tr�es utilis�edans toutes les salles de marh�e.5.2 Mod�elisation d'un portefeuille dynamiqueApr�es avoir mod�elis�e la dynamique du sous-jaent, nous avons �a formaliser math�ematiquementl'�evolution de la valeur liquidative d'un portefeuille g�er�e dynamiquement de mani�ere auto�-nan�ante, 'est �a dire sans modi�ation de la valeur du portefeuille aux dates de ren�egoiation.5.2.1 Portefeuille auto�nan�ant �erit sur un sous-jaent risqu�eNous supposons ii que nous ne pouvons investir que dans un seul titre risqu�e appel�e souventl'ation, et dans du ash, 'est �a dire en pla�ant ou empruntant de l'argent �a la banque. Nousd�esignons par St le prix �a la date t de l'ation, par r le taux d'int�erêt pour un plaement entre[t; t+ dt℄ �a la banque.Une strat�egie de portefeuille auto�nan�ante est une strat�egie dynamique d'ahat ou devente d'ations et de prêts ou d'emprunts �a la banque, dont la valeur n'est pas modi��ee par l'ajoutou le retrait de ash.Soit Vt la valeur de marh�e, ou enore valeur liquidative, ou enore Mark to Market (MtM)du portefeuille �a la date t. Apr�es ren�egoiation, le nombre d'ations du portefeuille Æt (positifou n�egatif suivant qu'on est aheteur (long) ou vendeur (ourt) en ation) est onstant jusqu'�ala prohaine date de gestion. Nous supposons pour le moment que le gestionnaire ne prend enompte dans sa r�egle de d�eision la valeur du ours du sous-jaent au moment de ren�egoier. Dansun temps tr�es ourt, la variation de valeur du portefeuille n'est due qu'�a la variation de la valeurde l'ation et �a l'int�erêt vers�e par la banque sur le ash, soit, puisque le montant investi dans leash est Vt � ÆtSt : dVt = ÆtdSt + (Vt � ÆtSt)rdt = rVtdt+ Æt(dSt � rStdt):5.2.2 Formulation math�ematique du risque nulComme nous l'avons vu dans la setion 4.2, la question du prix des options est �etroitementli�ee �a elle de leur ouverture, parfaite si possible. Math�ematiquement, le probl�eme se pose donde la fa�on suivante : il s'agit de trouver une strat�egie de portefeuille auto�nan�ant qui r�epliquele ux terminal h(ST ). Pour des raisons op�erationnelles, on souhaite que la seule information�a prendre en ompte dans ette gestion dynamique soit la valeur du ours. Cette hypoth�eserepose sur la notion en �eonomie d'eÆiene des marh�es qui exprime que le prix d'un atif �a uninstant donn�e inorpore toute l'information pass�ee ainsi que les antiipations des agents sur e titre.9



Plus pr�eis�ement, le probl�eme est don de trouver un ouple de fontions v(t;x); Æ(t;x)\r�eguli�eres" telles que � dv(t;St) = v(t;St)rdt+ Æ(t;St)(dSt � rStdt)v(T ;ST ) = h(ST )On dit alors que Æ(t;St) est le portefeuille de ouverture du produit d�eriv�e h(ST ).L'existene d'une solution �a un tel probl�eme n'a a priori rien d'intuitif. Par ontre, l'uniit�e estune ons�equene de l'absene d'arbitrage dans le marh�e, satisfaite par des portefeuilles v�eri�antertaines onditions d'int�egrabilit�e.Par absene d'arbitrage, la valeur du portefeuille v(t;St) est le prix auquel devraitêtre vendu l'option, si elle �etait �emise �a la date t, quand les onditions de marh�e sontSt(!).5.3 Evaluation par �equation aux d�eriv�ees partiellesNous allons voir maintenant que le probl�eme se ram�ene �a la r�esolution d'une �equation auxd�eriv�ees partielles.5.3.1 L'EDP d'�evaluationNous reherhons la valeur du prix de l'option sous la forme d'une fontion �a laquelle on peutappliquer le alul di��erentiel d'Itô, par exemble de lasse C1;2b par rapport �a lnx, et �a roissanelin�eaire, pour que le proessus v(t;St) satisfasse de bonnes propri�et�es d'int�egrabilit�e.Th�eor�eme 1 Soit h une fontion ontinue, �a roissane au plus lin�eaire, pour laquelle l'EDPi-dessous admet une solution r�eguli�ere v(t;x) sur l'ouvert ℄0;T ℄�℄0; +1[ :� 12�2x2 �2v�x2 (t; x) + rx �v�x(t; x) + �v�t (t; x)� rv(t; x) = 0v(T ;x) = h(x)Le ux h(ST ) est dupliable par un portefeuille, dont la valeur �a la date t est v(t;St), et elledu portefeuille de ouverture Æ(t;St) = �v�x(t; St).La preuve du th�eor�eme se d�eduit de la formule d'Itô appliqu�ee �a v(t; St) et par omparaisondes termes ave eux de l'�equation d'un portefeuille auto�nan�ant (uniit�e de la d�eomposition enpartie brownienne et partie �a variation �nie).5.3.2 Interpr�etation �nani�ere de l'EDP d'�evaluationL'une des ons�equenes essentielles de ette m�ethodologie est que le prix de l'option ne d�ependpas du rendement � du titre risqu�e, 'est-�a-dire de la tendane du marh�e �a la hausse ou �a la baisse,puisque e oeÆient n'apparait pas dans l'EDP d'�evaluation du th�eor�eme 1.Cei peut sembler vraiment surprenant, puisque la premi�ere motivation de es produits d�eriv�esommes les Calls ou les Puts est de se ouvrir ontre es mouvements. En fait, la strat�egie de ou-verture dynamique permet au vendeur d'option d'être ouvert ontre les mouvements d�efavorablesdu marh�e. Il a annul�e le risque dû �a la tendane du marh�e. Que le marh�e soit haussier, oubaissier le prix de l'option d'ahat sera le même.Le risque dû aux utuations est toujours pr�esent et inue signi�ativement sur le prix de l'optionpar l'interm�ediaire du param�etre de volatilit�e. C'est la gestion de e param�etre qui va d�erire lesavoir-faire du trader. 10



5.3.3 R�esolution de l'EDPOn utilise les solutions de l'EDP de la haleur pour obtenir le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 2 Soit h une fontion �a roissane lin�eaire. Le prix d'un produit d�eriv�e de ux terminalh(SxT ), o�u SxT est le prix d'un atif qui vaut x en 0 est donn�e par la valeur en 0 de la solution del'EDP d'�evaluation qui admet la repr�esentation int�egrale :v(0;x) = e�rT Z h�x exp�(r � 12�2)T + �y�� g(T; y)dyo�u g(T; y) = 1p2�T exp(� y22T ) est la densit�e gaussienne de variane T .La même repr�esentation est valable en t en rempla�ant T par T � t.La r�egle d'�evaluation que nous avons d�egag�ee montre que pour estimer le prix d'un produitd�eriv�e, les agents font omme si le marh�e dans lequel se font les transations �etait risque-neutre,i.e. la prime de risque est nulle (dit enore autrement : � = r). Math�ematiquement, ela revient �aonsid�erer que dans l'estimation du prix d'un produit d�eriv�e, le marh�e fait un alul d'esp�eraneave des poids di��erents de eux induits par la probabilit�e historique.C'est ainsi qu'on est onduit �a introduire une nouvelle probabilit�e Q dite probabilit�e risqueneutre (on dit enore mesure martingale) telle que, sous Q, le proessus ( ~Wt)0�t�T d�e�ni par~Wt = Wt + �t soit un brownien. On sait, par le th�eor�eme de Girsanov, que la densit�e de Q parrapport �a la probabilit�e historique P s'�erit alors :Lt = exp���Wt � 12�2t� :On retiendra, pour les options dont le ux terminal h est suÆsamment r�egulier (positivit�e eth(ST ) mesurable sous Q suÆsent) que la valeur du portefeuille de ouverture (et don le prix del'option) est, �a tout instant t, donn�ee par la formule :v(t) = EQ he�r(T�t)h(ST )jFtiOn en d�eduit par exemple le prix d'un all europ�een de strike K, de maturit�e T , portant surune ation de volatilit�e � et de valeur initiale S0 :Call(S0;K; T; r; �) = S0N (d1)� e�rTDN (d2)o�u d1 = d1(S0;K; T; r; �) = 1�pT �ln�S0K �+ (r + �22 )T�d2 = d2(S0; D; T; r; �) = d1(S0;K; T; r; �)� �pTet N (�) est la fontion de r�epartition de la loi normale entr�ee r�eduite.La parit�e all-put de la setion 4.1 permet de trouver une formule analogue pour le prix d'un put.6 ConlusionOn a r�eussi �a �erire une formule ferm�ee satisfaisante qui donne le prix d'un all ou d'unput europ�een. �Evidemment, ela n'est pas aussi simple pour les options am�eriaines et enore11



moins pour les options exotiques. Une op�ee de m�ethodes num�eriques est utilis�ee pour r�epondreau probl�eme : des m�ethodes aux di��erenes ou aux �el�ements �nis pour estimer la solution del'EDP de Blak-Sholes ou des m�ethodes de Monte-Carlo. Les produits propos�es par le marh�e seomplexi�ent sans esse et n�eessitent de nouvelles m�ethodes de priing.En outre, un autre grand probl�eme des math�ematiques �nani�eres est la alibration (oul'estimation) des param�etres des mod�eles. Le mod�ele de Blak-Sholes est simple, mais est sta-tistiquement faux. Des mod�eles plus sophistiqu�es (mod�eles �a volatilit�e stohastique par exemple)sont ertes plus r�ealistes mais posent de plus en plus de probl�emes de alibration.Sans esse les outils utilis�es par les math�ematiiens doivent �evolu�es pour s'adapter auxexigenes et aux omportement erratique des marh�es �naniers ; la prinipale ontrainte estpeut-être elle du temps : quelque soit le mod�ele, pour qu'il soit adopt�e par des gestionnairesou des traders, il ne doit pas être trop omplexe pour pouvoir donner tr�es rapidement des r�esultats.J'ai pr�esent�e dans l'introdution les sujets sur lesquels a port�e mon travail de stage de DEA :optimisation de portefeuille et mod�ele de risque de r�edit. Dans les deux as j'ai ajout�e auxmod�elisations existantes un proessus de Poisson qui permet de mieux tenir ompte du arat�ereimpr�evisible et disontinu que peut avoir la valeur d'une entreprise.
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Glossaire
�A LA MONNAIE (At the money) : On dit d'une option (all, put ou ap, oor), qu'elle est(( �a la monnaie )) quand son prix d'exerie est �egal au ours de son sous-jaent qui peut être leours omptant ou le ours �a terme.ACTION (Stok) : Fration de apital d'une soi�et�e repr�esent�ee par un titre remis en ontre-partie d'un apport en esp�ees ou en nature. Une ation donne trois droits �a son propri�etaire : undroit �a l'information sur la marhe de la soi�et�e, un droit de vote aux assembl�ees g�en�erales et, siles r�esultats le permettent, des dividendes.ACTUALISATION : Calul de la valeur en date d'aujourd'hui de ux �naniers intervenantdans le futur.ARBITRAGE : Op�eration simultan�ee d'ahat et de vente d'un même produit �nanier ou dedeux produits di��erents visant �a r�ealiser un pro�t sans risque grâe �a des ineÆienes (anomalies)de marh�e.CAC (Cotation Assist�ee en Continu) : Syst�eme informatique permettant la otation desvaleurs mobili�eres du premier marh�e, seond marh�e et marh�e libre. Il a �et�e rempla�e en 1995par le nouveau syst�eme de otation (NSC).CAC 40 : Indie de la bourse de Paris alul�e �a partir d'un panier de 40 ations parmi les plussigni�atives de l'�eonomie fran�aise. Il sert de r�ef�erene pour estimer l'�evolution du marh�e ationde la plae parisienne.CALL : Se dit d'une option qui donne le droit, et non l'obligation, de se porter aqu�ereur d'unsous-jaent �a un prix d�e�ni et ei pendant une dur�ee d�etermin�ee ou �a une date �xe, moyennantle paiement d'une prime.CONTRAT �A TERME (Forward ou Futures) : Contrat pass�e entre deux ontrepartiesportant sur l'ahat ou la vente d'un sous-jaent �a une �eh�eane pr�ed�etermin�ee. Ces ontrats sontfermes, 'est-�a-dire qu'�a l'�eh�eane leur utilisation est obligatoire (r�eeption du sous-jaent pourun ahat �a terme, livraison pour une vente �a terme �a l'�eh�eane du ontrat).CONTREPARTIE : Un aheteur et un vendeur qui traitent ensemble onstituent les deuxontreparties d'une op�eration.COTATION : Proposition d'un ours sur un produit �nanier devant orrespondre au prixd'�equilibre entre l'o�re et la demande sur une valeur si le ontrat est trait�e.
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DANS LA MONNAIE (In the money) : Sur le marh�e des hanges et ation : on dit d'uneoption de vente (put) qu'elle est (( dans la monnaie )) quand son prix d'exerie est sup�erieur auprix du sous-jaent auquel elle est rattah�ee. R�eiproquement, on dit d'une option d'ahat (all)qu'elle est (( dans la monnaie )) quand son prix d'exerie est inf�erieur au prix du sous-jaent. Dansles deux as on peut potentiellement exerer l'option. Sur le marh�e des taux : on dit d'un oorqu'il est (( dans la monnaie )) quand son prix d'exerie est sup�erieur au taux de swap de mêmematurit�e. R�eiproquement, on dit d'un ap qu'il est (( dans la monnaie )) quand son prix d'exerieest inf�erieur au taux de swap de même maturit�e. Dans les deux as, on peut potentiellement exererl'option.DIVERSIFICATION D'UN PORTEFEUILLE : Une strat�egie de diversi�ation onsiste�a inlure plusieurs titres en portefeuille, e qui revient �a r�eduire le risque global par rapport aurisque des titres pris isol�ement.�ECH�EANCE : Date de remboursement d'un emprunt, d'un prêt ou de toute autre op�eration�nani�ere.EURONEXT : EURONEXT PARIS SA (ex Paris-bourse SBF SA) pilote, anime et assure lapromotion des marh�es boursiers fran�ais.EXERCER : Utiliser le droit d'aheter pour un all, de vendre pour un put, et.FUTURES : Contrats n�egoi�es sur un marh�e �a terme r�eglement�e. Portent sur tous types desous-jaents. Leur nature standardis�ee leur onf�ere une importante liquidit�e et supprime le risquede ontrepartie transf�er�ee sur une hambre de ompensation.HORS DE LA MONNAIE (Out of the money) : Sur les marh�es des hanges ou ations :on dit d'une option de vente qu'elle est (( hors de la monnaie )) (out of the money) quand son prixd'exerie est inf�erieur au prix du sous-jaent auquel elle est rattah�ee. R�eiproquement, on ditd'une option d'ahat qu'elle est (( hors de la monnaie )) quand son prix d'exerie est sup�erieur auprix du sous-jaent. Dans les deux as, exerer es options est sans objet. Sur les marh�es de tauxd'int�erêt : on dit d'un oor qu'il est (( hors de la monnaie )) quand son prix d'exerie est inf�erieurau taux de swap de même maturit�e. R�eiproquement, on dit d'un ap qu'il est (( hors de la monnaie)) quand son prix d'exerie est sup�erieur au taux de swap de même maturit�e. Dans les deux as,exerer es options est sans objet.MARCH�E DES OPTIONS N�EGOCIABLES DE PARIS (MONEP) : Cr�e�e le10/09/1987, le Monep est le marh�e d'options n�egoiables de type am�eriain sur ations et surindies de la Bourse de Paris.MARCH�E PRIMAIRE : Marh�e des �emissions de valeurs mobili�eres. Il d�esigne les transa-tions qui ont lieu au moment de l'�emission (par opposition au marh�e seondaire).MARCH�E SECONDAIRE : Marh�e sur lequel sont trait�ees les valeurs mobili�eres apr�es�emission sur le marh�e primaire. Il d�esigne les transations qui ont lieu apr�es l'�emission (paropposition au marh�e primaire).MARCH�E : Lieu de renontre r�eel ou virtuel d'une o�re et d'une demande d'un produit �nan-ier. 14



MATURIT�E : La maturit�e d'une obligation, d'un emprunt ou de toutes autres op�erations�nani�eres, orrespond �a la dur�ee qui reste entre aujourd'hui et l'�eh�eane de l'op�eration.NOTATION : �Evaluation de ertaines �emissions de titres de r�eanes prenant en ompte la sol-vabilit�e de l'emprunteur et le risque de liquidit�e des titres, faites par des agenes sp�eialis�ees (Fith,Moody's, Standard and Poor's, ADEF,...). Celle-i inue sur le oût des apitaux pour l'entreprise,puisqu'elle a�ete la on�ane des investisseurs et leur �evaluation du risque de ontrepartie. Cettenote est aord�ee �a l'�emission et r�eguli�erement revue.OBLIGATION : Part de dette �emise par un �emetteur publi ou priv�e.OPTION : Une option est un droit et non une obligation d'aheter ou de vendre un sous-jaent(ash, terme, options et autres produits d�eriv�es) �a un prix d�e�ni, soit pendant une dur�ee d�etermin�eejusqu'�a une �eh�eane �xe (option am�eriaine), soit �a une date �x�ee (option europ�eenne) le toutmoyennant une prime.OPTION DE TYPE AM�ERICAINE : Option exer�able �a tout moment par l'aheteur,entre la mise en plae de la position optionnelle et son �eh�eane.OPTION DE TYPE EUROP�EENNE : Option dont l'exerie ne peut intervenir qu'�al'�eh�eane.POSITION COURTE : Se dit d'une position vendeuse ou prêteuse sur un produit �nanier.POSITION LONGUE : Se dit d'une position aheteuse ou emprunteuse sur un produit�nanier.PRIME (Premium) : Terme utilis�e pour d�e�nir le prix pay�e pour l'aquisition d'une option.La prime orrespond au umul de deux �el�ements : la valeur intrins�eque et la valeur temps.PRIX D'EXERCICE (Strike prie) : Pour une option, prix auquel on a le droit d'aheterle sous-jaent (pour un all), de le vendre (pour un put), d'emprunter (pour un ap), de prêter(pour un oor).PRODUITS D�ERIV�ES (Derivative produt) : Produits �naniers dont la valeur estd�ependante de elle d'un sous-jaent. Il existe des produits d�eriv�es d'engagement ferme (swaps,terme) et des produits d�eriv�es d'engagement onditionnel (options, warrants, et.). Ces produitsd�eriv�es peuvent être lassiques (plain vanilla) ou exotiques.PUT : Se dit d'une option qui donne le droit �a son aqu�ereur de vendre un atif sous-jaent �aun prix d�etermin�e.RISQUE DE CONTREPARTIE : Un pr�eteur prend un risque de ne jamais être rembours�e.C'est e que l'on appelle le risque de ontrepartie. Le niveau du taux d'int�erêt du prêt est fontionde e risque. Plus la ontrepartie est risqu�ee, plus le taux d'int�erêt demand�e est �elev�e. La notationpar des agenes de rating est un moyen d'�evaluer le risque de ontrepartie.
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SOUS-JACENT (Underlying) : Atif primaire, ation, indie, obligation, taux d'int�erêt,ours de hange, mati�ere premi�ere servant de support �a des produits d�eriv�es tels que les options,les ontrats �a terme ou les warrants.SP�ECULER (To trade) : Prendre position �a l'ahat ou �a la vente sur une valeur ou sur unproduit �nanier en antiipant sa hausse ou sa baisse future.STRAT�EGIE DE COUVERTURE : Strat�egie qui onsiste �a prot�eger un portefeuille ontreune �evolution d�efavorable du marh�e. La ouverture peut être partielle ou totale. Les futures et lesproduits optionnels (options et warrants) onstituent de bons produits de ouverture de par leurfailit�e d'utilisation et leurs propri�et�es.STRIKE : Voir Prix d'exerie.TENDANCE : Diretion dominante prise par les ours.TRADER : Op�erateur qui r�ealise des op�erations d'ahat et de vente de produits �nanierspour le ompte de sa soi�et�e et non des lients, en vue de d�egager des pro�ts �a ourt terme, ausein d'une salle des marh�es.VOLATILIT�E : Potentiel de variation (�a la hausse omme �a la baisse) des ours d'un sous-jaent. Elle est fontion de l'amplitude et de la fr�equene des mouvements de ours par rapport �ala moyenne.Z�ERO-COUPON : Les obligations z�ero oupon, �egalement appel�ees STRIP, ne d�etahent au-un oupon durant la dur�ee de vie du titre. Les int�erêts sont pay�es �a l'�eh�eane de l'obligation,en même temps que le remboursement du apital. Usuellement, un z�ero-oupon est utilis�e dans lesaluls et est tel que la somme des int�erêts et du apital �a l'�eh�eane T vaut 1. Son prix en t estalors not�e B(t; T ). Dans l'esprit des �naniers, avoir B(t; T ) euros �a la date t est �equivalent �a avoir1 euro �a la date ult�erieure T .
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