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Pour un groupe G, on introduit la notion de noeud avec une G—structure,
qui est depuis dix ans l'objet d’étude de plusieurs spécialistes dans la théorie
des noeuds. Dans le cas ou G est factorisable, on présente une maniére
d’aborder la classification des G-noeuds, fondée sur la notion de catégorie
G—enrubannée. C’est une généralisation de la notion bien connue de catégorie
enrubannée. On termine par une breve discussion des applications de nos
constructions abstraites.



1 Théorie des nceuds : ses objets et objectifs

Un neeud (orienté) est 'image d’un plongement lisse (orienté) du cercle dans
R3. Cette définition s’accorde parfaitement avec notre intuition.

Ici on travaille principalement avec des objets orientés.

La question de base de la théorie des nceuds est leur classification a
isotopie pres. Un cas particulier de ce probleme est de déterminer si 'on
peut dénouer un noeud donné, i.e. le déformer pour obtenir un noeud trivial.

Un invariant de neeuds est une application de ’ensemble des noeuds vers
un autre ensemble (par exemple ’anneau des polynomes sur C), qui associe
le méme objet aux noeuds isotopes, mais qui peut éventuellement donner
le méme résultat pour deux nceuds qui ne sont pas isotopes. L’existence
d’un invariant universel reste toujours une question ouverte, ce qui explique
I’abondance de méthodes de construction des invariants de nceuds.

Les physiciens et les mathématiciens attaquent ce probleme de classifi-
cation depuis la fin du XIXeme siecle. Plusieurs invariants ont vu le jour
avant que Turaev et Reshetikhin ([9], 1988 et [7], 1990) ne trouvent une
méthode systématique de construction des invariants dits quantiques des
neeuds. Cette méthode est basée sur la notion de catégorie enrubannée. Les
représentations de dimension finie des groupes quantiques (par exemple des
algebres quantiques enveloppantes des algebres de Lie simples & une racine
de 'unité) en donnent toute une série d’exemples.

Introduisons quelques généralisations naturelles de la notion de noceud.
Un entrelacs est 'image d’un plongement lisse d’union disjointe d’un nombre
fini de cercles dans R3.

Posons I := [0, 1].

On se place maintenant dans le systeme de coordonnées standard :

Figure 1: Coordonnées

Un enchevétrement E de type (m,n) € N? est I'image d'un plongement
lisse
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avec composants orientés, tel que

oF ={(0,1,0),...,(0,m,0),(0,1,1),...,(0,m,1)},

O_E L E

et E intersecte R? x 01 perpendiculairement.
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d’enchevétrement
de type (3,1) :

o— m=3
Figure 2: Un enchevétrement

Les entrelacs et les noeuds apparaissent plus souvent dans la pratique,
mais la plupart des résultats de la théorie des nceuds se généralisent facile-
ment dans le cadre des enchevétrements, et d’autre part la construction des
invariants de nceuds nécessite souvent ce cadre plus général.

Une projection réguliere de E avec l'information “dessus/dessous” pour
chaque point double est appelée un diagramme de E. Notons que chaque
courbe immergée générique avec I'information “dessus/dessous” pour chaque
point double est un diagramme d’un enchevétrement.

Le théoreme de Reidemeister dit que deux diagrammes correspondent
aux enchevétrements isotopes ssi on peut obtenir I'un a partir de I’autre par
I’isotopie ambiante et un nombre fini des mouvements locaux de Reidemeis-
ter (figure 3, pour toutes les orientations des brins possibles).

Un enchevétrement en bande est un enchevétrement £ muni d’une sec-
tion continue non-singuliére v de son fibré normal ; on demande que v pointe
dans la direction de I'axe = dans les points du bord OF. En d’autres ter-
mes, on épaissit chaque composant de I’enchevétrement jusqu’a obtenir une
bande, de telle sorte que les vecteurs de la section deviennent normaux pour
cette bande (cf. figure 4). On peut déformer chaque enchevétrement en
bande pour obtenir un enchevétrement dont la section est orientée dans la
direction de I’axe x. On dit que de tels E sont bien positionnés. Le théoreme
de Reidemeister reste vrai pour les diagrammes d’enchevétrements en bande
bien positionnés, si I’on remplace le mouvement RI par RI’ présenté dans la
figure 4.
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Figure 3: Mouvements de Reidemeister
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Figure 4: Enchevétrements en bande : un exemple et le mouvement RI’
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Remarque 1.1. Dans la suite le mot “enchevétrement” va sous-entendre
“enchevétrement orienté en bande”.

2 (G-nceuds : un nouvel objet

Dans les articles récents, Turaev ([10], 2000), Kashaev et Reshetikhin ([3],
2002 et [2], 2005), et d’autres mathématiciens (voir [1] et la bibliographie
de [10]) introduisent un nouvel objet d’étude. Ils considérent des noeuds, ou
plus généralement des enchevétrements dans R? x I, avec de I'information
supplémentaire. Cette information consiste a donner une représentation du
groupe fondamental du complémentaire

Cp=R*xI)\E

de I'enchevétrement F dans un groupe G. Plus géométriquement, il s’agit
d’une classe de jauge des connexions plates dans un G-fibré principal sur Cg,
ou d’un “systeme de G-coordonnées” sur C'g. On appelle G-enchevétrement,
un enchevétrement avec cette information additionnelle. L’objecif reste le
méme : la classification des G-enchevétrements.

Notons que dans le cas du groupe trivial G = 1, on retrouve les enchevétre-
ments usuels.



Plusieurs points de vue sur les G-enchevétrements ont vu le jour, ce qui
résulte en la diversité des méthodes de construction des invariants. Mais la
plupart des ces méthodes restent abstraites : on n’arrive pas a construire
des invariants intéressants a partir de chaque groupe quantique, ce qui était
possible sans G—structure. On présente ici 'approche de [2], qui admet la
construction des ” quasi-invariants” intéressants dans le cas ou G = G Ly ou,
conjecturalement, dans le cas ot G est un groupe de Lie simple. Cette ap-
proche est fondée sur la notion de catégorie G—enrubannée, que I'on décrira
dans la section suivante. Le ”quasi” signifie ici que les structures de catégorie
G —enrubannée ne sont que partiellement définies.

3 Catégories G—enrubannées : la nouvelle vie des
méthodes classiques

Pour une bonne introduction a la théorie des catégories on renvoie le lecteur
a [5].

3.1 La catégorie des enchevétrements

Les objets de la catégorie des enchevétrements £ sont des suites finies de
signes (£1,...,ex) € {£}*, et les morphismes de (e1, ..., &) vers (01, ..., 0n)
sont des enchevétrements de type (m,n), avec 'orientation du composant
adjacent au bord dans le point (0,7,0) € 0_E (ou (0,4,1) € 04+ E) déterminée
par le signe g; (resp. n;) d’apres les regles dans la figure 5.
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Figure 5: Compatibilité des orientations

La composition des deux morphismes, le morphisme identité et le produit
tensoriel sont présentés dans la figure 6. D’apres ce qui precede, la catégorie
des enchevétrements £ est équivalente a la catégorie des classes d’équivalence
de Reidemeister des diagrammes, définie de facon analogue. Dans la suite
on va souvent passer de I'une a ’autre sans le mentionner explicitement.

La définition de la catégorie des G—enchevétrements Eg est completement
analogue.
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Figure 6: Composition, identité et produit tensoriel dans £

Prenons un diagramme et tragons une grille de lignes horizontales. On
voit facilement que chaque enchevétrement est une composition des produits
tensoriels des enchevétrements de la figure 7 dits élémentaires. Ils sont des
briques, a partir desquelles on peut construire n’importe quel enchevétrement.
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Figure 7: Enchevétrements élémentaires

Pour un systeme complet de relations entre les enchevétrements élémentaires,
on renvoie le lecteur a [8] ou [4].

3.2 La notion d’une catégorie enrubannée

On ce propose de contruire un foncteur covariant monoidal
F:&—C,

avec pour C une catégorie monoidale stricte que ’'on comprend bien. Pour
cela on essaie de trouver des morphismes dans C qui satisfassent a toutes
les relations établies pour des enchevétrements élémentaires. Une struc-
ture enrubannée sur C donne de tels morphismes. L’image F(E) d'un
enchevétrement F devient alors un morphisme dans C. En particulier, pour
des entrelacs on obtient un invariant a valeurs dans Home¢(1¢, 1¢), ce dernier
étant dans la pratique un ensemble gentil — par exemple un corps.
La structure enrubannée sur C consiste & :

e une structure monoidale stricte ;
e un tressage ;

e une dualité ;



e un twist ou, ce qui revient au méme, un s-pivot,

qui satisfont des conditions de compatibilité.

Le livre [8] est une bonne référence pour toutes les définitions. Ici on ne
s’arréte que sur la notion de tressage.

Le tressage dans une catégorie monoidale stricte C est une famille na-
turelle d’isomorphismes

c={ecyw:VoW~WeV},
avec pour chaque triplet d’objets V, W, U, les relations
cvwer = (Idw ®cv ) o (cvw @ Idy), (1)
cvew,u = (cvu @ Idw) o (Idy @cw,v). (2)
On en déduit ’équation
(ewpy @1dy) o (Idw ®cyr) o (cyw @ Idy) =

(Idy @ cyw) o (cvy @ Idw) o (Idy Qcw.vr), (3)

connue sous le nom de [’équation de Yang-Baxter. Elle apparait dans de
nombreux domaines des mathématiques.

Si lon choisit le tressage comme image des croisements (c.f. figure 8),
alors les propriétés du tressage nous donnent les relations de Reidemaister
IT et III dans I'image de F.

W& Vv w & Vv

\/CV’W Xc;v%v
\ /

V & W V & W

Figure 8: L’image des croisements

3.3 La notion d’une catégorie R—enrubannée

Pour travailler avec des G—enchevétrements, il s’avere utile de généraliser
la notion de tressage, et donc la notion de catégorie enrubannée.

Une catégorie R—enrubannée est une catégorie monoidale C munie d'une
dualité, d’un pivot, d'un “flip” généralisé, i.e. d’un bifoncteur inversible

R=Rc:CxC—CxC,
(V,W) = (zp(V, W), zr(V, W)),

et d’un tressage généralisé, i.e. d’un systeme d’isomorphismes fonctoriels

CyWw VoW — a;L(V, W) ®$R(‘/7 W)
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On demande que ces structures satisfassent aux conditions de compatibilité,
établies dans mon mémoire M2. On donne a titre d’exemple une de ces
conditions, appelée léquation de Yang-Bazter holonomique :

(o (viw).ar@r(vn)0) @ dap(ervim) 0))o
(Idg, (v,w) ® Capvw),u)o
(CV,W X IdU)
= (4)
(e, (Ve (W) © Cop(Viar (W) @r(W,0))O
(everwur) ® 1dg, (woy)e
(Idy ® ew,)
pour chaque triplet V, W, U d’objets de C.

Notons que le “flip” (V,W) — (W, V) et le tressage habituel sont des
cas particuliers de nos structures.

3.4 La structure R—enrubannée au niveau des groupes

Un groupe G est dit factorisable en deux sous-groupes G+ C G si chaque
élément g de G admet une unique décomposition

g=9+9"", g+ € Gy. (5)

Remarquons que chaque groupe est trivialement factorisable : on prend
Gi=GetGy=1.

On peut munir un groupe factorisable G d’une autre structure de groupe,
donnée par la multiplication

gxh=ggh h”tg™"
le méme élément neutre 1 et 'inverse

i(g) = 959
L’application

R:GEGxGE — GxG
(c,d) — (xr(c,d),zr(c,d)),

donnée par
xp =xp(c,d) = c_de”?,

zr = zR(c,d) = (x1) e(zr)+,

munit le groupe (G, *) d’une structure tressée, qui correspond a la notion
catégorique de tressage généralisé au niveau des groupes. Cette applica-
tion, au premier regard artificielle, provient de ’étude de la topologie du
complémentaire de I’enchevétrement. En plus elle donne une notion na-
turelle de G—coloriage, qui s’avére équivalente a la notion de G—structure.



3.5 Une passerelle entre G—enchevétrements
et une catégorie G—enrubannée

Une catégorie C est dite fibrée sur I'ensemble A si elle est munie d’une
projection m = 7¢ : Ob(C) — A avec

w(V) # 7(W) = Home(V, W) = @.

Une catégorie R—enrubannée C, fibrée sur un groupe factorisable G, est
dite G—enrubannée si 7 respecte la structure R—enrubannée.

Soit C une catégorie G—enrubannée. Appelons section une famille A,
d’éléments de C paramétrés par G, telle que

mc(Ag) =g Vg€ G

et
Re(Ag, An) = (Agp(g.0)s Azn(gn) Y9, h € G.

Une section donne une passerelle entre la catégorie des G—enchevétrements
Eq et la catégorie G—enrubannée C donnée.

3.6 Théoréme principal

On est enfin pret a formuler un résultat fondamental, qui est au coeur de
notre construction des invariants de G —enchevétrements.

Théoréeme 3.1. Etant donné
1. un groupe factorisable G ;
2. une catégorie C G—tressée ;
3. une section A de C,

on peut définir un foncteur
Fp:8c —C,

qui donne des invariants de G—enchevétrements.

4 Vers une catégorie GL,—enrubannée

Suivant Kashaev et Reshetikhin ([2],[3]), on étudie Pexemple ou G = GLo.
Ce groupe est factorisable en deux sous-groupes

By ={(?)IBeC,acC,

B ={(3N)beCacc) )



dans 'ouvert de Zariski
GLs = {(£4) € GLJo # 0}

de GL2

On aimerait bien avoir une application

R=TRary : GLy x GL; — GLj x GLj
(9,d) +— (zL(g,d) = g-dg=", Tr(g,d) = (x1)3'9(ZL)+)-

Mais GL3 n’est pas un sous-groupe de G'Lo, et en faisant la G Ly —multiplication
g_dgzl, on peut sortir de I'ouvert GL3 ! Plus précisément, en passant aux
coordonnées, R s’écrit comme

(9=C((12), (89, = (L 2). (3 9)) —
1 "a a (148 a’~ b 0
(((0 a’+ﬁ’b)’ (((b'—l—a’b)((o/—:—ﬁ/b)—b))(o/a)_1 1 ))’
1 B +o/'B—a/ B aa(a’+3'b) "L o’a(a’+6'6)"1 0
((Oﬁ+ i’a(a/—l-ﬁ/(b)j_lﬁ ) )’( b(fg/‘l'—;/ﬁb)zl 1)))

Le résultat est un élément bien défini de GL3 x GLj ssi
o +3'b #0. (7)

Cette condition mélange les coefficients de g et ¢’, ce qui rend difficile la
recherche d’un bon domaine de définition pour R.

Cette construction reste tout de méme intéressante, parce que 1’étude des
représentations de ’algebre quantique enveloppante de gly & une racine de
I'unité permet de définir une catégorie C quasi-G Lo-tressée et une section A
de C, nécessaires pour appliquer notre théoreme 3.1. Le mot “quasi” signifie
ici que le tressage n’est que partiellement défini, de méme que le tressage
sur GL3.
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