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Dans ce mémoire, nous nous intéresserons & un probléme de dénombrement qui se résout de
maniére originale. Lagrange a montré que tout entier naturel s’écrit comme somme de quatre
carrés. On peut alors se demander quel est le nombre de fagons d’écrire un entier donné en somme
de 4 carrés. Jacobi a résolu ce probléme vers 1830. Notons 74(n) le nombre de décompositions de
I’entier n en somme de 4 carrés. La formule de Jacobi est :

ra(n) =8 Z d.
d|n
44d

Le but de cet exposé est de donner une démonstration compléte de la formule de Jacobi par
une méthode moderne, qui permet de plus d’obtenir un équivalent explicite quand n tend vers
Iinfini du nombre de fagons d’écrire I’entier n comme somme de d carrés, avec d > 4.

1 Préambule

Voici un tableau récapitulatif des entiers de 0 & 12, décomposables ou non, en somme de carrés.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 11 | 12
carrés d’entiers v |V v v
sommes de 2 carrés | v | vV | V V|V VIV v |V
sommesde 3carrés | v |V |V |V |V |V |V VIivIivIiVv I v ]VY
sommesde4carrés | vV |V |V IV IV IV IV IV IV IV IV |V |V |V

On remarque que les premiers entiers positifs s’écrivent tous comme somme de 4 carrés d’entier.
Mais 7 ne s’écrit pas comme somme de 3 carrés. On sait cependant caractériser les nombres qui
s’écrivent comme somme de 2 ou 3 carrés.

Théoréme 1 (Fermat, Euler). Un entier naturel n s’écrit comme somme de 2 carrés si et
seulement si la valuation v,(n) est paire pour tout p premier, p =3 mod 4.

Démonstration. L’application

N : Z[i\{0} — N*
a+ib — a®+ 1>

est une norme multiplicative sur anneau Z[i]; son image ¥ est l’ensemble des entiers n qui
s’écrivent comme somme de deux carrés. L’ensemble 3 est en particulier stable par multiplication.
Cherchons d’abord les entiers premiers somme de deux carrés.

Si p est somme de deux carrés, p = 0,1 ou 2 mod 4. Il est donc égal & 2 ou bien =1 mod 4.
Montrons la réciproque.

On a immédiatement 2 € 3. Supposons donc que p =1 mod 4. Alors —1 est un carré modulo
p:—1=a® modp,etpla®+1=(a+i)(a—1i);idéal (p) est donc nécessairement réductible !
et p = zy avec z,y € Z[i] qui ne sont pas des unités, i.e. N(z) # 1 et N(y) # 1. Or N(p) = p* =
N(z)N(y). Donc p= N(z) = N(y) € X.

On conclut la démonstration du théoréme en décomposant n en facteurs premiers : n = Ip¥»(7),
Supposons n = a?> +b*> € X. Si p = 3 mod 4, alors p ¢ ¥ et (p) est irréductible. On a donc
p |n = (a +ib)(a — ib) donc p |a + ib ou a —ib. Or p = p donc p |a + ib et a — ib et p* |n. On
conclut alors la démonstration par récurrence descendante.

O

Le résultat suivant, plus délicat, repose sur le classification des formes quadratiques rationnelles
en 3 variables (cf. [Serre]).

LRappelons que ’anneau Z[i] est principal puisqu’euclidien (ce que 1’on vérifie facilement en plongeant Z[i] dans
le plan complexe).



Théoréme 2 (GauB). Un entier naturel n s’écrit comme somme de 3 carrés si et seulement si
il n’est pas de la forme 4°(8b+ 7) avec a,b € N.

L’existence de I’algébre des quaternions permet de montrer plus facilement le théoréme suivant.

Théoréme 3 (Lagrange). Tout entier naturel s’écrit comme somme de quatre carrés d’entier.

Pour d,n € N, posons
ra(n) = Card{(n1,n2,...,n4) € Z* :n=n3 +n3 + - +nl}.

C’est le nombre de décompositions de n en somme de d carrés. Il découle du théoréme 3 que pour
tout n,d € N avec d > 4, rq4(n) > 1.

Remarquons que la définition de r4(n) tient compte de I’ordre des éléments de la décomposition
de n en somme de d carrés ainsi que des solutions négatives.

Exemple. Traitons le cas de n = 12 : les diviseurs de 12 sont 1,2, 3,4, 6, 12. Ceux qui ne sont pas
des multiples de 4 sont 1,2,3,6. La formule de Jacobi donne donc r4(12) = 8 - 12 = 96. Vérifions
ce résultat en explicitant les 96 décompositions.

Les carrés pouvant intervenir dans la décomposition de 12 sont 0,1,4 et 9. Les 2 seules fagons
d’écrire 12 comme somme de 4 carrés sont 12 = 9+1-+1+1et 12 = 4+4+4+0. Les éléments de Z*
dont le carré comporte un 9 et trois 1 sont {(43, 41,41, 41), (+1,43,4+1,41),...}. N yenad- 2%
Les éléments de Z* dont le carré comporte un 0 et trois 4 sont {(0, £2, £2, +2), (£2,0, £2, 4+2),...}.
Ilyenad4-2% On a ainsi trouvé 4 - 23 - (2 + 1) = 12 - 8 = 96 décompositions.

Afin d’étudier les r4(n), on introduit la série génératrice

oo

$ala) = Y ra(n)g".

m=0
Il se trouve que ces séries ¢4 ont des symétries miraculeuses, qui vont nous permettre de les
réécrire, afin d’obtenir une expression de rg.

2 Le jardin des délices modulaires

2.1 Premiéres définitions
Notons H le demi plan hyperbolique (ou demi-plan de Poincaré)
H={ze€C : Im(z) > 0}.

Notons
(1) =SLy(Z) = {( Z 2 ) € SLy(R) : a,b,c,d € Z}

a b
FO(N):{< - d)eF(l):N|c}.
Nous noterons I" un groupe égal & I'(1) ou & un (V).

Le groupe I'(1) agit sur H par homographie :

az+b . [ a b
= rd 0uz€Het’y<c d>€SL2(Z).
L’action de v € I'(1) envoie bien H dans H car Zm(vy - z) = Im(z)
K v TE= ez +d|?”



Remarque. On a ainsi une action de PSLy(Z) = SLo(Z)/{£1} sur H puisque Uaction de v ne
dépend que de sa classe dans PSLo(Z).

Définition 4. Pour v = ( @ b ) el et z € H, on pose

c d

i(y,2) = (%)z = (cz +d)?

Proposition 5. La fonction j vérifie ’équation

i 2) =3y, - 2)i(Y - 2)

Démonstration. Ecrire j(v,z) = (%) et appliquer la régle de dérivation pour les fonctions
z

composées. O

Définition 6. Soit k € N. On appelle fonction faiblement modulaire de poids 2k pour T toute
fonction méromorphe f sur le demi plan H, telle que

Yy eT, flv-2) =i, 2)"f(2).

La définition précédente signifie que la forme f(z)(dz)* est [-invariante, c’est-a-dire

vy el, fly-2)(dy-2)" = f(z)(d2)".

La proposition 5 rend la définition cohérente car
) -2) =0, 2)f(2) =5 (7.7 - 2)i(V, 2) f(2) =G (7.7 - ) f(v - 2) = fly - (- 2))

Soit f une fonction faiblement modulaire. D’aprés la définition appliquée & v = ( (1) 1 ), on

a f(z) = f(z +1). On peut donc écrire f comme somme de sa série de Fourier (cf. Annexe A), et
Pexprimer comme fonction de ¢ = e*"#, que nous noterons f :

f(Z) _ Z cne—Qﬂ-nyeQiﬂ'nx

nez

]E(Q) = Z cnq"-

neE”Z

La fonction f est méromorphe dans le disque lg| < 1 privé de lorigine car f est méromorphe
sur H et que z — e2'"* est localement biholomorphe et envoie H sur le disque unité privé de
I’origine.

Définition 7. Soit f une fonction faiblement modulaire. Si f définie comme précédemment se
prolonge en une fonction méromorphe (resp. holomorphe) a lorigine, on dit que f est méromorphe
(resp. holomorphe) a Uinfini.

Cela signifie que f admet un développement de Laurent au voisinage de 'origine :
f(Q) = Z cng"”
nez

ot les ¢, sont nuls pour n assez petit (resp. pour n < 0). ~
Lorsque f est holomorphe & l'infini, on pose f(co) = f(0), c’est la valeur de f & linfini.
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Soient S et T les classes des éléments < > de I'(1). On a les relations :

1 0

S?=1, (ST)*=1.

Soit D le sous-ensemble de H formé des points z tels que |z| > 1 et [Re(z)| < 1/2. Nous allons
montrer que D est un domaine fondamental de 'action de I'(1) sur H. En d’autres termes :

Théoréme 8. 1. Pour tout z € H, il existe v € T'(1) tel que v-z € D.

2. Supposons que deux points distincts z, z" € D soient congrus modulo T'(1). On a alors z € 0D,
ou plus précisément, soit Re(z) = +1/2 et 2/ =2+ 1, soit |z|=1et 2/ =—-1/z=—Z.

3. Soit z € D, et soit I(z) = {y € T'(1)/{£1l}: vz =z} le stabilisateur de z dans I'(1)/{£1}.
On a I(z) = {1} sauf dans les trois cas suivants :
- z =1, auquel cas I(z) est le groupe d’ordre 2 engendré par S ;
—z=p= e%, auquel cas 1(z) est le groupe d’ordre 8 engendré par ST ;
- z = —p, auquel cas 1(z) est le groupe d’ordre 3 engendré par T'S.

Démonstration. Soit IV le groupe engendré par S et T. Nous allons montrer qu’il eziste v € T’

tel que +' - z € D, ce qui démontrera ’assertion 1. du théoréme 8. Si v = ( Z cbl > eI’ on a

Im(z)

(1)
Comme c et d sont entiers, le nombre de couples (c, d) tels que |cz + d| soit inférieur & un nombre
donné est fini. On en conclut qu’il existe v € I tel que Zm(~y-z) soit maximum. On peut supposer,
quitte & composer par un 7%, que la partie réelle de 7 - z est comprise entre —% et % L’élément
vz appartient & D; en effet, il suffit de voir que |y- z| > 1, sinon, si Pon avait |y-z| < 1, I’élément

;—é aurait une partie imaginaire strictement plus grande que Zm(y - z), ce qui est impossible.

Prouvons maintenant [’assertion 2. du théoréeme 8 :
b .
¢ d )€ ['(1) tels que v-z € D. Quitte a remplacer (z,7) par (v-2,771),
on peut supposer que Zm(vy - z) = Im(z), i.e. que |cz + d| est < 1. Ceci est impossible si |¢| > 2
car |0|§ < |le Im(z)| < |ez +d| < 1. Restent donc les cas ¢ = 0,1, —1.
— Si ¢ =0 alors d = £1 et v est une translation par £b. Comme Re(z) et Re(y - z) sont
compris entre —1/2 et 1/2 alors I'un vaut —1/2 et Pautre 1/2.

Soient z € D et v =



— Si ¢ =1 alors |z + d| < 1 entraine d = 0, sauf si z = p (resp. z = —p) auquel cas on peut

avoir d = 0,1 (resp. d = 0, —1). Le cas d = 0 donne |z| < 1 donc |z| = 1. Comme ad —bc =1
alorsb=—1.Doncy-z=a— % et la premiére partie de la discussion montre que a = 0 sauf
si Re(z) = £1/2, i.e. si z = p ou —p, auquel cas on peut prendre a = 0,—1 ou a =0, 1. Le
cas z=p,d=1,donnea—b=1lety-p=a—1/(1+p) =a+p,dott a =0,1; on traite

de méme le cas z = —p, d = —1.
— Le cas ¢ = —1 se raméne au cas ¢ = 1 en changeant les signes de a,b, ¢, d (ce qui ne change
pas 7).
Ceci achéve la vérification des assertions 2. et 3. et donc du théoréme 8. O

Théoréme 9. Le groupe PSLy(Z) =T'(1)/{%1} est engendré par S et T.

Démonstration. Soit v un élément de I'(1). Choisissons un point zy intérieur & D (par exemple
2i), et soit z = 7 - zg. On a vu plus haut qu’il existe v’ € T” tel que 7' - z € D. Les points 2 et
'z = (7"7) - 29 de D sont congrus modulo I'(1), et 'un d’eux est intérieur & D. D’apreés 2. et 3.,
il en résulte que ces points sont confondus et que vy = £1. On a bien v € I, ce qui achéve la
démonstration. O

Remarque. 1. On identifie S, T et leurs images respectives dans PSLo(Z).
2. En fait, PSLy(Z) = < S, T : 52 =1,(ST)3 = 1 >, c’est-a-dire que PSLy(Z) est ’ensemble

des mots en S et T, modulo les 2 relations S* =1 et (ST)? = 1.
Soient les deux droites hyperboliques
Si={zeH:|z|=1et Re(z) >0} et So = {z € H: Re(z) # 1/2}.
Posons D' =D — S USs.

Corollaire 10. L’application canonique D' — H/F(l)est bijective.

2.3 Etude du groupe I';(4)

2.3.1 Préliminaires

1 0 11
Posons a—<4 1)6I‘0(4) et b—T—(O 1)6I‘0(4)

I'yp = le sous-groupe de I'g(4) engendré par a,b
Drouy ={z€H : (|Re(z)| <1/2) et (|]z£1/4] > 1/4)}.
Montrons d’abord que Dr4) est un domaine fondamental de ’action de I'g(4) sur H.
Proposition 11. L’indice de T'g(4) dans T'(1) est 6.

Démonstration. Le morphisme de groupe canonique ¢ : I'(1) — SLa(Z/47) est surjectif. Soit

B = p(To(4)) = { ( . Z ) € SLy(Z/yz) : ¢ = o}.

L’application ¢ passe au quotient et donne une application
?: L)/ py(4) = SL2(Z/4z)/ B-

L’application @ est surjective car ¢ l'est. Elle est injective car p~1(B) = I'g(4). Donc Iindice
[(1) : To(4)] = [SL2(Z/ 47y) - B



Lemme. Le cardinal de GL3(Z/y7,) est 96.

Démonstration. On choisit d’abord le vecteur colonne gauche de la matrice. On a le choix parmi

tous les vecteurs sauf ( 8 ), ( g ), ( (2) ) et ( ; ), ce qui donne 12 = 4 - 4 — 4 possibilités.
Pour le deuxiéme vecteur, on a le choix parmi tous les vecteurs sauf les 4 précédents et les

multiples du premier vecteurs (qui ne peuvent étre parmi les 4 précédents). Ce qui nous donne
8 =4 -4 — 4 — 4 possibilités. Finalement le cardinal recherché est 12 - 8 = 96. O

Par conséquent, le cardinal de SLy(Z/,7) est 48. Le cardinal de B est 8 ( 2 possibilités pour
la diagonale et 4 pour le coin supérieur droit). Finalement

(1) : To(@)] = [SLa(Z/47) : B = 6
O

Proposition 12. Les éléments 1, S, T_lS, TS, T°S ou T2S, ST °S ou ST'S sont des représen-
tants de chaque classe d’équivalence de P/F0(4)'

Démonstration. On vérifie aisément & la main que ces éléments ne sont pas dans la méme classe.

Par exemple pour TS et T_ls, on a (T_ls)*1 ‘TS = ST'S = < ; (1) ) € I'(1)\I'p(4). Comme

I’indice est 6, on représente bien toutes les classes.

Notons les éléments précédents respectivement g1, g2, g3, 94, g5 €t g5, ge €t gg-

2.3.2 Résultats

Théoréme 13 (Domaine fondamental).
1. Pour tout z € H, il existe I' € T'o(4) tel que v -z € Dpya)-

2. Supposons que deuz points distincts z,2z" € Dr ) soient congrus modulo T'o(4). On a alors,
soit Re(z) ==+1/2 et 2/ = z+1, soit |z £1/4|=1/4 et 2/ =1/(F4z + 1).
8. ¥z € Dy, I(z) = {1} o I(2) est le stabilisateur de z dans I'o(4)/{%1}.

Démonstration. Notons D; et Dy les demi pavés
Di={2€D:Re(z) <0} et Dy={z€D:Re(z)>=0}.
Alors i 6 6 .
Dry@) = (Y,9; D) U(i%gi Dy) U(igg)gi D).
De méme notons D] et D) les demi pavés restreints
Dy ={2€D :Re(z2) <0} et Dy={zeD :Re(z) >0}
Posons
Dy = ((Bom D)o DU 0071 Ph)) = {8 p,ST i, ST ).
Le domaine D{“o(4) est dessiné dans la figure 2. C’est une restriction de Dr(4) pour laquelle on
n’a qu’un représentant par classe.
Montrons ’assertion 1. : Soit z € H, il existe g € I'(1) tel que g - z € D’. Posons
99; " sig~gipour1<i<4

y=14 gg;' sig~g;pouri=>56etg-z€eD]
ggf1 sign~g;pouri=>506etg-ze D
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TaB. 1 — Action de S et ST & gauche sur F/Fo(4)‘

Alors y € Tog(4) et v- 2z € D/F0(4)-

Passons auz assertions 2. et 3. : Soient z,2’ € D{“o(4) et v € I'p(4) tel que y-z = 2’. Alors il existe
9,9" € {91, 92,93, 91, 95, 95, g6 96 } tel que

g-2€D et ¢ -2 =(gv9 N(g-2)eD.

Ces points sont congrus modulo I'(1) ; ils sont donc égaux. Supposons que le point g-z = ¢’-2’ € D}
alors g,9' € G = {g1,92,93,94, 95, g6 }. Ainsi g'vg~' € I(g-2) C (I(i) UI(p)). Quatre cas se
présentent.
— Soit ¢'yg~!' = 1, alors en regardant les classes on a g = ¢’ puis v = 1.
— Soit g’vyg~! =S, i.e. Sg = g'v. Le tableau 1 donne ~ € {1,T,T_1}. Orvy=Tou T est
impossible car (T.Dy 4)) N D 4y = 0. Donc v = 1.
— Soit g'vg~! = ST, i.e. STg = g’. Le tableau 1 donne v € {1,T,T_1,a’1,T_1a}. Comme
a envoie l'extérieur du cercle C(—1/4,1/4) dans intérieur du cercle C(1/4,1/4), la seule
possibilité est v = 1.
— Soit g'yg~! = (ST)?, alors ((ST)Q)_1 = ST = gyg’~"'. Le cas précédent donne v = 1.
On fait de méme si g - z € D}. Nous avons donc montré 1’assertion 3.
Pour finir avec la démonstration de 2., il suffit de voir que 'image de la demi droite ouverte

1

Re(z) = —1/2 s’envoie par T sur la demi droite ouverte Re(z) = 1/2. L’image du demi cercle
ouvert |z + 1/4| = 1/4 s’envoie par a sur le demi cercle ouvert |z — 1/4| = 1/4. Ce sont les seuls
recollements possibles de Dr4) car D’FO ) n’a pas de recollements. O

Proposition 14. Pour tout z € H, il existe v € T'yp, tel que v - 2 € Dry ).

Démonstration. La preuve est semblable au début de la preuve du théoréme 8. Soient z € H,
v = ( Z Z ) €T’ on aZm(y-z) = Im(z)/|cz + d|*>. Comme c et d sont entiers, le nombre de
couples (¢, d) tels que |cz + d| soit inférieur & un nombre donné est fini. On en conclut qu'’il existe
v € I tel que Im(y - z) soit maximum. On peut supposer, quitte 4 composer par un 7%, que la
partie réelle de v - z est comprise entre —% et % L’¢lément - z appartient alors & Dr4) ; en effet,
si on avait |z — 1/4| < 1/4, alors l’élément a - z = z/(4z + 1) aurait une partie imaginaire plus
grande. De méme si on avait |z + 1/4| < 1/4, Pélément (ba™') -z = (=32 + 1)/(—4z + 1) aurait
une partie imaginaire plus grande. O
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Théoréme 15. T'g(4)/{£1} est engendré par a et b.

Démonstration. Soit v un élément de I'g(4). Choisissons un point zo intérieur & Drp,4) (par
exemple 2i), et soit z =7 - 29. On a vu plus haut qu'il existe 7' € T'y 5 tel que 7' - z € Dp 4. Les
points zg et 7' - z = (') - 20 de Dr,(4) sont congrus modulo T'g(4), et 'un d’eux est intérieur a
Dry(4- Il en résulte que ces points sont confondus et que 7'y = £1. D’ou le résultat. O

Remarque. En fait To(4)/{x1} est le groupe libre engendré par a et b.

2.4 Les formes modulaires

De méme que pour la notion d’holomorphe a 'infini, nous allons nous intéresser au comporte-
ment des fonctions faiblement modulaires au voisinage de la droite réelle, qui doit étre vu comme
un infini.

Définition 16. On définit une pointe de I' comme un point d’un domaine fondamental de T' qui
s’envoie a linfini par un élément de T'(1).

On dira de plus que 2 pointes p; et p2 sont équivalentes dans un groupe I §’il existe v € T tel
que p; = 7 - p2. Remarquons que d’aprés la définition, il existe une unique classe d’équivalence de
pointes dans I'(1).

Pour étudier une fonction faiblement modulaire f au voisinage d’une pointe p, on introduit une
variable locale w en p, en envoyant p sur l'infini (par un élément o, de SL2(R)). Le groupe I'(1)
a une unique classe d’équivalence de pointes, et donc toute pointe peut étre envoyée sur l'infini
par I'(1). En conjuguant correctement cet élément dans SLs(R), on définit o, € SLa2(R) tel que
op - p =00 et tel que

o) =1( o 7 )imem

o (o, ") désigne le stabilisateur de Iinfini pour o,T'o,". Etudier la forme -invariante

f(2)(dz)* au voisinage de p revient & étudier F(w)(dw)* = (o

S bw)(d(o,? w))k au voisinage
de l’infini. Posons donc

p

Proposition 17. F(w) est une fonction faiblement modulaire de poids 2k pour apI‘ap’l cI'(1).
De plus F(w + 1) = F(w).

Démonstration. Soit v € T,

F(opyo;) - w) (d(opyoy ) - w)* = f((voy ") - w)(d(yo, ) - w)

De plus la fonction F' est clairement méromorphe. La derniére propriété est claire en appliquant
la propriété d’invariance & T' € (Upfazjl)oo Coplo, . O

2imz

On peut donc définir la fonction F de g = e comme précédemment, et parler de méromor-

phie & l'infini pour la fonction F'.

Définition 18. On dit que [ est méromorphe (resp. holomorphe) en p si F' est méromorphe (resp.
holomorphe) & Uinfini.
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20

F1G. 4 — Compact K contenu dans le domaine fondamental de I'g(4).

Lorsque f est holomorphe en une pointe p, on pose f(p) = F(c0), appelée valeur de f en p.
Elle ne dépend pas de la classe d’équivalence de p pour I'. Attention, la valeur de f en p n’est pas
la limite de f(z) quand z tend vers p.

Définition 19. Une fonction faiblement modulaire de poids 2k pour T est dite modulaire si elle
est méromorphe & chaque pointe (cusp en anglais).

Définition 20. On appelle forme modulaire de poids 2k pour I' toute fonction modulaire de poids
k pour T' qui est holomorphe partout (y compris auz pointes).

On notera désormais Moy (") 'espace des formes modulaires de poids 2k sur T.
Définition 21. Si une forme modulaire de poids 2k pour I' s’annule aux pointes, on dit que c’est
une forme parabolique (cusp form en anglais) de poids 2k pour T.
2.5 Reésultats sur les formes modulaires
2.5.1 Etude des valeurs aux pointes d’une fonction modulaire
Nous allons appliquer le théoréme des résidus a f(z) dz et d(log(f(z))). Rappelons son énoncé.

Rappel. Le théoréme des résidus s’écrit :

Soit f une fonction méromorphe sur un ouvert U de C, C un arc tracé sur U tel que f est
définie sur C et VA € C\U, Ind(cy(\) = 0, alors :

1 f(z)dz = Z Indc(p)Ress(p).

24T
¢ p pole de f

Soit C le contour de I’ensemble K défini ci-dessous, parcouru dans le sens direct.
Supposons que f n’a pas de zéro sur le bord de K. Sinon, il suffit de définir un domaine K’
dont le bord contourne les zéros de f.

Théoréme 22. Soit f une fonction modulaire sur T'o(4) de poids 2 (k = 1), holomorphe sur H.
On a

f(o0) + £(0) + £(1/2) = 0.

12



Démonstration. Calculons I'intégrale de la fonction f sur le contour C de K, de 2 facons différentes.
Comme la fonction f est supposé holomorphe, elle n’a aucun pole, donc le théoréme des résidus
s’écrit

f(z)dz=0
c
De plus, N R
I T ()
| S =g [

2imz

par le changement de variable ¢ = e ol w est un cercle de centre 0, parcouru dans le sens

direct. D’aprés le théoréme des résidus (en posant g(q) = @ qui a un unique pole en 0 de résidu
£(0)), on a donc

/E f(2)dz = —f(0) = — f(c0).

L’élément T = ( 1 ) € T'y(4) envoie AB sur EC’, et f(T-z) = f(z). On a donc

1
0
B E
/ f(z)dz+ f(z)dz =0.
A D’

Intéressons nous maintenant a l'intégrale sur B’C' et C'D.

L’élément a = i (i) ) € T'g(4) envoie 'arc B’C sur I’arc DC’. Remarquons maintenant que

Pon a f(v-2z)d(y-2z) = f(z)dz pour tout v € I'g(4), car la fonction est de poids 2. En particulier,
fla-2)d(a-z) = f(2)dz, et

c ,
. f(z)dz:/D f(z)d=.

On a par ailleurs

’

/ f(z)dz = F(JO_1 -z)d (00_1 cz)=— e F(w) dw.
f. 1=, J

De la méme maniére que pour le calcul sur 'arc E'A, on obtient

1+i
/O Fw) dw = F(os) = £(0).

+ia
On a donc

/ f(2)dz = — (0).
C

On peut ramener arc BB’ sur 'arc D'D"” par I’élément T' € I'y(4) (voir schéma page 12). Or
ona f(T-z)d(T-z) = f(z)dz. On a donc

/BB,f(z)dz—k/DD,f(z)dz = /D ”f(z) dz.

Par un calcul analogue a celui de I'intégrale sur ’arc CC’, on obtient

/BBf<z)dz+/D lf(Z)dz——f(%)-

En sommant toutes ces intégrales, on obtient le résultat voulu. O

13



2.5.2 Les zéros et les poles d’une fonction modulaire
Soit f une fonction méromorphe sur H, non identiquement nulle, et soit p un point de H.

Définition 23. Nous appellerons ordre de f en p, et nous noterons v,(f) Uentier n tel que

Z ﬂ soit holomorphe et non nulle en p.
(z—p)"

Lorsque f est une fonction modulaire de poids 2k pour T'g(4), I'identité :

fov-2)=j(v,2)" f(2)

montre que v, (f) = ) (f) pour tout p € H et v € ['g(4) ; en d’autres termes, v,(f) ne dépend
que de I'image de p dans le quotient H/T'z(4). )

On peut de plus définir v (f) comme 'ordre pour ¢ = 0 de la fonction f(q) associée & f, et
vp(f) pour une pointe p comme ’ordre de w = 0 pour F(w) associée & f.

Soit p un point de H. Remarquons que si p est un pole de f on a v,(f) < 0, si p est un zéro
de f, vp(f) > 0 et pour p un point quelconque, v,(f) = 0.

On rappelle que o0, a été choisi tel que o), - p = 0o et

_ 1 m
(Upfapl)oo—{<0 1 >:m€N}
ou (gL, ") désigne le stabilisateur de o,l'o, " a Vinfini.

Proposition 24. Soit f une fonction holomorphe sur H. On définit f et F comme dans la
partie 2. Pour p un pole de f, on a

RS
) =t |

ol wq est Uarc du cercle tangent a ’axe des réels en p de rayon o contenu dans D parcouru dans
le sens direct si p # 0o, et un segment de la forme [oi — 1/2, i + 1/2] pour p = oo.

Démonstration. Calculons v,(f). Par définition, v,(f) = vo(F'). D’aprés le théoréme des résidus,
on a donc :

1 [ F(g) - 1 o
= — = = — log F' - log F(e2i7*
W) = g [ F =3 [, AosF@) =5 [ dvog P
1 [Mee
= — log F .
iz [, o)
> do; lw g
F(w) = f(a;lw) ( wa )
D’ou
1 [l 1 do, tw
vp(f) = %7 o, d |log(f (o, 'w)) + klog qw

1 435 4 —1,, 1 1+55 do= 1w
= — /" 7“(0_”1 D, L / “d [ klog [ 222 .
2w Joy i flop w) 2im Joy i dw

De plus, en effectuant dans le premier terme le changement de variable z = o, Lw on obtient :
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L fioptw) 1 f'(2)
_— 2 p_ 7 d(g w) = —/ dz.

2ir Jo floytw) P 2 /. f(z)
Calculons le deuxiéme terme de la somme. Ecrivons o, I sous la forme ( Z Z ) On a alors
dap’lw _ 1
dw (cw + d)?
et donc
dap’lw
d | klog = =2k d (log(cw +d)) .
dw
Remplagons dans Pexpression de v, (f) :
1 1'(z) 2ke [1tos
= — dz — — d(l d
W) = g [ ], Attt )

!
= L f(z)dz—chlog 1—|—.C .
2im J,. f(2) 2im 5= +d

Comme on a forcément (¢, d) # (0,0), lir% - (;_ y
a—0 ==
2c

L e

Vp(f)zolé%% . f(Z) dz.

= 0. On a donc

O

Théoréme 25. Soit f une fonction modulaire de poids 2k, holomorphe sur H et non identique-
ment nulle. On a
Voo + Vo + V172 + Z vp(f) = k.

p zéro de f

Démonstration. Pour f une fonction modulaire sur I'g(4), holomorphe partout, la fonction f définie
en 2.4 est holomorphe au voisinage de 0. On peut donc trouver un cercle tangent en 0 de rayon assez
petit pour que f n’ait pas de zéro dans la partie du disque contenue dans le domaine fondamental
considéré. Or un tel disque est envoyé sur un segment horizontal de longueur 1 par o (défini en
2.4). Ainsi, il existe R tel que f n’a pas de zéro pour Zmf(z) > R.

De méme, pour une pointe p, la fonction F' définie en 2.4 est holomorphe a 'infini, donc par la
méme méthode que précédemment, il existe un cercle tangent en p a ’axe des réels tel que f n’a
pas de zéro & l'intérieur du cercle.

Choisissons alors le plus petit rayon « parmi les cercle construits autour de chacune des pointes.
Pour définir le domaine K, nous prendrons tous les cercles de rayon «.

Lemme. Soit f une fonction méromorphe sur H, non identiquement nulle. Soit C un contour tel
que l’intérieur contienne un représentant de chaque zéro ou pole de f. Alors on a l’égalité :

i f/(Z) dz = Z Vp(f)~

2im Je J(2) pEH/To(4)

Démonstration. Appliquons tout d’abord le théoréme des résidus a la fonction f'/f :

1 [ f'(z)
2w Jo f(2) d

z = Z Inde(p)Resyr /¢ (p).

p pole de f’/f

15



Soit p un point quelconque de H/T'4(4). Par définition de v,(f) on peut écrire pour z au
voisinage de p :

f(z) = (z—p)"Pg(2)

ol g est une fonction holomorphe non nulle en p. On a donc

1) _nlf) | g)

f(z)  z=p g(z)
Donc ’ensemble des poles de f’/f est exactement I’ensemble des zéros et poles de f, et de
plus, on a Resyr ¢ (p) = vp(f)-
Enfin, Indc(p) = 1 car on a choisi C de telle sorte qu’il entoure chaque pole ou zéro de f.
On a donc démontré le lemme.

Revenons & la démonstration du théoréme 25.
On applique donc la formule démontrée dans le lemme ci-dessus a la fonction f. On obtient :

IG) g, 3wl

2im Je f(2) pEH/To(4)

Comme la fonction f est supposée holomorphe partout sauf aux pointes, les seuls v,(f) non
nuls sont ceux pour p un zéro de f. On a donc :

I g, S wl).

2 Y f(Z) p zéro de f

’
On va maintenant intégrer morceau par morceau J;((ZZ)) sur le contour C, en faisant tendre «

vers 0.

- E, A, : La formule démontrée dans la proposition 24 montre immédiatement que

Aq g1
L@ g ).
A ir J. 1)
- AyB, et DL E, : L’élément T = ( é 1 ) € T'g(4) envoie 'arc A,B, sur 'arc E,D. . Par

définition des formes modulaires, on a f(T' - z) = f(z). On a donc

B / E / B / E /
@ 1 @ 1 @ @ T
N I g, 1 ey, - L ') gy L f( Z)d(T-Z)
2im 4, f(2) 2im Jp, f(2) 2im Ja, f(2) 2im Jp,  f(T-2)
e, A fe)
2im Ja, [f(2) 2im B. [f(z)
=0
- ByB), et DD, : L'¢lément T = ( é 1 ) € T'o(4) envoie 'arc B, B,, sur 'arc D, D!. Par

translation du domaine D de 1/2 (qui reste donc un domaine fondamental de I'y(4)), on voit
que D, D! U D! D" est un arc de cercle du type w,, parcouru dans le sens indirect. On a
donc, d’apreés la proposition 24,

1 D! f’(z) B L B!, f’(z) L D!, f’(z) o0 .
2ir Jp, [f(2) = S B, [f(2) Gt o b, [(z) dz 3 ().
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- B/,Cy et C!,D, : L’arc D,C!, est I'image par a = ( i (i) ) € T'y(4) de B,,Cy. Or, on a
fla-2)= (42 +1)?*f(2). On a donc
log(f(a-2)) = 2klog(4z+1)+log(f(2))
8k
dllog(fla-=)) = o+ dlog(7(=)
Et,
e L e, L
2ir Jp, f(z) T T 2im fla-z2) 2ir Jp, 42+ 1
- 1 @ / Z) 2k —i-‘,—%eie
- 2_/130 O] oA RCICCR ) N
D /
B > f'(=) 20
T 2ir /% f(z) dz k( b
Donc

(1% f(r) LoPef) ) L
i%(% 5 F(2) d’”%/% i) ) =F

puisque bien entendu, 8 — 0 < a — 0.

- C,C!, : La proposition 24 nous donne directement

o f'(2)

020 2im Jo, ()

dz = —llo(f).

On obtient donc
Z vp(f) = Voo —v0o — 112+ k

p zéro de f

ce qui est le résultat cherché.

3 La formule de Jacobi

Posons maintenant
VzeH, 0(z) = Y X
meZ

On a6*(z) = Z 74(n)e*™™*. Nous allons voir que la fonction #* est une forme modulaire de poids

ne’
2 pour T'g(4).

3.1 Etude de la fonction ¢

La fonction 6(z) converge uniformément sur tout compact de H; elle est donc holomorphe sur

H comme limite uniforme de fonctions holomorphes.
Théoréme 26. Pour tout z € H, v € T9(4), 60*(v2) = (cz + d)?60%(2).

Démonstration. Montrons d’abord que pour v = a et v = b on a bien la propriété voulue.
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04 (z+1) =D ra(n)e®™ T =N "ry(n)e? ™ = 0% (2).

nez nez
2.y=b
En écrivant 55y = 1- m et comme (%2)? modulo 1 ne dépend que de m modulo 2,
ona:

Oy = 2 & = 3 @) e e

4z +1
+ meZ meZ
= Z o2im(3)’ Ze—%w(%“)zf;l.
m mod 2 teZ

Soit la fonction f : ¢ — e~o"(3+D* Rappelons que f(&) = (1//a) ™6/ ™€ (cf. An-
nexe B). La formule de Poisson (c¢f. le lemme ci-dessous) appliquée a la fonction f avec

_ 2 :
a = 777 permet de calculer :

z irm?2 4241 _7"(427'1)t2 inmt
M= 2 € 2ysre e

m mod 2 teZ
.2
_ [4z+1 2imzt?  imt . imt
=/ 5= E e e 2 (14ie™)
—_— ————
tez —1+i

=/ (1+14)0(2).

En particulier, 04(42'11) = (42 + 1)26*(2) ce qui est le résultat voulu.

La formule est donc vérifiée par a et b qui engendrent T'g(4). Il reste & voir que la formule passe
bien & la composition ; cela découle de I’identité

0 () - 2) = (v, - 2) 04 (Y - 2) =5 (7.7 - 2) G (7, 2) 64(2).

=j(vv':2)

O

Lemme (Formule de Poisson). Soit f une fonction C*> & décroissance rapide, i.e. pour tout
m,n €N, lim x”f(m)(a:) =0.0na:

|z|—o0

Z f(m) = Z f(m) avec f(€) = /Rf(x)e_%””g de.

meZ meZ

Démonstration. Soit ¢(x) =, ., f(x+n). Comme f est & décroissance rapide, la série définissant
o converge normalement sur R, ainsi que toutes ses dérivées terme a terme. La fonction ¢ est donc
C™ et 1-périodique.

Calculons les coefficients de Fourier complexes de ¢. On a, en intégrant terme a terme, ce qui
est licite car la série converge uniformément :

1 1
Cn = / p(z)e” 2™ dy = Z/ f(x+k)e ™ dz
0 0

kEZ

k+1 ) .
_ Z/k f(@+ k)e=2™ dg = f(n)

kEZ
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La fonction ¢ est somme de sa série de Fourier donc
S Fmer e = 3 fa+n).
nez neL
La formule attendue est obtenue pour z = 0. O

Théoréme 27. La fonction 6* est une forme modulaire de poids 2 avec 6*(c0) = 1, 84(0) =
—1, 64(~1/2) = 0.

Démonstration. La fonction 6* est holomorphe sur H et vérifie le critére d’invariance. I suffit de
montrer que #* est holomorphe & chaque pointe. Examinons 6* sur les trois pointes de Dry(4)-
— Pour la pointe en l'infini; la convergence de la série de 6 est uniforme sur un voisinage de
linfini, on peut donc passer a la limite terme & terme. On trouve #(co) = 1 et le résultat.

— Pour la pointe en 0; la variable locale est w = 00_1 -z ol 00_1 = ( (2) _%)/2 ) En utilisant

la proposition 39 et ’égalité S% =1 on obtient :

w) = Oog " w) gy 1 1
Ow) = j(ogt w) ( 4w)(2w)2
_ —4w294(w)4—;2 = 0'(w) —— -1,

— Pour la pointe —1/2, de maniére cohérente avec le théoréme 22, on vérifie que
0*(—1/2) + 6*(0) + 6*(c0) = 0

et on en déduit le résultat.

3.2 Les séries d’Eisenstein

Les séries d’Eisenstein fournissent d’autres formes modulaires non paraboliques. Ces formes
sont bien connues. L’espace engendré par les séries d’Eisenstein est supplémentaire au formes
paraboliques dans les formes modulaires. Or 'espace des formes paraboliques de poids 2 pour
I'o(4) est trivial. Les séries d’Eisenstein forment donc une base de lespace de formes modulaires
de poids 2 pour I'y(4).

Théoréme 28. La seule forme parabolique de poids 2 pour T'o(4) est la forme nulle.

Démonstration. Supposons par l’absurde que f est une forme parabolique non nulle de I'y(4).
D’aprés le théoréeme précédent, on a

Voo + V0 + V12 + Z vp(f) = k.

p zéro de f

Or si f est une forme parabolique, co, 0, et 1/2 sont des zéros de f, donc v (f), vo(f) et

v1/2(f) sont strictement positifs. On a donc v, + v + 112 > 3. Comme Z vp(f) = 0, on

p zéro de f
obtient la contradiction 1 > 3. Absurde. O

Corollaire 29. Les séries d’Eisenstein forment une base de [’espace des formes modulaires de
poids 2 pour I'o(4).
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Le cas des séries d’Eisenstein de poids supérieur & 1 est naturel et simple & traiter. Il explique
I’origine de la définition des séries d’Eisenstein de poids 1 et donne un cadre plus général & certaine
propositions.

Nous ne traitons ici que le cas des séries d’Eisenstein de poids 1. Nous renvoyons en annexe
pour le cas plus général.

De maniére analogue aux séries d’Eisenstein de poids supérieur & 2, on voudrait définir

- 1 , N 2 _
EYC = 5 X 0 sy | X @raT
yE FO(4)OO\F0(4) 4|c

d impair

= %(2) Z (cz+d)"2+ Z (cz+d)2

c=0[4] c=0[4]
d=1[4] d=—1[4]

Ce qui nous améne a poser formellement pour a € (Z/4Z)*,

0.0)(,\ _ 1
G2 (Z) - Z (m12+m2)2.

(m1,ma2)€Z?
(m1,m2)=(0,a)[4]

Dés lors, on a

BV = Y G

a€(Z/AT)*

Le probléme est que la série qui définit Géo’a) n’est pas absolument convergente. Il faut définir un
ordre de sommation et vérifier que la fonction définie est bien holomorphe.
Posons, cette fois-ci rigoureusement

GO (2 Z Z mlz+m2>2

m1=0[4] ma=al4

Proposition 30. Pour tout a € (Z/4Z)*, la fonction G(Qo’a) (z) est bien définie et est holomorphe
sur H.

Démonstration. On part de la formule admise suivante :

1 oo
Va € C, 7 cot(ma) = — Z

a

1
+n a—n

)- (2)
Alors en écrivant cot(ma) = 1+ 2/(€?™® — 1), en remplagant a par mz, et en dérivant de chaque

coté, on obtient
1
_ —471'2 62171']2
Y,
nez
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Appliquons ceci & notre fonction :

(0,0) _ L
Gy = My Z Z mlz—i—mg)

mo=al4] m1=0[4] ma=al[4]
YVL1;£0
1 1 mlz—l—a
-2
- Z st D gaEt 2 (Tt
My My
=al4] mo=—al4] m1=0[4] n€Z
ma>0 mo>0 m1>0
1

Z Z mlz—a )2

m1 =0[4] n€Z

m1>0
1 w2 > . > .
S 1 DD YRR DD ST
m2 impair m 4 m1=0[4] j=1 m1=0[4] j=1

m1>0 m1>0

On pose ¢ = e*%%, alors

a 3 7 a ay,jm
G;O’ )(Z) _ ZC(Z)_Z Z ZJ ZJ 4 qJ 1

mi1= 0[4]
m1>0

— 3 - m
= 6@+ ; bngq

2
avec by, = —% Zj(ija +i 7% et b, =0si4dtn.
iln

Du coup, on peut décomposer en série de Fourier. Si ¢ = 2™

, alors :

G (2) = 2¢(2) + Z cng" (3)

2
avec ¢, = —% Zj(i” +4i779).

jln
Le rayon de convergence de la série de terme général c,, est supérieur & 1. La fonction Géo’a)(z)
est donc bien holomorphe sur H. O

La série d’Eisenstein associé & 0 va étre :

2 a
EP () = =4 Y G804z)
34:(2) a€(Z/AZ)*

De la méme fagon que pour Géo’a)(z), on obtient la proposition :

Proposition 31. Pour tout a € (Z/4AZ)*, la fonction Gga’o) (z) est bien définie et est holomorphe
sur H. De plus, si ¢ = €™ alors

4G(a 0) 72 Z dnq"  avec d, = Z j-

jln
n/j impair
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Contrairement aux séries d’Eisenstein de poids supérieur & 2, nos séries définies ici ne sont pas
vraiment invariantes par I'g(4). Nous allons tuer ce défaut d’invariance en considérant la fonction

F(z) = By (2) — B ().
Introduisons la terme ay,, m,(2) défini par

1 1
mlz+m2—4_mlz+m2

am,y ;M2 (Z) =

Le série double de terme général a,,, =, (z) n’est pas absolument convergente. Nous serons amené
g 1,m2

par la suite & calculer la différence entre les deux séries doubles d’ordre de sommation inversée.

Etablissons donc les formules suivantes :

Proposition 32. Pour tout z € H, on a

Vo,mi €Z, D Gymymy =0
m,QEb[4]

B(z)z Z Z Z Ay ma (2 :—ig

€(Z/AZ)* ma=al4] m1=0[4]

CE= Y Y Y amm(e) =it

a€(Z/AZ)* m2=0[4] m1=al4]

et

et

Démonstration. La premiére formule est évidente car les termes am, m, () se télescopent.
Pour la deuxiéme formule, on commence par

D2 Gmme = DL D Gmum

mo=al4] m1=0[4] mo=al4] m1=0[4]
777,1750

1
= 1 —
- Z Z(4nz+a+4(k—1) 4nz+a+4k))

* k=—N+1n#£0

1 1
= 1. -
Ngnoog;o<4nz+a—4]\f 4nz+a—|—4N)>
1 S [[(a—4N o (—a—4N !
- 721&5“@2(( 1 +”> +< 1 _”> )
n=1
Sommons maintenant sur les a € (Z/4Z)*. En réutilisant la formule (2), on obtient :
a— 4N “ [a—4N -
2zB = —
z2B(z) Z(( +n) —l—( P n) )
((—a—4N )‘1 (—a—4N )‘1>
5> ) (P
— 4z

m(a —4N) 4z 7w(a +4N) 4z
= t t(—
mcot(~ e » ) tiNvia
—— —_——
— —0 —_——1 —0
N —o0 N—ooo N—o0 N— oo

Donc
K
S Y Y amml =i
a€(Z/4AZ)* ma=al4] m1=0[4]
Un calcul similaire nous donne la derniére formule. O
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Nous sommes maintenant en mesure d’établir la deuxiéme propriété fondamentale.
Proposition 33. La fonction Fest invariante par To(4).

Démonstration. Clairement F(z+1) = F(z). Il reste & montrer que F'(a-z) = F(z). Nous renvoyons
a la partie sur la fonction #* pour voir que cela suffit.

1
(- —
422 ( 42)
Démonstration. Nous allons nous baser sur 4 calculs intermédiaires. Remarquons d’abord que

SO0 =4 Y Y (maz ) ()

m1=0[4] mo=al[4]

417 (4 . Géa’o)(—j—z . 4)) = Z Z (maz — m1)_2. (5)

m1=al4] m2=0[4]

Lemme. Pour tout z € H, on a — = F(2)

et

1 1
miz+mo—4 miz+msg’

En introduisant le terme Gy, m,(2) = on rend les séries définissant Géo’a)

,0 ,
et Gga ) absolument convergentes. Comme la somme des @, m, se télescope, on a

G = 3 3 (mztme) T am, na(2))

m1=0[4] ma=al[4]
Z Z ((mlz + m2)72 — Umy,mo (Z))

mo=al4] m1=0[4]

_ 4(% G;a70><_1/z>>+ Y Y w2 (6)

mo=al4] m1=0[4]

De méme

65 = 1 (YD) + X T e )
"

mo=0[4] m1=al

Ainsi en combinant les équations (4), (5), (6) et (7), on obtient

R W S PR P -1y _, (pao L (-1,0,_1
SeF) = g (600 + 6V -4 (680D + 650 -)
= —4G8MVU2) -4 GV 42) + GV (2) + GV (2) + 4C(42) — B(2)
~—_— —————
=0
= F(2).
O

Revenons & la démonstration de la proposition. De maniére similaire & ce que ’on avait fait
dans le calcul pour Iinvariance de %, nous allons en déduire Iinvariance par la transformation

par la matrice a de F'.
0 -1
(2 7).

Notons
Fla-z) = F((PT PY)-2)=—4((T P ') -2?F(T P)-2)

1 1+4z
frnd —4 —_— -
( 4z

On a l'identité PT P l—uq,

o EPT2) =4 )? - 42%F (2)

= (424 1?F(2) = j(a,2)F(2)
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Proposition 34. Les fonctions 6* et F sont les mémes.

Démonstration. On a F(co) = 1 par le développement en série de Fourier. La variable locale en 0

eStw_U()_l'ZOflU()_l_(g _%)/2>.Onad0nc
1 1 9 1
F ) e =~ ) o = ~fw) et F(O)= -1

Le théoréme 22 donne que F(1/2) = 0. Donc la forme modulaire #* — F' de poids 2 pour I'g(4)
est une forme parabolique. Le théoréme 28 donne F = 6*. O

Nous pouvons finalement démontrer la formule énoncée quelques pages plus tot.

3.3 La formule de Jacobi

Théoréme 35 (Formule de Jacobi). Pour tout n € N, ry(n) = SZd.
d|n
4fd

Démonstration. En identifiant les coefficients de Fourier des fonctions F et 8* & I’aide de I’équation
(3) et la proposition 31, on trouve que pour tout n € N,

nin) =2 gmle—d) =8 (X 5)=2 (Tiw+i).

iln jln
n/j impair

Séparons deux cas :
— Si n impair alors le premier terme vaut 8 ) djn d et le deuxiéme terme est nul.
— Si n est pair, on écrit n = 2"ng avec ng impair.
Le premier terme vaut alors
Z d=> 24,
d|ng
n/d 1mpa1r

et pour le second terme

Sldit+itt) = 2) (~1)¥d= 222 )27 2ig
d|n

i=1 d|n0
2|d

2+Zz dod=2-12)) d

d‘no d‘n()

Au total

ra(n) = (8-2" =222 —12)) > d=24) d.

d‘no d‘no

Reste & vérifier que si (d|n et 4 1 n) alors (d|ng) ou (d = 2d’ et d'|ng ). Ainsi

82—8(Zd+22d) 1Y d=ryn)
d|no d|no d|no

4J(d

Dans les deux cas, nous avons le résultat voulu que nous encadrons car nous sommes trés
contents :
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ra(n) =8 Z d.
d|n

44d

O

La méthode que nous avons utilisée ici pour calculer les coefficients r4(n) n’est peut étre pas
la plus simple. Mais elle présente 'intérét principal de pouvoir se généraliser & I’étude de r44(n).
En effet, dans le cas général, on peut décomposer la fonction §%¢ sur les séries d’Eisenstein, de
maniére & annuler les valeurs aux pointes mais il restera une forme parabolique.

La miracle qui nous a permis de traiter le cas de r4(n) vient du fait qu’une forme parabolique
de poids 2 est nulle. Dans le cas général, Deligne a démontré en 1974 une conjecture de Ramanujan
qui controéle la taille des coefficients de Fourier du terme parabolique.

On peut alors écrire dans le cas général :

rq(n) = 04 + Oc (n d/22_1+6)

ol 04 est de 'ordre de ns-1,
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A Un peu de série de Fourier complexe

Proposition 36. Soit f une fonction holomorphe vérifiant f(z + 1) = f(2), alors on a

f(Z) _ Z Cne2i7rnz.

neEZ

jat1 ,
avec ¢, = f;a f(2)e*™* dz avec o € R quelconque.

Démonstration. A 'y fixé, la fonction f,(x) = f(x +iy) est C™ et 1-périodique de R dans C. Elle
s’écrit donc comme somme de sa série de Fourier

fl) = Y anl) 477 = 3 an(5 ) .

nez neZ

Comme la fonction f est holomorphe, on a

55 = 2 (~5:a) + imnan(y) 7 =0
nez
Donc pour tout n, on a
al,(y) = —2mna,(y) et Jc, tel que a, = c,e” 2™,
Ainsi
f(z) — Z Cne*27rny e2i7rz _ Z Cn€2i7rnz
ne”Z nez

et ¢, = ane%my —_ fiiy+1 f(z)eziwz dz avec ¥ quelconque. .

B Un peu de transformée de Fourier

Proposition 37. La transformée de Fourier de f(x) = e~ est f({) = ¢,

Démonstration. Posons g(§) = [, e ™@*¢) dz. On a

(9(0))* = ( e~ de dz)? = / e~ @Y 4 dy = / e_”’)Qp dpdf = 1.
R R2—{0} R % [0,27]

O TRy

Finalement

f€) = / e e g = / e TPt =T Qg — g(¢)e ™ = e
R R

O

Proposition 38. Soient c € R, y € C tel que Re(y) > 0, la transformée de Fourier de f.,(x) =
e—m(@+c/2)%y oot feu(&) = ﬁe—ﬂﬁz/y oimeE

Démonstration. La fonction f. , est bien & décroissance rapide. Un changement de variable simple
donne le résultat. O

-1
Proposition 39. Pour tout z € H, 94(2—) =22 0%(2/2).
z
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Démonstration. La formule de Poisson (cf. p. 18) donne pour Re(y) > 0
S ety o LS
mEZ \/g mEZ

Le changement de variable y = —iz donne
-1
9(5) =V—iz 0(z/2).

Et le résultat s’ensuit. O

C Les séries d’Eisenstein de poids strictement supérieur a 2

Si k> 2, z € H, posons
Ez(coo)(z) = Z (v, 2) k2 ott  j(v,2) = (cz +d)>.

Y€ Lo (4)o \[0®)

La raison pour laquelle on somme sur p,(). \I'0(4) est que cela correspond exactement a
sommer sur tout les j(v, z) distincts pour v € T'o(4).
On définit les séries d’Eisenstein aux autres pointes de H/T'z(4) par passage aux variables

locales. Nous noterons E,(f"')(z) la série d’Eisenstein a la pointe p;.

Proposition 40. La série définissant E,(:o)(z) converge normalement sur tout compact de H.

Démonstration. Commencgons par nous intéresser au lemme suivant :

1
Lemme. Sio > 2 alors pour tout z € H la série Z
€

———— converge.
—~ [nz + m|”

Démonstration. On fixe z € H. Il existe une constante C' tel que [nz +m| > Cvn? + m2. Ainsi
1 1 1
- <= - -
n,%;Z |nz +mle =~ C n,%;Z (n2 + m2)o/2

Reste a voir que la deuxiéme série converge. Mais on la majore aisément par un multiple de

/ dx dy
re_x (22 +y2)7/?
ou K est un voisinage compact de 0. Cette intégrale converge bien et se calcule par passage aux

coordonnées polaires par exemple. O

Revenons a la démonstration de la proposition. Supposons d’abord que z appartienne au do-
maine fondamental D. On a alors :

2

Imz +n|*> = m?2Z + 2mnRe(2) + n? = m? —mn +n? = [mp — n*.

D’aprés le lemme précédent, la série S 1/|mp — n|?* est convergente et on a

. —2 / 1 / 1
D CE N e+ )2k S > (mp—n)2

yE F0(4)M\F0(4) n,me”% n,me”%

! . . 212 s .
Le symbole Y signifie que la somme porte sur les éléments non nuls. La série converge uni-
formément sur D.
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Soit K un compact de H. Ecrivons T'(1) = {s1,82,...,58n,...} et posons U, = Ui, siD.
La famille d’ouverts (Up,)nen recouvre H donc K et il existe n tel que K C U,. Alors si C =
mini:l..n ||](3:1,Z)||00,K > O> on a

VzeK, EX(g-z)=3j(g,2) ESV(2)

donc
1ES (2) oo < C |ES(2)] |0

Théoréme 41. Les fonctions d’Eisenstein sont des formes modulaires de poids k. De plus
E® (o) =2, E™0)=0, E™(-1/2)=0.

De méme E,ipj)(z) vaut 2 en p; et s’annule auz autres pointes.

Démonstration. La proposition 40 donne que E,ioo) est une fonction holomorphe sur H. La pro-

priété d’invariance découle de

i, 2) =30 2)i(v,y - 2).
Reste a voir que E,(fo) est holomorphe & chaque pointe de ’action de T'g(4) sur H :

— La fonction E}E:OO) est holomorphe & l’infini. Cela revient & prouver qu’elle a une limite pour
Im(z) — oo. Or, on peut supposer que z reste dans le domaine fondamental D; vu que
la convergence est uniforme sur D, cela permet de passer & la limite terme & terme. Les
termes 1/(mz + n)?* relatifs & m # 0 donnent 0. Les termes ott m=0 provienne de la classe
d’équivalence de 1 et -1. On a donc E,goo)(oo) =2

— Pour les autres pointes pi, p2, on a par définition
B () = B (00).

On passe & la limite terme par terme. Les j(yg~!, z) susceptibles de ne pas s’annuler &
I'infini sont ceux tel que, en prenant le bon représentant de la classe d’équivalence de v, on
ait yg~! = +1. Il n’y a pas de tels éléments car g n’appartient pas a I'g(4). Donc

B () = B (00) =0
La derniére assertion vient de
B (00) = B (p1) = B (p2) = 2.

On voit aussi que, comme gog; n’appartient pas a T'o(4)

B (p2) = lim > dlvertetz) =o.
Im(z)—o0
Y€ Ty (4) oo \0(4)

De méme EP?) (py) = 0. O
Corollaire 42. Le séries d’Eisenstein E,ipi), 1=1,...,3 engendrent un sous-espace de dimension
3 de My(I'o(4)). De plus, tout f € My(To(4)) s’écrit de facon unique

f=e+h

ol e appartient au sous-espace engendré par les séries d’Fisenstein et h € Sp(To(4)) (i.e. une
forme parabolique).

Démonstration. Cela est une conséquence directe de la proposition précédente. O
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