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Introduction � La myst�rieuse fonction �

La fonction � de Riemann est d��nie� pour s � C � �e�s� � �� par

��s� �
�X
�

�

ns
�

Par des techniques classiques� on l��tend � une fonction m�romorphe sur C � avec un unique p�le
simple en �� Elle est � l�origine de nombreuses conjectures et autres probl	mes� les plus c�l	bres
�tant la conjecture de Riemann �les z�ros non triviaux de � ont tous une partie r�elle �gale � �

�
� et

la nature alg�brique des valeurs prises par la fonction � aux entiers � �� �� �� �on conjecture que ces
valeurs sont toutes transcendantes�� Si le probl	me est assez facile pour les entiers pairs� il n�est
toujours pas compl	tement r�solu dans le cas des entiers impairs � �� L�irrationalit� de ���� n�a
pu �tre d�montr�e qu�en ���� par Roger Ap�ry ��� �celui�ci n�avait en fait donn� qu�un sch�ma
de d�monstration� compl�t� ensuite par quelques confr	res�� Depuis� d�autres d�monstrations ont
�t� faites de ce r�sultat� �cf� la premi	re section de la bibliographie� qui fourniront la mati	re de
cet expos�� En�n� Tanguy Rivoal ���� a r�cemment d�montr� l�ind�pendance lin�aire sur Q d�une
in�nit� de valeurs de la fonction � aux entiers impairs � ��

Nous planterons d�abord le cadre th�orique n�cessaire aux d�monstrations ult�rieures� puis
nous pr�sentons la preuve originale � un peu myst�rieuse��� � d�Ap�ry� Ensuite� nous �tudierons
d�autres d�monstrations de l�irrationalit� de ����� en essayant de comprendre leurs liens et ce qui se
cache sous des manipulations qui peuvent au premier abord para�tre un peu magiques� En�n� nous
terminerons par le r�sultat de Rivoal et des ouvertures vers la th�orie de Zeilberger ������ ����� et
vers les polyz�tas ������ ������ th	me de recherche actuel�

� Le contexte g�n�ral

��� Un rappel � le cas de ���n�

Contrairement au cas des entiers impairs� la nature de ���n� est connue depuis Euler� qui en
donna une expression en termes des nombres de Bernoulli� Il existe plusieurs d�monstrations de la
formule d�Euler � nous en donnons une bas�e sur les produits eul�riens �����

Rappelons la d��nition des nombres de Bernoulli �

D��nition �� Les nombres de Bernoulli Bn�n � N� sont d��nis par r�currence par �

nX
k��

Ck
n��Bk � �

avec la condition initiale B� � �� On a la caract�risation suivante �

z

ez � �
�

�X
m��

Bm

m	
zm


ou encore� puisque B� � ��
�
et B�n � � si n � � �

z

ez � �
�

�

�
z �

�X
m��

B�m

��m�	
z�m�

�



Proposition �� Pour tout entier k� on a

���k� � ����k�� ����
�k

���k�	
B�k�

D�monstration� On utilise le produit eul�rien �

sin��z� � �z
�Y
n��

��� z�

n�
��

le produit convergeant uniform�ment sur les compacts de C � Le th�or	me des r�sidus ����� appliqu�

� cot���
����z� sur le contour ���� i��n � �

�
�� permet de montrer successivement �

� cot��z� �
�

z
�

�X
n��

�
�z

n� � z�
�

puis P�
m������m �����m

��m��
B�mz

�m � e�iz�e��iz

e�iz�e��iz�iz

� ��z� cot��z� � �� �
P�

m��

P�
m��

z�m

n�m
�

La formule suit alors de l�identi�cation des coe�cients�

Vu cette formule� la transcendance des ���n�� n � N� suit de celle de �� d�montr�e par Linde�
mann en ����� La formule analogue pour les entiers n�gatifs �

����m� � �Bm

m
� m � � 
 ���� � ��

�

ne permet de conclure que sur la nature arithm�tique des ��n�� pour n � �� Pour les ���n���� n � ��
il va donc falloir recourir � d�autres techniques� issues de r�sultats de la th�orie des nombres�

��� Quelques mots sur les fractions continues

Soit � � R� Le d�veloppement en fraction continue ��� de � s�obtient par un algorithme du type
de celui d�Euclide � on pose a� � b�c� � � a� �

�
��
� a� � b��c� � � a� �

�
a��

�
��

� et �

� � a� �
�

a� �
�

a��
�

���

�

On appelle r�duites de � les nombres �k � pk
qk

� �ao� � � � � ak � a� �
�

a� �
�

���
�

�

ak

� k � N �

Les convergents pk et qk v�ri�ent�
pk�� � ak��pk � pk���
qk�� � ak��qk � qk���

avec l�initialisation � �
p�� � �� p�� � ��
q�� � �� q�� � ��

�



Bien s r� la fraction continue se termine si et seulement si � � Q � et celle�ci est p�riodique si
et seulement si � est irrationnel quadratique� �Th�or	me d�Euler�Lagrange�

On montre que� si � �� Q � limn���
pn
qn

� ��
Les r�duites de � sont les meilleures approximations de �� au sens o!� pour p

q
� Q ��

�n � N �
p

q
�

pn
qn

�
�

��
� p

�

q�
� Q � � � q� � q

�
jq��� p�j 	 jq�� pj

�
�

On est aussi amen� � consid�rer des fractions continues plus g�n�rales

� � a� �
b�

a� �
b�

a��
b�

���

dont les convergents pk et qk v�ri�ent �

�
pk�� � ak��pk � bkpk��
qk�� � ak��qk � bkqk��

� avec la m�me initialisation que

pr�c�demment�

��� Une petite introduction � la th�orie des nombres transcendants

Les techniques habituelles de d�monstration d�irrationalit� s�appuient sur un constat �l�men�
taire � un r�el trop bien approch� par des rationnels ne peut �tre rationnel lui�m�me� En e�et� on
a � �x � Q � �C � � ��p� q� � Z � x �� p

q

 jx� p

q
j � C

q
�prendre� si x � p

q
� C � �

q
�� Ceci conduit

� introduire le concept de mesure d�irrationalit� �

D��nition �� On appelle mesure d�irrationalit� du r�el x� not�e ��x�� la borne inf�rieure des 	
tels que l�in�galit� suivante ait un nombre �ni de solutions �p� q� dans Z �

jx� p

q
j � q���

Notons que� si on d��nit� pour 
 � R � k
k � min�
 � b
c� d
e � 
�� on a l��quivalence �

���
� � �� �
 lim inf
q���

qkq�k � ��

On a clairement ��� x � Q � ��x� � � et �x �� Q � ��x� � � �par l�approximation par les
fractions continues�� En fait� cette mesure n�est pas tr	s int�ressante au sens o! elle est presque
constante� d�apr	s le puissant th�or	me suivant �

Th�or�me �� Pour presque tout r�el x �au sens de la mesure de Lebesgue�� on a ��x� � ��

En particulier� le th�or	me de Roth ��� a�rme que� si � est alg�brique� ���� � ��

��� Les approximants de Pad�

Les approximations de Pad� ����� ���� sont des approximations de fonctions holomorphes par des
fractions rationnelles� examin�es pour la premi	re fois par Hermite et Pad� � la �n du ��eme si	cle�
On consid	re des s�ries formelles f � �f�� � � � � fr�� fi�z� �

P�
k�� fi�kz

k� � � j � r�

Si n � Nk � les approximants de Pad� de type I sont des pi � C �X�ni�� tels que �
Pk

i�� pi�z�fi�z� �

O�Cjzjjnj�� o! jnj �Pk

i�� ni�
Les approximants de Pad� de type II sont des pi � C �X�jnj�ni tels que� � � � i� j � k�

pi�z�fj�z��pj�z�fi�z� � O�Cjzjjnj���� En regardant ces �quations dans les yeux� on voit qu�on peut

�



se contenter de consid�rer les �quations pour i � � � j� En comptant alors �pour les types I ou
II� le nombre de variables et d��quations lin�aires ind�pendantes pour les pi� on voit que de tels
polyn�mes existent toujours� Signalons qu�on consid	re parfois des approximants de Pad� � l�in�ni
�remplacer z par �

z
dans les expressions��

S�il est trivial de montrer l�existence de ces approximants� la di�cult� r�side dans leur construc�
tion explicite� Une fois d�couvertes� ces expressions explicites permettent bien souvent de d�montrer
des r�sultats d�irrationalit� ou de transcendance � Sorokin ��
� d�duit une mesure de transcen�
dance pour �� � partir d�approximations de Pad� de fonctions arithm�tiques� Mahler ���� obtient
des mesures de transcendance de valeurs du logarithme � partir des approximants simultan�s de
�� ln�� � x�� � � � � �ln�� � x��m� � sans parler des r�sultats de Nikishin� Beukers et Rivoal cit�s plus
bas� En�n� ces approximants fournissent une preuve classique du th�or	me de Lindemann �� �

Th�or�me �� Si � est alg�brique non nul� e� est transcendant�

� D�monstration de l�irrationalit� de ���� par la m�thode

d�Ap�ry

La d�monstration d�Ap�ry repose en fait sur un principe tr	s simple � partir de la s�rie d��nissant
���� et en acc�l�rer la convergence jusqu�� obtenir des approximations rationnelles permettant de
conclure � l�irrationalit�� le point�cl� de la d�monstration consistant � calculer les num�rateurs
et d�nominateurs des fractions ainsi obtenues �en fait� on se contente de trouver une relation de
r�currence�� Pour cela� on proc	dera en plusieurs �tapes�

��� Une premi	re am�lioration

Proposition �� On a le r�sultat suivant �

���� �
�

�

�X
n��

����n��

n	Cn
�n

�

D�monstration� La preuve de cette formule est un calcul relativement �l�mentaire� mais c�est un
bon exemple des m�thodes utilis�es pour la d�monstration d�Ap�ry� On introduit ��� les nombres
suivants �

n�k �
�

�

k	��n� k�	

k	�n� k�	
� k � f�� � � � � ng

qui v�ri�ent

����kn�n�k � n���k� �
����k���k � ��	�

�n� � ��� � � � �n� � k��
�

En appliquant le d�veloppement asymptotique de �
x
�

KX
k��

a� � � � ak��

�x� a�� � � � �x� ak�
�

�

x
� a� � � � aK
x�x � a�� � � � �x � aK�

avec x � n� et ak � �k�� �k � N � pour chaque n � N� on obtient �

n��X
k��

����k���k � ��	�

�n� � ��� � � � �n� � k��
�

�

n�
� �

����n��

n�Cn
�n

�






On en d�duit �
NX
n��

�

n	
� �

NX
n��

����n��

n	Cn
�n

�
NX
n��

n��X
k��

����k�n�k � n���k�

�
NX
k��

����k�N�k � k�k� �
NX
k��

����k
�k	Ck

N�kC
k
N

�
�

�

NX
n��

����n��

n	Cn
�n

�

En remarquant que le premier terme � droite tend vers � quand N � � on obtient le r�sultat
annonc��

H� Cohen �
� a remarqu� qu�une fois r�exprim�e de la mani	re suivante �

�X
n��

����n��

n	Cn
�n

� ��
Z ln ���

�

x ln�� sinh
x

�
�dx�

cette formule n�est autre qu�une �chelle trilogarithmique valide ���� pour la racine � � ��
p



�
�

Li	��
�� �

�

�
���� �

�

�
���� ln�� �

�
ln	 ��

Les polylogarithmes sont d��nis par �

Lik�z� �
�X
n��

zn

nk

et une �chelle valide ���� est simplement une combinaison lin�aire �

Ln�N� u� �
Lin�u

N�

Nn��
�
�

n��X
r��

ArLin�u
r�

rn��
�
A� ln

n u

n	

�

avec u alg�brique� qui s��crit� avec les Dm rationnels �

Ln �
nX

m��

Dm��m� lnn�m u

�n�m�	
�

L��chelle en question se d�duit ��� de l��quation fonctionnelle �

Li	�
�z
�� z

� � Li	�z� � Li	��� z� � ���� � ���� ln��� z�� �

�
ln z ln���� z� �

�

�
ln���� z��

��� Une acc�l�ration brutale ��� et e
cace �

D��nition �� Le calcul pr�c�dent motive l�introduction des coe�cients suivants �pour k � n� �

cn�k �
nX

m��

�

m	
�

kX
m��

����m��

�m	Cm
n C

m
n�m

d
���
n�k � cn�kC

k
n�k�

Bien �videmment� d
���
n�k�n� � ���� quand n�� uniform�ment en k�





Proposition �� On a une majoration du d�nominateur des cn�k �

�d	ncn�k � Z

o	 dn � ��� �� � � � � n d�signe le p�p�c�m� des n premiers entiers 
 il v�ri�e � � �� dn � o�en������
par le th�or�me des nombres premiers� En particulier� on a dn � �n pour n assez grand�

Pour la minoration� il su�t de remarquer que�
Ck
n�k

Cm
n�m

�
Ck�m
n�k

Ck
m

et que

ordp�C
m
n � � b lnn

ln p
c � ordpm � ordp dn � ordpm�

On va maintenant d��nir successivement de nouvelles s�ries de coe�cients� obtenus � chaque
fois � partir des pr�c�dents par des combinaisons lin�aires� jusqu�� obtenir des fractions ayant des
propri�t�s int�ressantes �

D��nition 	� On fait sur les d
���
n�k les combinaisons lin�aires suivantes �

d
���
n�k � d

���
n�n�k � d

���
n�k

d
���
n�k � Ck

nd
���
n�k � d

���
n�k

d
���
n�k �

kX
j��

Cj
kd

���
n�j � d

�	�
n�k

d
�	�
n�k � Ck

nd
�	�
n�k � d

���
n�k

d
���
n�k �

kX
j��

Cj
kd

���
n�j � d

�
�
n�k�

On obtient des c
�
�
n�k par les m�mes op�rations sur les Ck

n�k et on d��nit maintenant les nombres

d�Ap�ry an � d
�
�
n�n et bn � c

�
�
n�n� i�e� � bn �

Pk

k���

Pk�
k���C

k�
k Ck�

k�
Ck�
n Ck�

n Cn
�n�k��

Ces transformations ont conserv� les propri�t�s suivantes � an
bn
� ���� � bn � N � �d	nan � Z � et

tout le miracle de la d�monstration d�Ap�ry tient dans le r�sultat suivant �

Proposition 	� Les coecients an et bn satisfont la relation de r�currence suivante �

n	un � �n� ��	un�� � ���n	 � ��n� � ��n� ��un��

avec les conditions initiales a� � �� a� � �� b� � �� b� � �� De plus� les an�bn sont les convergents
de la fraction continue �

���� �
�

� �
�

���
�

n�

���n	 � ��n� � ��n� �� � �n����

���

�

�Si m � N� et p est premier� on note ordpm la plus grande puissance de p qui divise m �valuation p�adique de
m��

�



D�monstration� La d�monstration de ce fait a mobilis� beaucoup d�e�orts de la part des conscien�
cieux coll	gues d�Ap�ry� nous pr�sentons la solution de Zagier et Cohen ���� Il faut d�abord remarquer
l��galit�� valable dans C �X� � � � � � Xn� avec n � N �

nX
k��

kX
l��

�Ck
n�

�C l
nC

l
kC

n
�n�lXl �

nX
k��

�Ck
n�

��Cn
�n�k�

�Xk�

On note bn�k � �Ck
n�

��Ck
n�k�

� et an�k � bn�kcn�k �de cette fa"on bn �
Pn

k�� bn�k et an �
Pn

k�� bn�kcn�k� �
on pose �galement � Q	�n� � ��n	 � ��n� � ��n� � � remarquons qu�alors Q	�n� �� � �Q	��n��
Il faut donc montrer �

nX
k�o

�
�n� ��	bn���k �Q	�n�bn�k � n	bn���k

�
� ��

On applique la m�thode du #creative telescoping$ ���� �voir section 
� � on pose

Bn�k � ���n� ���k��k � ��� ��n� �����Ck
n�

��Ck
n�k�

�

alors �

Bn�k �Bn�k�� � �n� ��	�Ck
n���

��Ck
n���k�

� �Q	�n��C
k
n�

��Ck
n�k�

� � n	�Ck
n���

��Ck
n���k�

��

Pour le v�ri�er� on voit que �
cn�k��
cn�k

� �n�k����

�n�k���k����
et

cn���k
cn�k

�
	
n�k��
n�k��



� et on calcule���

De m�me� pour les an�k� on pose

An�k � Bn�kcn�k �
���n� ������k��k

n�n� ��
Ck
nC

k
n�k

et on v�ri�e que �

An�k � An�k�� � �n� ��	bn���kcn���k �Q	�n�bn�kcn�k � bn���k � cn���k�

Suivant Van der Poorten ���� on remarque que �

�n� ��	bn���kcn���k �Q	�n�bn�kcn�k � bn���k � cn���k

� �Bn�k � Bn�k���cn�k � �n� ��	bn���k�cn���k � cn�k�� n	bn���k�cn�k � cn���k�

et que cn�k � cn���k � ����kk���n�k����
n��n�k��

� et le calcul reste horrible �mais direct� � � �

Pour ce qui est de la fraction continue� les num�rateurs et d�nominateurs de ses convergents pn
qn

v�ri�ent � Un�� �Q	�n�Un � n�Un��� avec � p� � �� p� � �� q� � �� q� � �� En posant un � Un
n��
� on

tombe sur la relation de r%�ecurrence des un�

Ces relations de r�currence permettent facilement de conclure au th�or	me fondamental suivant �

Th�or�me �� ���� est irrationnel� de mesure d�irrationalit� ������� � ln��	
ln��	

� � � ��������� � � � �

o	 � � �� �
p
����

D�monstration� En soustrayant les deux relations de r�currence� on obtient �

n	�anbn�� � an��bn� � �n� ��	�an��bn�� � an��bn���

�



dont on tire anbn�� � an��bn � �
n�

puis

j����� an
bn
j �

�X
k�n��

�

k	bkbk��
� O�b��

n ��

Or� en consid�rant les racines de l��quation limite x����x�� � � tir�e de la relation de r�currence�
on a bn � O��n�� o! � � �� �

p
����

En utilisant la proposition �� on a alors �

qn � O��ne	n�� ����� pn
qn

� O�q����	�
n �

o! pn � �d	nan�qn � �d	nbn et ��� � ln��	
ln��	

� ��������� � � � � d�o! le th�or	me�

� Where on earth did that come from 	

Telle fut la r�action des coll	gues d�Ap�ry lorsqu�il pr�senta l�esquisse de sa preuve ��� aux
journ�es arithm�tiques de Marseille�Luminy en juin ����� Depuis� diverses interpr�tations ont �t�
donn�es aux nombres d�Ap�ry�

��� Les int�grales de Beukers

Dans son article ���� Beukers donne une d�monstration alternative et plus rapide de l�irrationalit�
de ����� Il introduit les int�grales �

In �

Z �

�

Z �

�

� ln�xy�

�� xy
Pn�x�Pn�y� dx dy

o! les Pn�x� � �
n�

dn

dxn
�xn�� � x�n� � Z�x sont les polyn�mes de Legendre� et prouve le lemme

suivant �

Lemme �� Si r � s�
R �

�

R �

�
xrys

��xy dx dy � d��
r N �

Si r � s�
R �

�

R �

�
xryr

��xy dx dy �
P�

n�r��
�
n�
�

Ensuite� en d�rivant sous le signe int�gral par rapport aux exposants� on a� si r � s �Z �

�

Z �

�

� lnxy

�� xy
xrys dx dy � d�	

r N

et si r � s � Z �

�

Z �

�

lnxy

�� xy
xryr dx dy � �

�X
n�r��

�

n	
�

On sait donc que In � �An�Bn�����d
�	
n � avec An et Bn entiers et� en �crivant �

� lnxy
��xy �

R �

�
dz

�����xy�z �
ensuite en int�grant n fois par parties par rapport � x� on obtient �

In �

ZZZ
�����

�xyz�n��� x�nPn�y�

��� ��� xy�z�n��
dx dy dz�

On pose alors le changement de variables � w � ��z
�����xy�z �notons qu�alors w � ��z

�����xy�z � � puis�
apr	s n int�grations par parties par rapport � y� on arrive � �

In �

ZZZ
�����

�xyw�n���� x���� y���� w��n

��� ��� xy�w�n��
dx dy dw�

�



La fonction x���x�y���y�w���w�
�����xy�w �tant major�e par �

p
� � ��� sur ��� �	� on a la majoration� pour n

su�samment grand �

� � jAn �Bn����j � d	nIn � �����d	n�
p
�� ���n � �

�

�
�n�

qui implique l�irrationalit� de ���� �on a utilis� que �
p
�� ��� � �

�	

�� En reprenant les d��nitions�

on montre que l�approximation de Beukers est la m�me que celle d�Ap�ry � An � �an � Bn � �bn�

��� Le lien avec les approximants de Pad�

Ce chapitre s�inspire des travaux de Gutnik� Nesterenko ���� et Beukers ���� On cherche des
polyn�mes An�Bn�Cn�Dn� avec Bn��� � �� de degr� n� tels que �

An�z�Li��z� �Bn�z�Li��z� � Cn�z� � O�z�n���

�An�z�Li	�z� �Bn�z�Li��z� �Dn�z� � O�z�n����

Beukers a montr� l�existence et l�unicit� de tels polyn�mes� Il pose An�z� �
Pn

r�� �rz
r et

Bn�z� �
Pn

r�� 
rz
r � il �crit le reste sous la forme �

An�z�Li��z� �Bn�z�Li��z� � Cn�z� �
�X

t��n��

�Rn�t�z
t

alors �Rn s��crit �

�Rn�z� �
nX

r��

�r
�z � r��

�

r

z � r
�

De plus� en �tudiant les racines et les p�les de Rn� par des arguments de degr�� il trouve la formule
explicite �

�Rn �
�z � n� ���z � n� �� � � � �z � �n�

z��z � ��� � � � �z � n��
�

Notons qu�en d�composant en �l�ments simples� on trouve � �r � �Cr
n�

��Cr
�n�r�

�� et


r � ���r

�
BBBBB�

nX
j��

�

n� k � j
�

X
� � j� k � n
j � k �� n

�

n� k � j


CCCCCA �

Si on fait z � � dans la deuxi	me �quation� on trouve � �An��������Dn��� � O���� avec An��� � an�
Dans son article ����� Nesterenko utilise ces r�sultats pour fournir une d�monstration de l�irra�

tionalit� de ���� utilisant des techniques classiques de l�analyse complexe� Pour ceci� il introduit la

fraction rationnelle suivante � Rn�z� �
�z����


�z�n��
z��z����


�z�n��

� qui est li�e � �Rn par Rn�z� � �Rn�z � n�� On

v�ri�e facilement� en d�composant Rn�z� en �l�ments simples� qu�on retrouve ainsi l�approximation
de Beukers � I �

P�
p��R

�
n�p� � An��� � ����Dn���� avec donc An��� � Z et d	nDn��� � Z�

On conclut en utilisant les lemmes techniques suivants �o! L est une droite �e�z� � C� avec
� � C � n� �� parcourue de haut en bas� �

Lemme ��

I �
�

��i

Z
L

� �

sin �z

��
Rn�z�dz�

��



Lemme �� On a � lorsque n� �

I � ��
�
��

�
�

n
�
�

�
p
�� ���n���� � o�����

Esquisse de d�monstration� Le premier lemme d�coule du th�or	me des r�sidus appliqu� sur un
contour bien choisi� Pour le second� on utilise l��galit� suivante �� �

sin�z

��
Rn�z� �

�
��n� �� z����z���

��n� � � z�

��

qui d�coule de la formule des compl�ments et de l��quation fonctionnelle de la fonction �� On
d�veloppe ensuite en utilisant la formule de Stirling et un �quivalent de Laplace permet de conclure�

L�irrationalit� de ���� d�coule de l��quivalent trouv�� en utilisant que e	n�
p
�� ���n � � quand

n��

��� Les �quations limites de Nesterenko

Dans le m�me article ����� Nesterenko introduit une autre fraction rationnelle que celle d�Ap�ry�
dont il d�montre en fait que certains des convergents co&ncident avec ceux de la fraction d�Ap�ry�
De fait� cette seconde fraction converge moins vite vers ����� mais permet d�avoir des formules
explicites plus simples�

Proposition ��

����� � �
�

� � a�
b��




an
bn

o	 les coecients an et bn� n � �� sont d��nis par �

a�k�� � k�k � ��� a�k�� � �k � ���k � ��� a�k�	 � �k � ���� a�k�� � �k � ����
b�k�� � �k � �� b�k�� � �k � �� b�k�	 � �k � �� b�k�� � �k � ��

De plus� les convergents correspondants � n � �k � � co�ncident avec ceux de la fraction continue
d�Ap�ry�

D�monstration� Ce r�sultat se d�duit du lien qu�on peut trouver entre ���� et des sp�cialisations
de certaines fonctions G de Meyer� On pose �

G�a� b� c� djz� � �

��i

Z
L

���s������ a� s�

��c� s�

��� � b� s�

��d� s�
zsds

o! L est un contour divisant les p�les de ���s� et ���� a� s�� tel que l�int�grale soit absolument
convergente� On d��nit ensuite

r�n � G���n�����n��� �n�� � �� �n�� � �j��

et r�n�� �
��
n�	

�n���n��
�G���n�����n��� �n�� � �� �n�� � �j���

o! �n � bn
�
c et � � z d

dz
� On a des relations de r�currence� d�coulant d�identit�s faciles sur les

fonctions G �
�r� � �r� � r���

�k � ��r�k�� � ��k � ��r�k � kr�k���
�k � ��r�k�� � ��k � ��r�k�� � �k � ��r�k�
�k � ��r�k�	 � ��k � ��r�k�� � �k � ��r�k���
�k � ��r�k�� � ��k � ��r�k�	 � �k � ��r�k���

��



et en explicitant les deux premiers termes �r�� � �� et r� � ����� � �� de la suite� on a rn �
�gn���� � hn� avec

rn
gn
� � �car les rn sont born�s et on a une �quation limite pour les gn qui se

d�duit de celle des rn et qui implique que gn � �� d�o! une fraction continue convergeant vers
������ qui se ram	ne par une manipulation simple � celle annonc�e� De plus� en calculant la relation
de r�currence entre les r�n�� on retrouve exactement celle d�Ap�ry� ce qui permet de voir que les
convergents sont les m�mes� On a donc d�duit les relations d�Ap�ry d�autres relations de r�currence
un peu moins #magiques$�

En utilisant des repr�sentations des gn utilisant des fonctions hyperg�om�triques �et semblables
� celles des rn pr�c�demment introduites�� on obtient des valeurs explicites �

g�k �
Pk

i��C
i
k�iC

i
k���iC

i
kC

i
k���

g�k�� �
Pk

i��C
i
k�iC

i
k�iC

i
k��C

i��
k���

g�k�� �
Pk

i��C
i
k�iC

i
k�iC

i
kC

i
k�

g�k�	 �
Pk

i��C
i��
k�iC

i
k���iC

i
kC

i
k�

et on peut trouver une �quation limite explicite pour les gn� en calculant des relations de r�currence
sur les fonctions G �

�t � ����t� � �t� �� � ��

��� Derni	res remarques sur les nombres d�Ap�ry

Les bn peuvent �tre interpr�t�s comme des valeurs de fonctions hyperg�om�triques� qui sont

d��nies � la section 
 � bn � �F	

�
n � � �n n � � �n
� � �

���� �

�
� o! �

�F	

�
a� a� a	 a�
b� b� b	

���� z
�

�
X
k�N

�a��k�a��k�a	�k�a��k
�b��k�b��k�b	�k

zk

k	
�

Wilson a �tudi� en g�n�ral les �F	

�
a b c d
e f g

���� �

�
� avec a� b � c� d � e� f � g � ��

Cowles et Chowla ���� Radoux ���� et Gessel ���� ont �tudi� les propri�t�s arithm�tiques des
bn � montrant des r�sultats du type �

pour p premier� bn��pn��


�psns � bn�bn� ���bns mod p�
bpn � bn mod p	 si p � � est premier�
an � �n mod � �
an � � mod � si n a au moins un � ou un � dans sa d�composition en base 
�
Gessel �tudie ensuite d�autres valeurs initiales de la r�currence n	un � �n � ��	un�� � ���n	 �

��n� � ��n� ��un���
Beukers ���� a �galement remarqu� que la d�monstration d�Ap�ry pouvait tenir dans la consta�

tation que l��quation di��rentielle �

�X� � ��X	 �X��
d�y

dX�
� ���X	 � ���X� � �X�

d	y

dX	

� ���X� � ���X � ��
d�

dX�
� ���X � ����

dy

dX
� y � �

poss	de deux solutions� g�n�ratrices des nombres d�Ap�ry �

a�X� � �X � a�X
� � � � �

�Pour que cela soit d��ni� il faut que les bi� � � i � � 	 ne soient pas des entiers n�gatifs�

��



b�X� � � � b�X � b�X
� � � � � �

Or� � � ���p��� est le plus petit z�ro de X� � ��X � �� et limx��
a�x�
b�x�

� �����
En�n� terminons en signalons qu�il existe une interpr�tation des nombres d�Ap�ry en termes de

courbes elliptiques �������


 Les divers essais de g�n�ralisations

Dans ce que nous avons vu jusqu�� pr�sent� nous nous sommes uniquement int�ress�s au cas
de ����� mais on a la conjecture plus g�n�rale suivante � Les ���n � ��� n � N� sont lin�airement
ind�pendants sur Q � Si ce r�sultat n�a pas encore �t� prouv�� Tanguy Rivoal a r�cemment d�montr�
l�ind�pendance lin�aire d�une in�nit� de ces nombres� en se servant notamment d�approximants de
Pad��

��� Les d�monstrations analogues pour ���� et ln���

La plupart des constructions impliqu�es dans la d�monstration de l�irrationalit� de ���� se
g�n�ralisent � ����� et permettent ainsi de �re�d�montrer l�irrationalit� de �� et d�en donner une
mesure d�irrationalit�� Tout d�abord� en adaptant l�g	rement la d�monstration de la formule �

���� � 

�

P�
n��

����n��

n�Cn
�n

� en n�oubliant pas que �
P�

n��
����n��

n�
� �

�

P�
n��

�
n�
� on montre �

���� � �
�X
n��

�

n�Cn
�n

�

Cette �galit� peut �galement �
� se d�duire de la formule �

�X
n��

x�n

n�Cn
�n

� �
�
arcsin

x

�

��
�

On pose ensuite b�n �
Pn

k���C
k
n�

�Ck
n�k� et a

�
n �

Pn

k���C
k
n�

�Ck
nc
�
n�k� o!

c�n�k � �
nX

m��

����m��

m�
�

kX
m��

����n�m��

m�Cm
n C

m
n�m

�

Les b�n sont entiers� et� �n � N � d�na
�
n � N � Ensuite� on montre que� les valeurs initiales a�� � �� a�� �

�
 b�� � �� b�� � � �tant �x�es� les a�n et b�n v�ri�ent la relation de r�currence �

n�un � �n� ���un�� � ���n� � ��n� ��un���

Pour cela� on calcule �

c�n�k � c�n���k � �����n�k��k	
��n� k � ��	

n�n � k�	
�

Ensuite� on pose �
B�
n�k � �k� � ���n� ��k � ��n� � �n� ���Ck

n�
�Ck

n�k

A�n�k � B�
n�kc

�
n�k � �����n�k�� �n� ��	

�k � ��	
�

Et on a

B�
n�k � B�

n�k�� � �n� ����Ck
n���

�Ck
n�k�� � ���n� � ��n� ���Ck

n�
�Ck

n�k � n	�Ck
n���

�Ck
n�k��

��



A�n�k � A�n�k�� � �B�
n�k �B�

n�k���c
�
n�k � �n� ����Ck

n���
�Ck

n�k���c
�
n���k � c�n�k�

� �Ck
n���

�Ck
n�k���c

�
n�k � c�n���k�

� �n � ����Ck
n���

�Ck
n�k��c

�
n���k � ���n� � ��n� ���Ck

n�
�Ck

n�kc
�
n�k

�n��Ck
n���

�Ck
n�k��c

�
n���k�

On voit que les a�n et b�n sont les convergents de la fraction continue �

���� �
�

� �
��

���
���

�
n�

���n� � ��n� �� � �n����

���

�

Il #su�t$ alors de d�montrer l�estim�e �

b�n �
��
�
�� �

p
����

��
p

� � �
p
�

��
�
�� �

p
���
n

n
�� �O�n����

et on arrive �

����� � 	 � ��� �� � � � �
ln�� �

ln�� �
� ��

o! � � �� �
p
����

Les int�grales de Beukers permettent� encore plus facilement que pour ����� de d�montrer l�ir�
rationalit� de ����� Les int�grales � consid�rer sont les

I �n �

Z �

�

Z �

�

��� y�nPn�x�

�� xy
dx dy�

Par int�gration par parties�

I �n � ����n
Z �

�

Z �

�

yn��� y�nxn��� x�n

��� xy�n��
dx dy�

La fonction y���y�x���x�
��xy �tant major�e par

�p

��
�

�

sur ��� ��� on a� pour n assez grand �

jI �nj �
�p

�� �

�

�
n Z �

�

�

�� xy
dx dy �

�p
�� �

�

�
n

����

� � jAn �Bn����j � d�n

�p
�� �

�

�
n

���� � �n

�p
�� �

�

�
n

���� �

�
�

�

�n

�

ce qui implique l�irrationalit� de �����

��� Le cas de ln��� et les essais divers���

On pose les b��n tels que

B���z� � ��� �z � z���
�
� �

�X
n��

b��nz
n

��



et les a��n v�ri�ant �

A���z� � ��� �z � z���
�
�

Z z

�

��� �t� t���
�
�dt �

�X
n��

a��nz
n�

Les b��n �
Pn

k��C
k
nC

k
n�k sont entiers� et on montre facilement que � a��n � d��

n N �en trouvant une
expression explicite pour ces derniers�� De plus� les a��n et b��n v�ri�ent l��quation de r�currence �

�n � ��un �Q��n�un�� � nun�� � �

avec respectivement � a��� � �� a��� � � et b��� � �� b��� � �� En remarquant que

lim
n�	��

p
�

A���z�
B���z�

� ln �

on trouve un degr� d�irrationalit� ��ln �� � �� ���� � � � �
Il est int�ressant de remarquer que les polyn�mes Qn de degr� n impliqu�s dans les r�currences

des convergents de ����� ����� ln���� v�ri�ent la propri�t� de sym�trie par rapport � ��
�
�

�m � N � Qn�m� �� � ����nQn��m�

�les coe�cients de tels polyn�mes sont d�termin�s par leurs coe�cients pairs si n est pair � par leurs
coe�cients impairs si n est impair��

Pour ce qui est des g�n�ralisations de ces m�thodes �int�grales de Beukers� r�currences #magi�
ques$� etc���� aux ��l�� l � �� tous les essais ont �t� infructueux� malgr� l�existence ����� ����� de
formules telles que �

�X
n��

�

n�Cn
�n

�
����

����
�

��

��
����

���� �
�

�

�X
n��

�
�

��
�

�

��
� � � ��

�

�n� ���
� �

�n�

�
����n
n	Cn

�n

�

La premi	re �galit� se d�montre par une des innombrables formules d�montr�es par Lewin �����
����� �

�

Z �
�

�

ln��� sin
x

�
�dx �

����

����
�

��� Les r�sultats de Rivoal

Les travaux de Rivoal visent � g�n�raliser le th�or	me d�Ap�ry � d�autres valeurs de la fonction
� en des entiers impairs� Dans ce domaine� il y a d�j� eu des r�sultats int�ressants � Gutnik a
d�montr� que� pour tout rationnel non nul q� il y a un nombre irrationnel parmi �	

q
���� � ���� et

����� �q ln��� �
Beukers a aussi montr� que les deux ensembles suivants contiennent chacun un irrationnel ��

��

����
�
��� ln���

����
� ���� �

���

��������
� ����

�
�
����

��
�
�����

��
� ��

���
� ������ � ������ �

��������

��
� ��

����

�
�

�




L�article de Rivoal ���� est lui�m�me en partie fond� sur celui de Nikishin ����� qui �tudie les
approximants de Pad� de � �� Li��x

��� � ln�� � x���� Li��x
���� � � � � Lis�x

��� � i�e� des polyn�mes
Aj�z�� avec d

o�Aj� � n si j � q � do�Aj� � n si q � j � s� qui v�ri�ent� si � � ns� q �

sX
k��

Ak�z�Lik�z
���� P �z� �

c�
z�

�
c�
z���

� � � �

avec P un polyn�me de degr� � n� ��
En utilisant l��galit�� �k � � � Z �

�

x���

�
ln

�

�

�k��

dx �
��k�

�k

Nikishin trouve que �

sX
k��

Ak�z�Lik�z
��� � P �z� �

Z �

�

�
sX

k��

Ak�x�

��k�

�
ln

�

x

�k��
�

dx

z � x

P �z� �
sX

k��

�

��k�

Z �

�

Ak�z�� Ak�x�

z � x

�
ln

�

x

�k��

dx�

Il pose

R�t� �

Z �

�

�
sX

k��

Ak�x�

��x�

�
ln

�

x

�k��
�
xtdx�

C�est���dire que R est tel que �

sX
k��

Ak�z�Lik�z
���� P �z� �

�X
t��

R�k�

zk
�

Et il montre� par des arguments de degr�s� que �

R�t� �
t�t � �� � � � �t� � � ��

�t� ��s � � � �t� n�s�t� n� ��s

o! � � ns� q�

Ensuite� il montre que� si on �crit� avec k �

�
� si � � j � q
� si q � j � s

�

R�t� �
sX

k��

n��kX
j��

ck�j
�j � t � ��k

alors� �� � k � n� on a s	ds�kn ck�j � Z�
Esquisse de d�monstration� On a �

ck�j �
�

�s� k�	

ds�k

dts�k
R�t��j � t� ��sjt���j���

R�t��j � t� ��s � P��t� �
n
a��Fa�n�t� �

n
a��Fa�n���t�

o!
P��t� � �t� � � �� � � � �t� � s�

�



Fa�n�t� �
�t� a� � � � �t� a� �n� ���

�t � �� � � � �t� j��t� j � �� � � � �t � n� ��

Fa�n���t� �
�t� a� � � � �t� a� �n� ���

�t � �� � � � �t� j��t� j � �� � � � �t � n�
�

On trouve alors pour les ck�j� via une d�composition en �l�ments simples� des expressions en fonction
des coe�cients bin�miaux� � une division par n	 pr	s� d�o! le r�sultat recherch��

A l�aide de R�t�� et d�estim�es des jAij� il montre alors que� pour x � b
a
� Q � avec a et b entiers

et b� � ae��s����s ln s��s ln �� � �� Li��x
���� � � � � Lis�x

��� sont lin�airement ind�pendants sur Q �
On utilise �galement les polylogarithmes dans la d�monstration du r�sultat de Rivoal� On in�

troduit �

Rn�t� � n	a��r �t� rn� ��rn�t� n� ��rn
�t� ��an��

o! ���k � ���� �� � � � ��� k � �� est le symbole de Pochammer�
On d��nit aussi �

Sn�z� �
P�

k��Rn�k� z
�k

ci�j�n � �
�a�i��

da�i

dta�i
R�t��j � t � ��ajt���j���

P��n�z� � �Pa

i��

Pn

j�� ci�j�n
Pj��

k��
�

�k���i
zj�k

Pi�n�z� �
Pn

j�� ci�j�nz
j �

Lemme 	� Si n est impair et a impair � �� on a

Sn��� � P��n��� �
X

	�i impair�a

Pi�n��� ��i��

D�monstration� On a� par une d�composition en �l�ments simples�

Sn�z� �
aX

i��

Pi�n�z�Li�
�

z
� � P��n�z��

La nullit� du terme pour i'� est due � une raison de convergence� pour les termes d�indice pair�
on a une sym�trie sur Rn �

Rn�x� � �����n���aRn��x� n� ��

qui entra�ne Pi�n��� � � si �n � ��a� i est impair�

On a ensuite� en adaptant la d�monstration de Nikishin pr�sent�e plus haut� un second lemme �

Lemme �� On a da�in Pi�n�z� � Z�z�

Notons une fois de plus le r�le jou� par la sym�trie dans les fractions rationnelles introduites�
qui est � l�origine de la disparition des termes faisant intervenir les ���n� ���

Il su�t ensuite d�estimer Sn��� pour conclure� Nous ne d�taillerons pas cette partie de la d��
monstration� Rivoal utilise essentiellement la repr�sentation int�grale suivante �

Sn�z� �
���r � ��n� ��	

n	�r��
z�r���n��

Z
����a��

�
�a��
i�� x

r
i ��� xi�

�z � x�x� � � � xa����r��

�n
dx� � � � dxa��

�z � x� � � � xa����

et utilise le crit	re d�ind�pendance suivant� d � Nesterenko �et que nous nous garderons bien de
d�montrer� �

��



Th�or�me 	� Si on a N � � r�els 	�� � � � 	N et N suites �pi�n�n�� tels que �

�� � i � N� �n � N pi�n � Z

n ln���� � o�n� � ln j
NX
i��

Pi�n	ij � n ln���� � o�n� avec � � �� � �� � �

�� � i � N� �n � N � ln jpi�nj � n log�
� � o�n� avec 
 � �

alors on a un r�sultat d�ind�pendance lin�aire �

dimQ �Q	� � � � �� Q	N � �
ln�
�� ln����

ln�
�� ln���� � ln����

L��nonc� pr�cis du th�or	me de Rivoal est le suivant �

Th�or�me �� Pour tout  � �� il existe un entier N�� tel que� si n � N���

dimQ �Q � Q���� � � � �� Q���n � �� � Q���n � ��� �
�� 

� � ln���
ln�n��

Le r�sultat de Rivoal permet seulement de conclure qu�il existe un ���n � �� irrationnel pour
un n entre � et ��� mais ce r�sultat peut �tre am�lior� avec de meilleures approximations dans les
d�monstrations�

En changeant la parit� de a� on inverse la sym�trie de Rn� ce sont les � impairs qui disparaissent�
et on obtient un r�sultat concernant les ���n� �

Th�or�me ��

dimQ �Q � Q���� � � � � Q���n�� �
�� 

� � ln���
ln�n��

Cette minoration est �quivalente � la transcendance de �� dont on peut donner une mesure de
transcendance en utilisant la m�thode de Reyssat �����

� Termes hyperg�om�triques� creative telescoping� et suites

holonomes

Dans cet expos�� nous avons plusieurs fois utilis� la m�thode du #creative telescoping$�
On se donne un terme F �n� k�� et on veut prouver que les sommes � � a�n� �

P
k

F �n� k� v�ri�ent

une r�currence du type �
LX
i��

si�n�a�n � i� � �

o! si � R�n�
Cette m�thode consiste � trouver G�n� k� satisfaisant

LX
i��

si�n�F �n� i� k� � G�n� k��G�n� k � ��

ce qui prouve alors l��galit� cherch�e� � une constante additive pr	s�

�Les valeurs prises par k dans la sommation sont sous�entendues� elles parcourent le plus souvent un ensemble
�ni� typiquement k � f�� � � � � ng�

��



D��nition �� Une s�rie R �
P
n�N

Rn est appel�e hyperg�om�trique si son quotient Rn

Rn��
est une

fraction rationnelle de n�

Si on �crit le quotient sous la forme � Rn

Rn��
� �n�a��


�n�ap�

�n�b��


�n�bq��n���
� et qu�on normalise par � R� � ��

on peut toujours �crire R comme une fonction hyperg�om�trique classique�� avec p� � N ������ ����� �

Rn � pFq

�
a� � � � ap
b� � � � bq

���� �

�
o! pFq est d��ni par �

pFq

�
a� � � � ap
b� � � � bq

���� z
�

�
X
k

�a��k � � � �ap�k
�b��k � � � �bq�k

zk

k	
�

�� Les fondements th�oriques � introduction aux suites holonomes

Pour s � N� � on fait agir sur les suites multiples u � C Z
s

les op�rateurs
P �k�K� �

P
��Ns

P
��Zs

c���k
�K�� o! les c��� sont presque tous nuls �

et o!� �Kiu��l�� � � � � ls� � u�l�� � � � � li � �� � � � � ls� est l�op�rateur de translation�
et o! �kiu��l�� � � � � ls� � liu�l�� � � � � li � �� � � � � ls� l�op�rateur de multiplication�
On note As l�alg	bre de ces op�rateurs �engendr�e par k�� � � � � ks � K�� � � � � Ks
K

��
� � � � � � K��

s �
avec les relations de commutations � KiKj � KjKi� kiKj � Kjki si j �� i � Kiki � �ki � ��Ki��

On d��nit ensuite le symbole de P �k�K�� constitu� des termes de plus haut degr� en k �o!
m � supfj�j� � � Zs � �
 � Zs c��� �� �g� �

��P ���� z� �
X
j�j�m

X
��Zs

c����
�zsup��������

On associe alors � u � C Z
s

sa vari�t� caract�ristique

Vu � f��� z� � �C ��s � C s j ��P ���� z� � �� pour toutP � A tel que Pu � �g �
On dira que u est holonome ���� si dimVu � s� Notons que� pour s � �� u�n� est holonome si et

seulement si il existe P � A tel que Pu � �� Les suites holonomes forment un C �espace vectoriel
stable par ki� Ki � les suites hyperg�om�triques sont holonomes� les sommes de fonctions holonomes
�par rapport � un sous�ensemble des variables� lorsque celles�ci sont d��nies� sont holonomes� Par
exemple� si on somme un terme hyperg�om�trique F �n� k�� on sait que la somme f�n� �

P
k

F �n� k�

v�ri�e une �quation du type P �k�K�f�k� � �� Notons en�n que cette th�orie admet un �quivalent
continu � la th�orie des fonctions holonomes �����

�� Les algorithmes de Gosper et de Zeilberger

Soit tn un terme hyperg�om�trique� On se pose la question de la sommation ind��nie� c�est���
dire � Existe�t�il zn hyperg�om�trique tel que � zn�� � zn � tn (

Dans l�a�rmative� on dit que tn est Gosper�sommable� L�algorithme de Gosper� tr	s simple �il
se fonde sur une d�composition des fractions rationnelles���� permet de r�pondre avec certitude �
cette question � si on lui donne tn� il nous rend zn s�il existe� et sinon montre qu�il n�existe pas�

�Pour que cela soit d��ni� il faut que les bi� � � � � bq 	 ne soient pas des entiers n�gatifs�
�On note k� � k��

� � � � k�ss et k� � k��

� � � � k�ss �

��



On consid	re maintenant F �n� k� doublement hyperg�om�trique �en chacun des ses arguments�
et f�n� �

P
k

F �n� k�� Pour calculer ce type de somme� Zeilberger ���� montre qu�il existe toujours

une fraction rationnelle R�n� k� et une r�currence du type �

JX
j��

aj�n�F �n� j� k� � G�n� k � ���G�n� k�

o! G�n� k� � R�n� k�F �n� k�� Si on donne F �n� k� � l�algorithme de Zeilberger� il nous rend la
r�currence satisfaite par F et la fraction R correspondante�

Dans la plupart des cas� la r�currence se r�duit �

F �n� �� k�� F �n� k� � G�n� k � ���G�n� k��

Dans ce cas� �F�G� est appel�e une paire W�Z �Remarquons la nouvelle sym�trie entre n et k��
L�algorithme de soeur C�line Fasenmyer� du m�me type que ceux de Gosper et de Zeilberger� fournit�
�tant donn� une somme f�n� �

P
k

F �n� k�� avec F doublement hyperg�om�trique� une relation de

r�currence
PI

i��

PJ

j�� ai�j�n�F �n � j� k � i� � �� ai�j � R�n� de laquelle on d�duit une r�currence
sur f�n��

�� Les applications pratiques

Les d�riv�s de ces algorithmes� non seulement donnent des preuves d�identit�s hyperg�om�triques
telles que f�n� �

P
k

F �n� k�� mais en plus nous donnent la #cl�$ �R�n� k�� � partir de laquelle la

d�monstration de ce fait devient une v�ri�cation directe�
Des modi�cations de l�algorithme de Zeilberger� fond�es sur le ph�nom	ne de dualit� W�Z�

permettent �galement de g�n�rer automatiquement de nouvelles identit�s sur les fonctions hyper�
g�om�triques �identit�s compagnes� duales�����

Pour donner un exemple simple� pour prouver l�identit� ������ ����� ���� pour d�autres exemples� �

f�n� �
X
k

F �n� k� �
X
k

�Ck
n�

�

Cn
�n

� ��

On tape WZ�F� n� k sur Mathematica et il nous fournit

R�n� k� � � k���n� �k � ��

���n� ���n� k � ���
�

Il nous reste alors � poser G�n� k� � R�n� k�F �n� k� et � v�ri�er que �

F �n� �� k�� F �n� k� � G�n� k � ���G�n� k��

Les algorithmes de Zeilberger nous donnent alors gratuitement l�identit� duale �X
k

��k � �n��Ck
n�

�Ck
�k � �� �n � N �

Il est int�ressant de constater qu�un r�sultat tel que notre proposition �� qui pouvait mobiliser
l��nergie et l�intelligence de plusieurs math�maticiens pendant plusieurs semaines il y a encore vingt
ans peut maintenant �tre prouv� en tapant une ligne de Mathematica ou de Maple�

Voir � ce sujet le livre de Zeilberger ����� qui traite tout cela en d�tail et fournit les #package$
Maple et Mathematica�

��



� Une conjecture g�n�rale sur les polyz�tas

D��nition �� La fonction polyz�ta d�ordre r est d��nie� si s � �s�� � � � � sr� � C r � Re�s��� � ��sr� �
r� par �

��s�� � � � � sr� �
X

�n�


nr

n�s�� � � � n�srr �

Cette fonction admet un prolongement m�romorphe ���� �avec p�les inclus dans les sous�espaces �
s� � � � s� � s� � ��� �� �� � � � � � � d��nis par �

��s�� � � ���sr���s�� � � � � sr� �

Z �

�

� � �

Z �

�� �z �
r

t�s�� � � � t�srr

rY
i��

�

e
Pr

i�� ti � �
dt� � � � dtr�

On appelle g�n�ralement polyz�tas �convergents� les valeurs des fonctions polyz�tas aux points
entiers ��k�� � � � � kr�� avec ki � N � ki � �� � � i � r et k� � ��

On note A l�alg	bre unif	re associative libre des polyn�mes non commutatifs en une in�nit� de
variables y�� y�� � � � � i�e� l�alg	bre engendr�e par les mots w � yk� � � � ykr � avec r � N � k� � � � � � kr � �
�r � � correspond au mot vide��

On note� suivant Cartier ����� h� � A n f�g� On associe � un mot yk� � � � ykr une s�rie formelle
quasi�sym�trique� � Q�k� � Q�k�� � � � � kr� �

P
�n�


nr

tk�n� � � � t
kr
nr
�

��� Le produit de m�lange li� aux s�ries

Pour s� s� � N 
 s� s� � �� on peut �crire le produit ��s���s�� sous la forme �formule de r�)exion� �

��s���s��

�
X

n�n���

n�s�n���s
�

�
X

n��n��

n�s�n���s
�

�
X
n��

n�s�s
�

� ��s� s�� � ��s�� s� � ��s� s���

Plus g�n�ralement� on peut exprimer� si s � �s�� � � � � sk� et s
� � �s��� � � � � s

�
k�� sont deux suites

d�entiers strictement positifs avec s� � �� s�� � �� la relation de m�lange li�e aux s�ries ���� �

��s���s�� �
X
�

����

o! on somme sur les suites � sommes terme � terme de deux suites de m�me longueur sans z�ro
commun obtenues � partir de s et de s� en ins�rant des z�ros ��ventuellement au d�but ou � la �n��

Ceci est en fait valable ���� pour des s�ries formelles du type �X
n��


�nk��

ts�n� � � � t
sk
nk

et d�crit la structure d�alg	bre de QSym� l�alg	bre des fonctions quasi�sym�triques�
QSym est engendr�e par les Q�k�� k � �N��r� On pose alors X � fx�� x�g� et X� l�ensemble des

mots form�s sur l�alphabet X� Si B est l�alg	bre construite sur X�x�� on associe � ys le mot xs��
� x� �

� un mot yk� � � � ykr le mot xk���
� x� � � � x

kr��
� x� � X�x�

�Rappelons qu
une s�rie formelle F �t�� t�� � � � � est dite quasi�sym�trique si �k � N� �s � �N� �r� le coe�cient de
ts�n� � � � t

sk
nk

avec n� � � � � � nk ne d�pend pas de �n�� � � � � nk���

��



Les mots convergents sont les �l�ments de x�X
�x� �correspondants aux yk� � � � ykr � avec k� � ���

Ils engendrent une sous�alg	bre h� � h� telle que h� � h��x��
On d��nit� sur X�x�� la loi associative et commutative � par r�currence �o! ys � xs��

� x�� �

�w � X�x�� e � w � w

�w�w� � X�x�� � t� s � �N��r� �ysw� � �ytw�� � ys�w � ytw
�� � yt�ysw � w�� � ys�t�w � w���

Cette multiplication fait de h� une alg	bre� not�e h��� Les mots convergents yk� � � � ykr � r �
N� � k� � � engendrent une sous�alg	bre h�� � h��� La correspondance yk�� � � � � ykr �� Q�k�� � � � � kr�
s��tend en un isomorphisme d�alg	bres entre h�� et QSym� Si on compose cet isomorphisme restreint
� h�� avec le morphisme d��valuation des s�ries formelles convergentes en yi �

�
i
� i � N� � on obtient

un homomorphisme d�alg	bres

�� � h�� � R � ���yk�� � � � � ykr� � ��k�� � � � � kr��

Le produit de m�lange li� aux s�ries donne lieu � des relations du type �

��a���b� c� � ��a� b� c� � ��b� a� c� � ��a� b� c� � ��b� a� c� � ��b� c� a��

��� Le produit de m�lange li� aux int�grales

On note �p le simplexe standard de Rp � �p � ft � Rp j � � tp � � � � � t� � �g� et ���t� �
dt
t
�

���t� �
dt
��t � Alors� si x�� � � � x�p est le mot associ� � s � �N��r� s� � � via la bijection ys � xs��

� x� �

��s� �

Z
�p

pY
i��

��i�ti� dt� � � � dtp�

Une formule de m�lange des int�grales est obtenue en d�composant �p��p� en Cp
p�p� simplexes� ��

B�Z
�p

pY
i��

��i�ti� dt� � � � dtp


CA
�
B�Z
�p�

p�Y
i��

��p�i�ti� dt� � � � dtp


CA �

X
��Sp�p�

�Z
�p�p�

p�p�Y
i��

���	i
�ti� dt� � � � dtp

�
�

Ce produit correspond � un produit de m�lange tt d��ni par r�currence sur X�x� �

e ttw � w � w tte
 �xiu� tt�xjv� � xi�u ttxjv� � xj�xiu ttv�

pour i� j� u� v� w dans les bons espaces comme plus haut�
Ceci d��nit des structures d�alg	bres h�tt sur X�x�� h�tt � h�tt sur les mots convergents telles que

�� � h�tt � R � ys� � � � ysk �� ���s�� � � � � sk�

soit un homomorphisme�

�On note � Sp�p� � f� � Sp�p� j���� � � � � � ��p�� ��p � �� � � � � � ��p� p��g�

��



��� Les polylogarithmes

On a d�j� d��ni les Lik�z� pour k � N� � On peut aussi introduire ��
�� pour s � �N��r� des
polylogarithmes g�n�ralis�s

Lis�


sr�z� �
X

n��


��

zn�

ns�� � � � nskk

et

Lixs��z� � ����s
Z
��ts�


�t��z

dt� � � � dts
t� � � � ts

�
�

s	
�ln z�s�

Li est alors un homomorphisme d�alg	bres� �o! on a not� x�� � � � x�p le mot de X�x� associ� �
ys� � � � ysr� �

Li � h�tt �H�C n ��
�� � xs���
� x� � � � x

sr��
� x� �

pY
i��

x�i �� Lis�


sr�x� �

Z x

�

pY
i��

��i�ti� dt� � � � dtp�

La s�rie g�n�ratrice

Li�z� �
X
w�X�

Liw�z�w

est solution de l��quation di��rentielle �

d

dz
Li�z� �

�
x�
z

�
x�

�� z

�
Li�z��

L��tude ���� de la monodromie de cette derni	re �quation a permis � Petitot et � ses coll	gues de
montrer l�ind�pendance lin�aire sur C des Liw� w � X�� c�est���dire que le morphisme Li� d��ni
ci�dessus� est injectif�

��� Les relations d�Ho�man et la conjecture diophantienne

On d�duit de ce qui pr�c	de que � ���� � 
� � ��������
��
et ���� tt
� � ��������
�� En combinant formellement les relations de m�lange� on obtient les

relations d�Ho�mann� puisque �x� ttw � x� � w� est convergent �

�w � x�X
�x�� ���x� ttw � x� � w� � ��

De ces relations� on d�duit notamment facilement des identit�s telles que �

���� � ����� �� � ����� ���

Comme on a � x� � x� � �x�� � x�x� et x� ttx� � �x��� puisque ���� �
��

�
�� �� il est impossible

d��tendre le morphisme �� � h�� et h
�
tt simultan�ment� On le fait donc s�par�ment�en notant ��� �tt

les morphismes correspondants � il su�t� pour chaque loi tt ou �� d�imposer une valeur pour ������
�tt���� puisque h�� � h���x� et h

�
tt � h�tt�x��

Les relations de Newton sur les fonctions sym�triques � si on pose� pour s � � et t � �t�� t�� � � � � �

�s�t� �
X
n��

tsn

�On note� si U est un ouvert de C � H�U� l
ensemble des fonctions holomorphes sur U �

��



�s�t� �
X

n��


�ns��

tn� � � � tns

on a l��galit� dans Q ��t �

X
s��

�s�t�z
s � exp

�
�
X
k��

����k�k�t�
zk

k

�
�

Cette relation se traduit par l��galit� �

X
p��

�� ��� � � � � ��� �z �
p

zp � exp

�
�����z �

X
k��

����k��k�z
k

k

�

formule qu�il est int�ressant de comparer avec le d�veloppement �

�

��� � z�
� exp

�
�z �

X
k��

����k��k�z
k

k

�
�

Pour formuler la conjecture diophantienne� il faut consid�rer la Q �alg	bre MZVconv� engen�
dr�e par les polyz�tas symboliques convergents ���� Ze�s�� s � �N��r� r � N� � s� � � v�ri�ant les
relations �

Ze�w�Ze�w�� � Ze�w � w��� �w�w� � x�X
�x�

Ze�w�Ze�w�� � Ze�w ttw��� �w�w� � x�X
�x�

Ze�x� ttw � x� � w� � �� �w � x�X
�x��

La conjecture diophantienne a�rme alors que le morphisme naturel de sp�cialisation Ze�s� ��
��s� de MZVconv dans C est injectif �i�e� toutes les relations polynomiales entre polyz�tas se d��
duisent ���� des trois types de relations pr�cit�s�� Ceci implique notamment ���� l�ind�pendance
alg�brique des ���n� ��� n � N� �

Pour que ceci permette e�ectivement de d�crire conjecturalement les relations de d�pendance
alg�brique entre les polyz�tas� il faut encore �tre capable de d�crire MZVconv� On introduit les Zk�
sous�Q �espace vectoriel de R engendr� par les polyz�tas de poids jkj �Pr

k�� ki�
Zagier a conjectur� que la somme

L
k��

Zk �tait directe� et que si dk � dimQZk� on a la relation

de r�currence �
dk � dk�� � dk�	

C�est�� dire que� puisque Z� � Q � Z� � �� Z� � Q�� � on a la s�rie g�n�ratrice �

�X
k��

dkt
k �

�

�� t� � t	
�

Toutes ces conjectures ont �t� justi��es par des calculs num�riques�

��
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