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Introduction

Etant donné un entier positif n, on s’intéresse au nombre des solutions
entieres de I'équation x2 + y? + 22 = n. Pour un certain diviseur d de n,
on voit que les solutions entieres (z,y,2) avec pged(x,y,z) = d sont en
bijection avec les solutions entieres de 1’équation z? + y? + 22 = 7=, donc
on peut s’intéresser seulement aux solutions entieres primitives, i.e., avec

pged(z,y, z) = 1.

Le but du texte est de montrer un résultat de Gauss, qui relie le nombre
R,, des solutions entieres primitives au nombres h(—4n) des classes de formes
quadratiques binaires primitives de discriminant —4n. Plus précisément, on
montrera que, pour n > 4, R, /h(—4n) vaut 12 si n = 1,2 (mod 4), vaut 8
sin =3 (mod 8) et vaut 0 si n =7 (mod 8). On ne regarde pas le cas ou 4
divise n, car un argument modulo 4 implique immédiatement que R, vaut
0 dans ce cas.

Dans la premiere partie, on établira une relation entre R,, et I’ensemble
des triplets (A, b,w), ot A est un Z-module libre de rang 2, b est une forme
bilinéaire de déterminant n sur A, et W est un élément de A/nA*, tel que
b(w,w) = —1 € Z/nZ. L’idée cruciale de cette partie est la suivante. Soit v
une solution entiere primitive, que I'on voit comme un vecteur dans R3, on
note P le plan orthogonal de v dans R3. Alors v est déterminé (& une action
de SO3(Z) pres) par la structure de trois éléments : U'intersection de P et
73, la projection orthogonale de Z3 sur P, et la "premiere couche” de Z3 le
long de v.

Dans la deuxiéme partie, on comptera les classes des triplets (A, b, w).
Pour cela, on oubliera d’abord la composant w. Comme on a une application



canonique 7 qui envoie la classe de (A, b, w) sur la classe de (A, b), il suffit de
calculer le cardinal des fibres et de I'image. On introduira alors la "théorie de
genres” pour les décrire. Un "genre” (de discriminant D) est une collection
des formes quadratiques primitives de discriminant D qui représentent les
mémes valeurs dans (Z/DZ)*. On verra que I'image de 7 correspond juste a
un genre de discriminant —4n (sin = 1,2 (mod 4)) ou —n (sin = 3 (mod 4)).
On donnera aussi une formule qui relie le nombre des classes de formes
quadratiques dans un genre de discriminant D et le nombre h(D), d’ou on
peut déduire une formule reliant le nombre des classes des triplets (A, b, W)

a h(D).

Enfin, on combinera les résultats des deux parties et un petit lemme
reliant A(—n) & h(—4n) pour obtenir la conclusion.

Dans le texte, rien n’est admis d’avance, sauf les résultats fondamentaux
d’algebre et le théoreme de Dirichlet. Les outils importants sont : théoreme
de la base adaptée pour les Z-modules; lemme de Minkowski ; la structure
de groupe sur les classes de formes quadratiques; symbole de Jacobi et la
loi de réciprocité quadratique de Gauss.
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1 Premiere Partie

On fixe un entier n > 0. Dans ce texte, toutes les formes bilinéaires sont
symétriques et entieres, sauf mention explicite.

1.1 Réseaux et formes bilinéaires

Soient A un Z-module libre de rang 2, et b : A x A — Z une forme
bilinéaire sur A. On suppose que b est définie positive, de déterminant n et

primitive. C’est-a-dire, si <a c> est la matrice de b dans une base de A,

b
alors on a a > 0, ac — b> = n et pged(a, b, c) = 1. On note A* le dual de A.

Proposition 1.1.1. [l existe un morphisme injectif n : A — A* telle que
n(v) = b(v,-). Désormais, on identifie A avec Im(n). Dans cette identifica-
tion, on a : nA* C A C A*.

Démonstration 7 est bien un morphisme de Z-modules. Il est injectif car
b est de déterminant non nul (et donc non dégénérée).

Soit (e1,e2) une base de A. On vérifie facilement que
VA € A", nX = (cA(e1) — bA(e2))n(er) + (—bA(e1) + aX(e2))n(e2).
Donc on a nA* C A.

g

Comme nA* C A, on a le quotient A/nA* et une forme bilinéaire b :
(A/nA*) x (A/nA*) — Z/nZ définie par : b(w,v) = b(u, v), olt pour z entier,
la notation T désigne la réduction de x modulo n, et pour u dans A, u est
I'image de v dans A/nA*. On voit que b est bien définie, car n divise b(u,v)

pour tout (u,v) dans (A x nA*) [ J(nA* x A).

b
- card(A*/A) = card(A/nA*) = n,
— les Z-modules A* /A et A/nA* sont isomorphes,
— det(b|,p+) = n3.

Lemme 1.1.1. Soit (a l;) la matrice de b dans une base de A, alors on a



Démonstration Soient (e1,e2) la base de A, et (f1, f2) la base duale de

A*. Alors on a (e, e2) = (f1, f2) <Z i)

Comme A C A* sont des Z-modules, il existe oy, 0 € A* et di,ds € N,
tels que (a1, a9) soit une base de A*, d; divise dy et (djaq,daa) soit une
base de A. Alors il existe P, Q € GLa(Z), telles que

(fi,f2) = (ou,a0)P
(dio,dac) = (e1,e2)Q
Donc on a

(dyou, dacg) = (o1, ) P <Z g) Q.

Comme a1, g est une base de A*, on a

a b o d1 0
(3 0)e=(% u)
En prenant la valeur absolue du déterminant, on a d;dy = n. Comme A*/A

est isomorphe & Z/d1Z & Z/dsZ, on a card(A*/A) = dida = n.

De plus, on sait que (naj, nag) = (dyaq, decs) (%2 ;) est une base de
1
nA*, donc on a A/nA* ~Z/doZ & Z/d1 7 ~ N*/A.

Enfin, soit M la matrice de b dans la base (a1, ). Alors la matrice de

d2 0 d2 0 2 —_ 3
blnax est (O dl) M (0 dl), donc on a det(b|,p+) = n*detb = n?.

1.2 Enoncé du Théoréme

On note fR,, I'ensemble des solutions entieéres primitives de 1’équation
22+ >+ 22 =n, ie.,

R, = {(x,y,2) € Z% : pged(x,y,2) = 1,22 + > + 22 = n}.

Le groupe SO3(Z) agit sur fR,, par ’action usuelle, et on note t,, :== R,,/SO3(Z)
I’ensemble des orbites sous cette action.

On note &, l'ensemble des triplets (A, b, w), ou



— A est un Z-module libre de rang 2, qui est orienté, i.e., qui est muni

d’une orientation,

— b est une forme bilinéaire sur A, définie positive, de déterminant n et

primitive,

— W est un élément de A/nA* (avec w € A), tel que b(w,w) = —1.
Deux triplets (A, b, w), (A’, b',w’) € &, sont dits "isomorphes”, s’il existe une
application ¢ : A — A’ telle que

— 9 est un isomorphisme de Z-modules, et préserve 'orientation,

— pour tout u,v € A, on a b(u,v) = b’ (Y(u), Y (v)),

— ¢(w) = w' (cette condition est bien définie, car v induit un isomor-

phisme entre nA* et nA’™).
Il est facile de voir que l'isomorphisme de triplets défini ci-dessus est une
relation d’équivalence. On note e, I’ensemble des classes d’équivalence sous
cette relation.

Maintenant on peut énoncer le théoreme principal de la premiere partie.
Théoreme 1.2.1. Il existe une bijection ¢ : t, — ey,.

On va montrer ce théoreme par 3 étapes :
1. Construire une application ¢ : v, — e,.
2. Montrer que ¢ est injective.

3. Montrer que ¢ est surjective.

On introduit d’abord les idées. Pour un élément v de R,,, on prend le plan
orthogonal de v dans R?, noté P. Il se découle alors que v est déterminé (&
une action de SO3(Z) pres) par la structure de trois éléments : I'intersection
de P et Z3, la projection orthogonale de Z3 sur P, et la "premiere couche” de
73, i.e., les points dans Z3 qui ont la plus petite distance strictement positive
a P le long de v. Les trois choses correspondent respectivement a A, b et w
d’un triplet dans &,. On montre l'injectivité en déduisant une transformation
orthogonale sur Z? d’un isomorphisme de triplets, et on montre le surjectivité
en rétablisant le module Z3 (avec le produit euclidien) & partir d'un triplet
dans &,, a I'aide de lemme de Minkowski.

1.3 Construction de ¢

On construit d’abord une application ® : R,, — ¢,. Dans la suite, on
note (-,-) le produit scalaire euclidien sur R3.

Soit v = (x,%, 2z) dans R,,. On prend le plan orthogonal P, := {u € R3:
{(u,v) = 0}. Pour chaque u dans R?, on note 7,(u) la projection orthogonale



de u sur P,. On définit ®(v) comme la classe d’équivalence de (A, by, wy),
ou

— A, = m,(Z3), avec Porientation induite par v,

— by =nl, ),

— wy, = my(wp), ot wo € Z3 satisfait (wp,v) = 1 (par égalité de Bézout,

un tel wy existe toujours).

Dans la suite, on va vérifier que ® est bien définie, et qu’elle induit une
application ¢ : v, — ¢,. On établit d’abord deux lemmes.

Lemme 1.3.1. Pour v € R, on anA} =Z3P,.

Démonstration D’une part, soit v un élément de Z3(\P,, on a alors
u(my (7)) = n{u, x) € nZ pour tout x dans Z3, donc u est dans nA}.

D’autre part, soit A dans A}. On pose
u = (A(7(1,0,0)), \(7(0, 1,0)), \(7m,(0,0,1))) € Z,

alors u est dans P,, car (u,v) = A(my(v)) = A(0) = 0. De plus, on a
nA(my (7)) = n{u,z) = n{u,m(z)) = by(u,p(x)) pour tout z dans Z3,
donc nA =u € Z2(OP.

O

Lemme 1.3.2. Soit v dans Z3, écrivons v = (z,y, z) avec x,vy,z dans Z. Si
pged(z,y, z) = 1, alors v peut s’étendre en une base de Z3.

Démonstration Comme Zv est un sous-Z-module de Z3 de rang 1, il
existe une base (v1, v2,v3) de Z? et un entier positif d, tels que Zv = Z(dvy).
Mais alors d divise v, et donc on a d = 1 car pged(zx,y, z) = 1. On en déduit
que (v,v2,v3) est une base de Z3.

g

Proposition 1.3.1. Pour tout v dans R, on a
— ®(v) est un élément de ey, et il est bien défini (i.e. ne dépend pas du
choiz de wg dans la définition).
— Pour tout g dans SOz, on a ®(gv) = ®(v).



Démonstration Soit v = (z,y, z) € R,.Par le lemme précédent, v s’étend
en une base (v, v2, v3) de Z3. De plus, on peut supposer que det(v, vo, v3) = 1,
quitte a remplacer v par —vs.

Il est facile de voir qu’on a des isomorphismes de Z-modules A, ~
73 JZv ~ Zwvy & Zvs, donc A, est un Z-module libre de rang 2. De plus,
(my(v2), ™y (v3)) est une base positive de A,, car det(v,ve,v3) = 1.

(w,v)
(v,0)

v=w— %v. Alors pour

Pour tout w dans R?, on a 7, (w) = w —

u1,up € Z3, on a
by (1 (u1), Ty (u2)) = n(my(ur), mp(u2)) = nlui, ug) — (u1,v){ug,v) € Z.

Donc b, est une forme bilinéaire sur A,. b, est définie positive car (-,-) Pest.
La matrice de b, dans la base (m,(v2), m,(v3)) est

B n(ve, ve) — (v2, v)? n{vg, vg) — (va, v)(v3, V)
B= (n(vg,vg> — (v9,v)(v3, V) n(vs, v3) — (v3, v)? ) ‘

Notons A = (v, vs,v3), alors detB = n - det(*AA) = n - det(A)? = n. Soit p
un nombre premier quelconque. Supposons que p divise tous les coefficients
de B, alors p divise detB = n = (v,v). Donc p divise aussi (ve,v), car p
divise n{ve,v9) — (vg,v)?. De méme, p divise (v3,v). Mais alors p divise la
premicre ligne de ‘A A, cela contredit le fait que det(*AA) = 1.

On en conclut que b, est définie positive, de déterminant n et primitive.

On vérifie ensuite que w, = m,(wp) est bien définie. Soit w; un élément
de Z3 tel que (wy,v) = 1, alors (w; — wo, v) est nul. Donc on a

Ty (w1) — my(wp) = mp (w1 — wp) = wy — wo € Z3 ﬂPU = nA*

d’apres le lemme précédent, i.e., m,(w1) = m,(wp). De plus, on a

b(wy, Wy) = b(my(wo), my(wo)) = nlwo, wo) — (wo, v)* = —1.

Donc on a montré que ®(v) € e, est bien défini.

Enfin, soit g un élément de SO3(Z), alors 'application u — g(u) est bien
un isomorphisme de (Ay, by, Wy) vers (Agy, bgy, Wyy ).
O

Grace a la proposition précédente, on peut définir ¢([v]) = ®(v) pour
tout v dans R, ol [v] € t, est l'orbite de v. Cela définit bien une application
de t,, dans e¢,,.



1.4 Injectivité de ¢
L’injectivité de ¢ est donnée par la proposition suivante.

Proposition 1.4.1. Soient v,v" deux éléments de R,. Si (Ay, by, wy) et
(Ayr, by, Wy ) sont isomorphes, alors il existe P € SO3(Z), telle que Pv = v'.

Démonstration Soit ¢) un isomorphisme de (A, by, W, ) vers (Ay, by, Wy ).
Soit (f1, f2) une base de nAZ, alors (¥(f1),%(f2)) est une base de nA},. Soit
f3 dans Z3 tel que {f3,v) = 1, alors on peut supposer que w, = 7,(f3). On
pose f! =(f;) pouri=1,2, et fi = (w,) + %

Soit w dans Z?2 tel que (w,v') = 1, alors Ty (w) = Wy = 1 (w,). Comme

Ty (W) = w — 7(11;7,11/)

73, et (f5,0") = 1.

/
v =w-—%, ona fj—wenA} CZ3 Donc f; est dans

Il est facile de voir que les f; forment une base de Z3. En fait, chaque
u € Z3 s’écrit uniquement sous la forme k f3+ug avec k € Z et ug € nAZ (i.e.,
avec k = (u,v) et ug = u — kf3), donc Z3 = nA\} ® Zfs = Zf1 © Lfs © Lf3.

De méme, les f! forment aussi une base de 73.

Il existe donc une matrice P € GL3(Z), telle que P(f1, fa, f3) = (f1, f5, f5)-
On va montrer qu’en fait P est dans SO3(Z).

Comme 1) préserve 'orientation, on sait que det(f1, f2,v) et det(f7, f5,v")
ont méme signe. Mais f3 — 2 = 7(f3) est une combinaison (Q-)linéaire
de f1, fa, donc det(f1, fo, f3) et det(f1, fo,v) ont méme signe. De méme,
det(fy, f5, f4) et det(f{, f5,v") ont méme signe. On voit alors que det(f1, f2, f3)
et det(f], f4, f4) ont méme signe, i.e., P est dans SL3(Z). De plus, pour tout
i,j dans {1,2}, on a

1 1
(fis f5) = Ebv(fiyfj) = Ebv’(fz(7f}) = {fi, f})

Fiod) = o) = ool vtw) = ()

(s fs) = (wnwad + 5(00) = (o) blwa)) + 50 0) = (£

3

Donc P préserve la distance euclidienne, i.e., P est dans SO3(Z).



Ecrivons v = afi + bfs + nfs avec a,b dans Z, alors on a

aff +bfy +nfs—v
= ay(f1) +b(f2) + np(n(f3))
= Y(n(afi +bfr +nf3))
= ¢P(r(v)) = ¥(0) = 0,

donc v' = af] +bfy + nfs = Pu.
Il

Avant montrer la surjectivité de ¢, on introduit le lemme de Minkowski.

1.5 Lemme de Minkowski

Définition 1.5.1. Une matrice symétrique définie positive (Z i) € My (7),

ot a,b,c sont des entiers, est dite réduite, si on a 2|b] < a < c.

b c
avec a,b, c des entiers, alors on a a < %\/ det(M). En particulier, si le dé-

Lemme 1.5.1. Soit M € My(Z) une matrice réduite. Ecrivons M = (a b)

terminant de M est 1, alors on a M = <(1) (1))

. . 3 2
Démonstration Comme det(M) = ac— b2 > Zag, onaa< ﬁ\/det(M).
Si det(M) est 1, alors on a a < %, donc a = 1. Comme 2/b| < a =1, on a
b =0, et alors c = 1.

g

Lemme 1.5.2. Soient E un Z-module libre de rang 2 et §: E x E — 7 une
forme bilinéaire définie positive sur E. Alors il existe une base de E, telle
que la matrice de B dans cette base est une matrice réduite.

Démonstration On peut supposer que E soit Z2.
Comme [ est définie positive, on sait que a := min{3(0,0) : v € E}

est un entier positif. Alors il existe v dans FE, tel que a = B(v,v). Ecrivons
v = (z,y) avec z,y dans Z, alors on a pged(z,y) = 1. Par égalité de Bézout,

10



il existe v’ dans Z2, tel que (v,v’) est une base de Z2. La matrice de 3 dans

I;) avec b, c dans Z.

- a
la base (v,v) sécrit donc comme ( b

Quitte a remplacer v/ par v/ + kv pour un certain entier k, on peut
supposer que 2|b] < a. De plus, par la définition de a, on a a < ¢ car
¢ = B(v,v") est un élément de {B(0,0) : © € E}.

Donc la matrice (a

b P
est réduite, et (v,v") est la base voulue.
b ¢

0

Proposition 1.5.1. (Lemme de Minkowski) Soient E un Z-module libre de
rang 3 et B : E X E — Z une forme bilinéaire définie positive sur E, de
déterminant 1. Alors il existe une base de E, telle que la matrice de 3 dans

1 00
cette base est |0 1 0
0 01

Démonstration On peut supposer que E soit Z>.

Comme [3 est définie positive, on a a := min{3(v,?) : ¥ € E'} est un entier
positif. Alors il existe v dans E, tel que a = [(v,v). Ecrivons v = (z,y, 2)
avec x,¥, z dans Z, alors on a pged(x,y,z) = 1. Par lemme 1.3.2, il existe
v',v" dans E, tels que (v,v’,v”) est une base de E. La matrice de 3 dans

a d f
la base (v,v',v"), notée M, s’écrit donc comme | d b e | avecb,c,d,e, f
f e ¢
dans Z.
a d f
Posons P:= |0 1 0|, alors on a det(P) = a et I’égalité suivante
0 0 1

tp(l 0 _
P(O A)P—aM,
ab—d?> ae—df
ae —df ac— f?
det(A) = a - det(M) = a.

ici on a posé A := < > En prenant les déterminants, on a

11



Par le lemme précédent, il existe une matrice 7" dans GLa(Z), telle que
'T AT est une matrice réduite.

On pose Q = <é ;), alors @ est dans GLy(Z). Notons (u,u,u”) :=
(v,v',v")Q et M’ la matrice de 8 dans la base (u,u’,u"). Ecrivons M’ =
a/ d/ f/
d v €| avecd, V,d,d, e, f des entiers, on a alors
f/ 6/ C/

a

= 0o (o) (0]

a
donconad =aet (d,f)=(d,f)T. Posons P':= [ 0
0

/

&

f
1 0|, alors on
0 1
/ U /
. ,  (a (d f) -
voit que QP —<0 T = PQ.

adb —d? de —d o e
Notons A’ := (a’e’ _df ad f']; ) On a I’égalité suivante
tpr (L VY pr o = ‘QaB)Q = 'Q'P PQ
0o A O A

/ 10 /
= tp tQ(O A)QP.

Comme det(P’) = o’ n’est pas nul, P’ est inversible (en tant que matrice sur

Q). Donc on a
1 0 1 0 1 0
(0 A’) ='Q (0 A) @= <o fTAT) '

On en déduit que A’ = 'TAT est réduite et de déterminant a. Par lemme
1.5.1,onaat —d? < 2% f

Soient k,t des entiers tels que 2|d’ + ka'| < da’ et 2|f’ + td'| < a'. No-

1 k t
tons (w,w’,w") = (u,uw’,u”) |0 1 0] et M"” la matrice de § dans la base
0 0 1

12



a// d// f//
(w,w', w"). Ecrivons M" = [ d” V' €' | avec a”,b",",d",e", f' des en-
f// e// C”
tiers, alorson a a” = a' = a,d’ =d + kd, f" = f' +td, V" =V + 2kd,
d’ot1 on peut déduire les inégalités suivantes

max(2|d”[,2|f"]) < a
2
a//b// . d//2 — a/b/ - d/2 . ka/ 2 < _Z
(ka’)” < 7
De plus, on sait que a < b’ car v = g(w",w") € {3(0,0) : © € E}. Donc on
a %\/5 >a'V —d"” >34 ie, a < %. Alorsa=d"=1,etd" = f"=0.

Va.

. . 0
La matrice M" s’écrit donc comme < ) avec N € My(Z) une ma-

0 N
trice définie positive et de déterminant 1. Par le lemme précédent, on peut
1
supposer que N est réduite. Par lemme 1.5.1, on a N = (0 (1)), et donc
100
M'=10 1 0],ie., (w,w w") est la base voulue.
0 01
O

1.6 Surjectivité de ¢
Lemme 1.6.1. Soit (A, b,w) dans €,. Alors le groupe A/nA* est isomorphe

a4 Z/nZ, et w en est un générateur.

Démonstration Comme b(w,w) = —1, on a b(kw,w) = —k # 0 pour

tout entier k tel que 0 < k < n. Donc kw n’est pas nul pour tout 0 < k < n.
Or, le cardinal de A/nA* est n, d’ou le résultat.

O
Maintenant on peut montrer la surjectivité de ¢.

Proposition 1.6.1. Soit (A, b,w) un élément de €,. Alors il existe v € Ry,
tel que (A, b,w) et (Ay, by, w,) sont isomorphes.

13



Démonstration Soit (f1, f2) une base positive de nA*. Choisissons un
relevé w € A de W et écrivons nw = af1 + bfs avec a, b dans Z. Remarquons
que pged(n, a,b) = 1. En fait, soit d un entier tel que d divise n,a,bet d > 1,
alors on a Zw = §f1 + % fa € nA*. Mais cela contredit le lemme précédent.

Introduisons un Z-module libre de rang 3 de base ( fl, fg, fg), et définis-
sons une forme bilinéaire (-, -) sur ce module, par les formules suivantes :
pour tout 4,5 dans {1,2}, on pose

~ o~ 1
B(fi ;) = Hb(fiafj)

B o) = o)
B0 f) = (b(w,w) + 1)

Posons 7 := nfs — afi — bfs, alors on a
- 1
B(v,0) = n(b(w,w)+1)—2b(afs + bfe,w) + Eb(afl + bf2,af1 + bf2)
1
= nb(w,w)+n—2b(nw,w) + —b(nw, nw)
n
= n.

De méme, on calcule que B(f},fi) =0 pour i =1,2, et que ﬁ(f),fg) =1.
On va montrer que (§ est définie positive et det3 = 1. Comme

B fi) = b fi) > 0

B f) B(h R _ 1 - ,
det <ﬁ(f2,f1) B(fa, f2>) = —5(0(f1, f1)b(f2, f2) = b(f1, f2)7) > 0,

il suffit de montrer que det3 = 1. Or, on a

(6(f17f~1) (f17f2) /B(flgnfS))

n’detf = B(fa, /1) Blfa ) B(fa,nfs)

B(nfs, fr) B(nfs, f2) B(nfs,nfs)
B(fi, fr) B, f2) B(f1,7)

= B(f2; fr) B(f2, f2) B(f2,0)
B, fr) B, f2)  B(o,0)

_ b(f1, /1) Lb(f1,[f2)

- det( b(f2, 1) }Lb(fz,fz)>

- %det(b|nA*).
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Par lemme 1.1.1, on a det(b|,z+) = n3, donc det3 vaut 1.

Par lemme de Minkowski, il existe une base (ey, ea, e3) de Zfl @ng @ng,

1 00
telle que la matrice de 8 dans cette base est [ 0 1 0 ). Dans la suite, on
0 0 1

identifie (e1, ea, e3) avec la base canonique de Z3, et 3 s’identifie donc au pro-
duit scalaire euclidien (-, -). De plus, on peut supposer que det(f1, fa, f3) > 0,
quitte a remplacer e; avec —ej.

Comme on a (0,8) = n et © = nfs — af) — bfy avec pged(n,a,b) =1,
est bien un élément de ‘R,,.

On va montrer que (A, by, W5) et (A, b,w) sont isomorphes. Notons que

nA;y = {uecZ:B(u,d) =0}
= {pfitafo+rfs: Bpfi+afo+rfs0) =0}
= {phit+afotrfs:r=0}
= Zfieif,

on a donc un isomorphisme 9 : nA} — nA*, tel que w(ﬁ) = fipouri=1,2.

On a encore <f3,17> = 1, donc wz = ﬂg(fg). Par lemme 1.6.1, 75(f3) et w
sont respectivement des générateurs de Ay /nA% et de A/nA*, et on a

Y(nms(f3)) = (50 + afs +bf2)) = ¥(afi + bfa) = nw,

donc ¢ s’étend & un isomorphisme de Aj a A, que I'on note aussi ¢, tel que
Y(m5(f3)) = w. On a donc Y (w;) = w.

De plus, det(fl, fg,f;) est positif car dNet(fl, fg, fg) Pest. Donc (fl, fg) est
une base positive de nA%. Comme (¢(f1),¥(f2)) = (fi,f2) est aussi une
base positive de nA*, on voit que 1 préserve 'orientation.

Il reste donc & montrer que bg(z,y) = b(¢(z), ¥ (y)) pour tout x,y € Ay.
Mais cela découle juste de la construction de J3.

g

On a bien montré que ¢ est une bijection de v, dans e,. En particulier,
on a card(ty,) = card(ey,).

Terminons cette partie par une relation entre card(r,) et card(R,).
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Proposition 1.6.2. Sin > 3, alors pour tout v dans R, on a card([v]) =
24, ot [v] € v, est lorbite de v sous l'action de SO3(Z).

Démonstration Comme card(SO3(Z)) = 24, il suffit de montrer que,
pour tout v dans R,, le stabilisateur de v est constitué seulement par
100
Id=10 1 0
0 01

Soient v dans R, et g dans SO3(Z), tels que gv = v. Montrons que
g = Id. Ecrivons v = (z,y, z) avec z,y, z dans Z, on a trois cas :

Si les valeurs absolues de x, y, z sont non nulles et deux-a-deux différentes,
alors il est évident que g = Id.

Si |z| est nulle, alors on a y? + 22 = n et pged(y, z) = 1. On en déduit

e 00
que |y|, |z| sont non nulles et différentes (car n > 3). Doncg= |0 1 0
0 01
avec € dans {£1}, et alors g = Id.
Si |z|,|yl, |z| sont non nulles mais |x| = |y|, alors on a 222 + 22 = n et
pged(z, z) = 1. On en déduit que |z|, |z| sont différentes (car n > 3). Notons

0

e 0
e:=x/y € {£l}, alorsona g=1Id oug= 0 0. Doncg=1Id.
01

€
0
g

Par la proposition précédente, on a cardR, = 24cardr, = 24carde,.
Donc pour compter R, il suffit de compter e,,.

2 Deuxieme Partie

2.1 Classes de Formes Quadratiques

Soit D un entier négatif tel que D = 0,1 (mod 4). Notons

Q(D) := {aX*4+bXY+cY? € Z[X,Y] : a > 0,b*—4ac = D, pged(a, b, ¢) = 1}.
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Le groupe SLy(Z) agit sur Q(D) de fagon suivante :

f g ) (aX?+bXY + cY?)

= a(PX +qYV)?> +b(pX + qY)(rX + sY) + ¢(rX + sY)%
1

On note C(D) I'ensemble des orbites sous cette action.

Proposition 2.1.1. Le cardinal de C(D) est fini.

Démonstration Soit aX? +bXY + cY? une forme dans Q(D) avec a, b, ¢

. a % . . 2a b . .
des entiers. On pose My := | i (si b est pair) ou b 9 (si b est im-

2
pair) , alors M peut étre vue comme une forme bilinéaire sur Z2. Par lemme

1.5.2, on sait que My est équivalente a une matrice réduite de déterminant

—% ou —D.

Par lemme 1.5.2, on voit facilement qu’il n’existe qu'un nombre fini de
matrices réduites de déterminant —% ou —D. Par définition, on voit aussi
que deux formes f, g dans Q(D) sont dans le méme orbite si My et M, sont

équivalentes. Donc C(D) est fini.
O
Dans la suite, on note h(D) = card C(D).

Le but du reste de cette partie est de construire une certaine structure
de groupe sur C(D). Pour cela, on introduira d’abord le groupe de classes
d’idéaux Pic(D), et on trouvera une bijection entre C(D) et Pic(D), ainsi la
structure de groupe sur Pic(D) induira une structure de groupe sur C(D).

Notons 7 I’élément de {0,1} C Z tel que 7 = D (mod 2), et § := #,
alors on a 6% + 76 + % = 0. Introduisons 'anneau Op := Z[J] et le corps

Kp = Q(9).

Définition 2.1.1. Un idéal fractionaire de Op est un sous-Op-module
non nul de type fini de Kp. Pour I,J des idéaux fractionaires de Op, on
définit le produit de I,J comme

.
IJ:={> igjr:r €Nyig € I,jx € J}.
k=1

Un idéal fractionaire I est dit inversible, s’il existe un idéal fractionaire J,
tel que IJ = Op.
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Il est immédiat que tout idéal fractionaire est libre de rang 2 en tant que
Z-module, et que le produit de deux idéaux fractionaires est encore un idéal
fractionaire. On vérifie facilement que I.J = JI,Opl =l et I(JK) = (IJ)K
pour I, J, K des idéaux fractionaires, donc les idéaux fractionaires inversibles
forment un groupe commutatif, que 'on note J (D), et Op en est I’élément
neutre. Notons P(D) := {A\Op : A € K},}, alors P(D) est un sous-groupe
distingué de J (D). On pose Pic(D) := J(D)/P(D).

Pour tout idéal fractionaire de Op, on pose I* :={a € Kp : al C Op}.
Dans la suite, on écrit |z,y| pour Zz @ Zy si x,y sont des éléments de Kp
linéairement indépendents sur Q.

Lemme 2.1.1. Soit I un idéal fractionaire de Op.
— Il existe X dans K7, et a,b dans Z, tel que a > 0, 4a divise b2 — D et
qu'on a I = \a, %J.

b+vD
2

— Awec les notations ci-dessus, on a I* = i{a,
core un idéal fractionaire.
— Awec les notations ci-dessus, il y a équivalence entre

|, donc I* est en-

1. I est inversible

2_ .
2. a,b, b 4aD sont premaiers entre eux

Démonstration Comme Kp = Frac(Op) et I est engendré (en tant que
Op-module) par un nombre fini d’éléments de Kp, on sait qu'il existe Ag
dans K7, tel que Aol est inclus dans Op. On peut donc supposer que I est
un idéal de Op.

On définit des morphismes de Z-modules p; : Op — Z (i = 1,2) par
p1(x + yd) = x et po(x + yd) = y pour tout x,y dans Z. Posons H; = p;(I),
alors les H; sont des idéaux de Z. Notons que H; C H,. En fait, soit x 4 y¢
dans I, alors z := (z 4+ y0)(5 + 7) est dans I, et on a py(z) = x. Ecrivons
Hy = Zg avec g un entier non nul, alors on a g~'I C Op et pa(g~11) = Z.
Donc on peut supposer que p2(I) = Z, quitte & remplacer I par gl.

Il existe donc un entier b tel que # est dans I. Ecrivons I NZ = Za

avec a un entier positif, alors on a I = |a, %J. Comme [ est un idéal,

onaé% :ca—i-d%
b+vD
5—d:%ﬁ

avec ¢,d des entiers, d’ou on déduit que

b2—D
T

2 . .
%. Donc a divise

et ca =

18



Soient u, v, w des entiers tels que pged(u, v, w) =1 et w # 0, alors on a

U+ vé
w

utvd |
{ w CLEOD

utvs  —b+vD
© 5 € Op

erl*

b+ b

o wlua, wlva
wlu — v, w|=5Tu + %v

wlu — HTTU, w\bQZDU

d
o {w!pgc (u,v)a

b+ 1
2
u+vd 1 b++vD
€ —la, 5 |.

w a

& wla, wlu— v

=

Donc on a I* = 1la, b+§mj,

et on voit que c’est encore un idéal fractionaire.
Comme [ est inversible si et seulement si I1* = Op, on a

I est inversible
—b A D b V D 2_ D

1
(Za® + 7 7 =
EN a( a® + Za 5 5 1 )=0Op
2 —D —b++D
o Za+Zb+7Z L7 VE o,
4a 2
b2 —D

< pged(a, b,

Le lemme suivant donnera une bijection entre C(D) et Pic(D).

Lemme 2.1.2. Soient f,g dans Q(D). Ecrivons f = aX? + bXY + Y2
et g = /X2 + VXY + Y? avec a,b,c,d’ V. des entiers. Alors il y a
équivalence entre

1. il existe P dans SLa(Z), tel que f = P - g,

2. il existe X dans K7, tel que |a, %j = \d, #ﬁj.
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Démonstration On note 7 (resp. 7’) la racine du polynéme f(X,1) (resp.
g(X,1)) telle que la partie imaginaire de v (resp. de v') est positive.

Dune part, soit P dans SLy(Z), tel que f = P-g. Ecrivons P = (i (5]>’

alors on a f(v,1) = g(py + q,7y + s), donc on a v = e car la partie
imaginaire de ce dernier est positive. En posant \ := %(rv +s),ona

—b++VD
SRR

o vV ++vD

Al 5

| =alry+s,py+q] =all,y] = |la,

D’autre part, soit A dans K7, tel que |a, %J = \d, _b/%mj. Alors

A=t +vD —b+vD
il existe une matrice P € GLy(Z), telle que )\2 =P 2 .

a’ a

Par orientation, on voit que P est dans SLa(Z). Ecrivons P = ]; (sl ,on a

%ig’ d’ott on conclut que f = P- g, car ce dernier est dans Q(D)

et sa racine de partie imaginaire positive est juste 7.

alors 7/ =

O

Grace aux deux lemmes précédents, il existe une unique bijection I' :
C(D) — Pic(D) qui envoie la classe d’une forme f = aX? 4+ bXY + cY?
sur la classe de 'idéal fractionaire |a, %J. On a donc une structure de
groupe sur C(D) induite par la structure de groupe sur Pic(D), i.e., on pose
F -G =T"YT(F)I'(G)) pour tout F,G dans C(D), et 1’élément neutre est
donné par I'"!(e), ot e est I’élément neutre de Pic(D). Dans la suite, on va
toujours munir C(D) de cette structure de groupe.

Définition 2.1.2. Quand D =0 (mod 4) (resp. D =1 (mod 4)), on appelle
la forme principale la forme X2 + %YQ (resp. X2+ XY + %}ﬂ).

Par définition, la classe de la forme principale est juste I’élément neutre
du groupe C(D).

Maintenant on va donner une propriété importante du groupe C(D).

Proposition 2.1.2. Soient f1, f2, f3 dans Q(D), telles que [fi1][f2] = [fa],
ot [f;] € C(D) est la classe de f;. Alors il existe deuz formes bilinéaires (pas
nécéssairment symétriques) py, pa sur Z2, telles que pour tout u,v dans Z2,

on a fi(u)fa2(v) = f3(p1(u,v), p2(u,v)).
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Avant démontrer cette proposition, on introduit la "norme absolue”.

Définition 2.1.3. Soient I un idéal fractionaire de Op et (o, ) une Z-
base de I, alors (o, B) est aussi une Q-base de Kp. Donc il existe une unique

matrice P dans GLo(Q), telle que <g> =P <§) On définit alors la norme

absolue de I, notée N(I), comme la valeur absolue du déterminant de P.

Il est facile de voir que la norme absolue est bien définie pour tout idéal
fractionaire. Notons o le seule automorphime non trivial de Kp, i.e., la
conjugué complexe.

Lemme 2.1.3. Soient I,J des idéaux fractionaires inversibles de Op et A
dans K7,. On a les égalités suivantes

1. N(AI) = Ac(A\N(I),
2. Io(I) = N(I)Op,
3. N(1J) = N(I)N(J).

Démonstration Soient («, 3) une Z-base de I et P dans GLo(Q) telle

« 1 A
que <ﬂ> =P <5> Alors (Aa, AB) est une Z-base de AI, et on a <)\5> =

AP (35) = PQ (;), ou @ est la matrice de A dans la Q-base (1,d) de Kp.

On a donc N(AI) = |[det(PQ)| = |det(P)||det@]|. Notons que det(Q) est
exactement NgD (A), qui est positif et peut étre écrit comme Ao (), d’ou 1.

Par lemme 2.1.1, on peut écrire I = ply avec p dans K7y, et Iy =
D

la, %J, ou a,b sont des entiers tels que a est positif, a divise bQZ

et pged(a, b, b24_aD) = 1. On sait que [} = éO'(I()), et on vérifie facilement

que N(Ip) = a. Donc Iyo(Iy) = N(Ip)Ilol§ = N(Ip)Op, et 2 découle de 1.

Enfin, on a N(I.J)Op = (I.))o(IJ) = (Io(I))(Jo(J)) = N(I)N(.J)Op,
doit 3.

U
On munit Kp avec l'orientation telle que (1,0) est une base positive.

Proposition 2.1.3. Soient I un idéal fractionaire de Op et (a, 3) une base
positive de I. On pose f(X,Y) := ﬁNgD (Xa—Yp), alors T~ envoie la
classe de I sur la classe de f.

21



Démonstration Par le lemme précédent, on peut remplacer I par un idéal
fractionaire quelconque dans la classe de I, et on peut remplacer («, 3) par
une base positive quelconque de 1.

Soit g dans Q(D) tel que I' envoie la classe de g sur la classe de I.
Ecrivons g=aX?+bXY 4 cY? avec a, b, ¢ des entiers. Par lemme 2.1.1, on
peut supposer que I = |a, 7bJ5‘/5J, et que (o, 3) = (a, 4’%5)
derniere est aussi une base positive de 1.

, car cette

On voit alors que f(X,Y) = éNgD (a X+ b}/ﬁY) =aX?+bXY +cY? =
g9(X,Y) (notons que N(I) = a).

g

Maintenant proposition 2.1.2 est claire. Soit I; un idéal fractionaire dans
la classe I'([fi]) (i = 1,2), alors I3 := I1I5 est dans la classe I'([f3]). Soit
(v, B;) une base positive de I; (i = 1,2,3). Pour tout u1,us dans Z?, posons

Yi = (al,_ﬁl)ul (1:172)3 73 = Y172, et écrivons V3 = (Oég,—ﬂg) <Iq)> On

pose alors p1(u1,u2) = p, pa(u1,uz) = ¢. Il est immédiat qu’elles sont des
formes bilinéaires sur Z2, et pour tout u, us dans Z2, on a

NG2(m) NgP(r2)  NGP(s)

Ji(ur) fa(ug) = NGO NG N = f3(p1(ur, u2), p2(u1,uz)).

2.2 Théorie des Genres

On pose les mémes hypothéses sur D que dans le paragraphe précédent.

Définition 2.2.1. Soient f(X,Y) un élément de Q(D) et m un entier.
On dit que m est repésenté par f, s’il existe des entiers xz,y, tels que
m = f(x,y). On dit que m est représenté proprement par f, s’il existe
des entiers x,y, tels que m = f(x,y) et pged(z,y) = 1. Dans ces cas, on dit
aussi que f représente (resp. représente proprement) m.

Un élément de Z) DZ est dit représenté par f, s’il admet un relevé dans
Z, qui est représenté par f.

Remarque Sim est un élément de Z/DZ et f un élément de Q(D), alors
il y a équivalence entre

1. m est représenté par f,
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2. il existe deux éléments u,v de Z/DZ, tels que m = f(u,v).

Par définition, on voit facilement que deux formes quadratiques équiva-
lentes repésentent (resp. représentent proprement) les mémes entiers, et a
fortiori représentent les mémes éléments dans Z/DZ.

Lemme 2.2.1. Soient f = aX? +bXY +cY? un élément de Q(D) et m un
entier. Si m est représenté proprement par f, alors il existe u,v € Z, tels
que mX? +uXY +0Y? et f sont équivalentes.

Démonstration Soit p,q des entiers tels que pged(p,q) = 1 et m =
f(p, q). Par égalité de Bézout, il existe deux entiers r, s, tels que ps —qr = 1.

Alors la forme <§ :) - f convient.

g

Lemme 2.2.2. Soient C' dans C(D) et M un entier non nul. Alors il existe
f=aX?+bXY +cY? dans C, telle que pged(a, M) = 1.

Démonstration Soit f = aX2+bXY +cY? une forme dans C, avec a, b, ¢
des entiers. Par le lemme précédent, il suffit de montrer que f représente un
nombre premier avec M. Par le lemme chinois, on peut supposer que M soit
premier. Mais alors au moins un des trois nombres f(1,0), f(0,1), f(1,1)
est premier avec M, car on a pged(a, b, c) = 1.

g

Proposition 2.2.1. On rappelle la définition de forme principale.

1. Les éléments de (Z)DZ)* représentés par la forme principale forment
un sous-groupe de (Z/DZ)*, que l’on note H désormais.

2. Pour chaque f dans Q(D), les éléments de (Z/DZ)* représentés par
f forment une classe modulo H.

Démonstration Pour tout f dans Q(D), notons [f] € C(D) la classe de
f.

Notons fy la forme principale et H I’ensemble des éléments représentés
par fp. Comme [fy] est ’élément neutre du groupe C(D), on a [fo][fo] =
[fo]. Par proposition 2.1.2, on voit que H est une partie multiplicative de
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(Z)DZ)*. Comme (Z/DZ)* est un groupe fini, on sait que H en est un
sous-groupe.

De méme, pour tout f dans Q(D), notons G l'ensemble des éléments
de (Z/DZ)* représentés par f, alors on déduit de 1'égalité [fo][f] = [f] que
G contient au moins une classe modulo H (car G n’est pas vide). Or, on a
encore [f][f]~! = [fo], d’olt on déduit que card(G) < card(H). Donc G est
exactement une classe modulo H.

g

Grace a la proposition précédente, la relation "représenter les méme va-
leurs dans (Z/DZ)*” est bien une relation d’équivalence sur Q(D). On définit
donc un "genre” comme une classe d’équivalence sous cette relation. On dit
aussi un “genre de discriminant D” quand on veut expliciter I'entier D.

Comme les formes équivalentes représentent les mémes éléments dans
(Z/DZ)*, ils sont dans le méme genre. Donc chaque genre est formé par
quelque classes de formes, et on a une application ¥ : C(D) — (Z/DZ)*/H,
qui a chaque classe de formes associe la classe modulo H qu’elle représente.

Proposition 2.2.2. U est un morphisme de groupes.

Démonstration C’est une conséquence de proposition 2.1.2.

0

Corollaire 2.2.1. Tous les genres sont formés du méme nombre de classes
de formes.

Démonstration Les genres sont juste les fibres de V.
0

Notre but est de calculer exactement le nombre des genres, i.e., le cardinal
de l'image de W. Pour décrire ImW¥, on introduit d’abord le symbole de
Jacobi.
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2.3 Symbole de Jacobi
Soit p un nombre premier impair.

Définition 2.3.1. Soit k un entier. Notons k la réduction de k modulo p.
On définit le symbole de Legendre, noté <*> par la formule suivante

0, sik=0€F,
(E) =41, si k est un carré non nul dans F), .

—1, sik n'est pas carré dans I,

Proposition 2.3.1. Soit p un nombre premier impair. Alors on a

1. <k1) ( )sz k1 = k2 (mod p),

R2
P
(k ) ( ) pour tout ki, ko dans Z,

©
VN
G
SAES
&)
N————

3. (kz) =1 pour tout entier k premier avec p,

BN
—
< |L
I
T
—_
N~—
e
w‘\
L

S
/N
iSALY
N—
I
—
|
—_
~—
S
®© ‘N

Démonstration Rappelons que Fj est un groupe cyclique, d’ou 1,2,3,4.

Montrons 5. Soit ¢ une racine 8-ieme primitive de I'unité dans une ex-
tension de F, alors on a ¢* = —1, i.e., (* + (72 = 0. Posons & := ¢ + (71,

alors £2 = 2 € F,,. Donc (%)

encore équivalent & &7 = ¢, ie., (P + (P = (4 (¢! Comme on a ¢* = —1,
on voit que

= 1 si et seulement si { est dans IF,. Or, cela est

L JCH¢T sip=1.T (mod 8)
Py P —
P +C {CC—l7 5ipE375(m0d8)’

d’ou le résultat.
O

Pour le symbole de Legendre, on a la "loi de réciprocité quadratique de
Gauss”, qui est donné par la proposition suivante.

Proposition 2.3.2. Soient p,q deux nombres premiers impairs différents.

Alors on a (%) (%) = (—1)W.
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Démonstration Soit ( une racine g-ieme de 'unité dans une extension de

Fp. On voit alors que (%) et ¢* sont bien définis pour tout x dans [, (en

prenant un relevé de x dans Z). On pose G := ) (%) ¢*.
€l

Premiérement, on montre que G2 = (_71) g, ou la notation ¢ désigne a

la fois 'entier ¢ et I'image de g dans [F,,. En fait, on a

=3 ()= o3 ()= (F) e

z,y€lfq z€Fy  yeFy z€Fq

N _ -1
OUG:;;ZZ(%).Or,onangq—leth: > (%):—1
y€erg z€F,\{1}
pour tout = dans Fy, car les nombres de carrés et de non carrés dans F, sont

égaux. On en déduit que (%) G?=q—1- Y (* = q. En particulier, G
z€lFy
n’est pas nul car p, ¢ sont différents.

Deuxieémement, on va montrer que GP~! = (%). En fait, comme G est

dans un corps de caratéristique p, on a
_ z _ ! _ (p! z —(r
=2 ()= () e-(F) 2 ()e-0)e
z€F, z€lfy z€F,
ou la notation p désigne a la fois I'entier p et I'image de p dans ;. Comme

G n’est pas nul, on a la formule voulue.

Le résultat découle alors des deux formules ci-dessus.
O
Définition 2.3.2. Soient m un entier positif impair et k un entier. Si la
décomposition de m en mombres premiers est m = pi---p, avec les p; pre-

T
miers, alors le symbole de Jacobi, noté (%), est défini comme [] (1%)’
i=1

ot les (p%) sont les symbols de Legendre.

Remarque Quand m est premier, le symbole de Jacobi coincide avec le
symbole de Legendre. Donc on ne distingue pas les deux désormais.
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Proposition 2.3.3. Soient m, m’ des entiers positifs impairs. Alors on a
1. (%) = ( ) si k1 = ko (mod m),

ko
2. (hik2) :?%) (%) pour tout ki, ko dans Z,
3. (ZE5) = (&) (L) pour tout entier k,
4. (’Lnj) =1 pour tout entier k premier avec m,
5 () = (-1,
6. (2) = (-1)"5,
7. (2) () = (-1)ZH sim et m' sont premiers entre eus.

Démonstration 1,2,3,4 sont clairs par définition.

, T s
Ecrivons m = [[ p; et m’ = [] g¢;, avec p;,g; les nombres premiers
i=1 Jj=1
impairs. Comme on a

p—1 q—1 _ pg—1

+ (mod 2)

1
+ = ——— (mod 2)

pour p,q des nombres impairs, on peut montrer les formules suivantes par
récurrence

pi—1 _ m-1
; 5 = —5— (mod 2)
r pP—1  m?-1
ZZ; s = S (mod 2)
Dy (pi — 11(%’ -1 _ (m- 1);”/ —1) (mod 2).
i=1 j=1

Avec les propositions 2.3.1 et 2.3.2, on en déduit 5,6,7.
O

Proposition 2.3.4. Il existe un unique caractére x : (Z/DZ)* — {£1}, qui
vérifie la condition suivante : pour chaque entier positif m premier avec 2D,
on a x(m) = (£), oum est la réduction de m modulo D.
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Démonstration Il suffit de montrer que, pour deux entiers positifs im-
pairs M, N tels que M = N (mod D), on a (%) = (%)

Ecrivons D = —2Fd avec k un entier non négatif et d un entier positif
impair. Par la proposition précédente, on a
(M—1)(d+1) M2_1
1 -1 k

(£) = (V" D) = (- ).

De méme, on a une formule similaire pour (£). Comme M = N (mod D),
on a (%) = (%) De plus, comme D = 0,1 (mod 4), on vérifie facilement
que 8 divise (M — N)(d + 1) et que 16 divise (M? — N?)k, d’ott le résultat.

g

Désormais, on note toujours x le caractere dans la proposition précé-
dente.

2.4 Théorie des Genres - Suite

Rappelons que ¥ : C(D) — (Z/DZ)*/H est un morphisme de groupe,
qui & chaque classe de formes associe la classe modulo H qu’elle représente,
et que le nombre de genres et card(Im¥) sont égaux. Maintenant on peut
décrire ImW.

Proposition 2.4.1. Pour un entier k, on note k € Z/DZ la réduction de
k modulo D. Soit m un entier tel que m est dans (Z/DZ)*, alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

1. il existe f € Q(D), telle que T est représenté par f,

2. m est dans ker(x).

Démonstration ”1 implique 2” : Par hypothese, il existe un entier M tel
que M =m (mod D) et M = f(z,y) avec f = aX?+bXY +cY? un élément
de Q(D) et z,y des entiers. On peut supposer que M soit impair (si M est
pair, alors D est impair, et on utilise le lemme chinois) et que z,y soient
premiers entre eux (quitte a diviser x,y par pged(zx,y)).

Par lemme 2.2.1, on peut encore supposer que a = M. Alors on a D =
b> — 4Mec, donc x(m) = (%) = (%) =1, i.e., m est dans ker(x).

”2. implique 1.” : Par théoreme de Dirichlet, il existe un nombre premier
impair P, tel que P = m. Par hypothese, on a (%) = 1, donc il existe des
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entiers b, ¢, tels que b> = D + Pec. Quitte & remplacer b avec b+ P, on peut
supposer que b = D (mod 2). Alors 4 divise ¢, et on am = P = f(1,0) avec
f=PX?4+0bXY + §Y2 dans Q(D).

g

Par la proposition précédente, on sait que H est un sous-groupe de
ker(x), et Im¥ = ker(x)/H.

Pour un entier k£ non nul, on pose r(k) le nombre de nombres premiers
impairs divisant k. Si 16 ne divise pas D, on note

r(D), si D=1 (mod 4) ou D =4 (mod 16)
r(D)+1, si D=8,12 (mod 16)

Proposition 2.4.2. 5i 16 ne divise pas D, alors le nombre des genres de

discriminant D est 20(P)—1,

Démonstration Par la proposition 2.2.2 et son corollaire, on sait que le
nombre des genres est juste card(Im¥), donc il suffit de compter ker(x)/H.

Pour simplifier les notations, on écrit r, u pour (D), (D) dans la suite.
Soit D = 2%p{™* - - - pf" la décomposition en nombres premiers de D, avec «
un entier non négatif, p; des nombres premiers impairs différents et «; des
entiers positifs. Notons pg := 2 et g := a.

On note G := (Z/DZ)* et G; := (Z/p;"Z)* pour 0 < i < r. Par le lemme
chinois, le groupe G est isomorphe a @!_,G;. Dans la suite, on identifie
chaque G; avec son image dans G.

Posons H; := H(\G; pour 0 < i < r, alors H; est un sous-groupe de
G, et on a ®)_,H; C H. D’autre part, soit m dans H, alors par le lemme
chinois on voit que la projection de m sur G; est encore dans H, donc on a
®;_oH; O H, alors H = ®]_,H;.

Pour un indice ¢ # 0, on voit par un argument modulo p}* que H; coincide

avec l’ensemble des carrés de G;. Notons [G; : H;| := z:;gggz; I'indice de H;

dans Gj, alors on a [G; : H;] = 2 car G; est cyclique.
Pour i = 0, on calcule [Gy : Hy| dans les trois cas suivants.

Si a = 0, alors on a card(Gp) = 1, et donc [Gg : Hy] est bien sur 1.
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Si =2 alors on a Go = {1,1+ %} C @G, et on vérifie facilement que

1+ % est dans H si et seulement si D = 4 (mod 16). Donc [Gq : Hy| vaut 1
si D =4 (mod 16), et vaut 2 sinon.

Si a = 3, alors onaGoz{T,1+%,1+g,1+%} C G, et on vérifie

facilement que 1+ % est dans H mais 1+ % ne l'est pas. Donc [Gp : Ho|
vaut 2.
T
Comme on a [G : H] = [[[G; : H;], on voit que [G : H] vaut exactement
i=0
2. On a aussi [G : ker(x)] = 2 (car x est surjective et card(Imy) = 2), donc
le nombre des genres est
G : H]

card(ImW) = card(ker(x)/H) = [ker(x) : H] = G ko] = on~1,

g

Corollaire 2.4.1. Si 16 ne divise pas D, alors chaque genre est formé de
Wh((DiD)L classes de formes.

Démonstration Ce résultat découle du corollaire 2.2.1.

2.5 Enoncés des Théoremes

On fixe encore un entier n > 0. On rappelle la définition de ¢, dans 1.2.

On note §, 'ensemble des couples (A, b), ou

— A est un Z-module libre orienté de rang 2,

— b est une forme bilinéaire sur A, définie positive, de déterminant n et

primitive.

Deux couples (A, b), (A, b)) € F, sont dites “isomorphes”, §’il existe une
application 9 : A — A/, telle que :

— 9 est un isomorphisme de Z-modules, et préserve 'orientation,

— pour tout u,v € A, on a b(u,v) = b’ (¢ (u),(v)).
Il est facile de voir que l'isomorphisme de couples défini ci-dessus est une
relation d’équivalence. On note f, ’ensemble des classes d’équivalence sous
cette relation.
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Soient (A, b,w), (A’, b',w’) deux éléments de &,. S’ils sont isomorphes au
sens de 1.2, alors les couples (A, b), (A’,b’) sont isomorphes en tant qu’élé-
ments de §,. On a donc une application canonique 7 : ¢, — f,, telle que
m([(A,b,w)]) = [(A,b)] pour tout (A,b,w) dans &,, ou [(A,b,w)] (resp.
[(A,b)]) est la classe d’équivalence de (A,b,w) (resp. de (A,b)) dans &,
(resp. dans §y).

Maintenant on peut énoncer les théoremes principaux de la deuxieme
partie.

Théoréme 2.5.1. On suppose que 4 ne divise pas n.

- Quand n = 1,2 (mod 4), il existe une bijection entre f, et C(—4n), et
dans cette bijection Im(m) correspond a un certain genre de discrimi-
nant —4n, qui représente —1 + 2n € Z/4An’Z.

- Quand n = 3 (mod 4), il existe une bijection entre f,, et la réunion
disjointe de C(—4n) et C(—n). Sin = 3 (mod 8), alors dans cette
bijection Im(m) correspond a un certain genre de discriminant —n, qui
représente —2 ; sin =7 (mod 8), alors Im(w) est vide.

Théoréme 2.5.2. On suppose que 4 ne divise pas n et que n > 4. Pour
chaque [(A, b)] dans Im(7), il existe 271 éléments différents [(A, b, )] de
en, tels que 7([(A,b,W)]) = [(A, b)].

2.6 Preuve de Théoréme 2.5.1

Soit D un entier vérifiant les hypotheses de 2.1. On rappelle la définition
et les propiétés du caractere x : (Z/DZ)* — {£1}.

Lemme 2.6.1. Pour un entier k, on note k la réduction de k modulo D.

Quand D =0 (mod 4), écrivons D = —4m avec m dans N, alors on a

x(-1) = -1

- 1, stim=1,2 (mod 4)
x(=1+2m) = . -
-1, sim=0,3 (mod 4)

Sim est pair, on a

I, sim=2 (mod 4)
-1, si m=0 (mod 4)
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Sim =1 (mod 4), on a
xX((=1+m)/4) = —x((=149m)/4), pour m =5 (mod 8)
x((=1+5m)/4) = —x((=1413m)/4), pour m =1 (mod 8).
Sim = 3 (mod 4), on pose t = 3,11 sim = 7 (mod 8) et t = 7,15 si
m = 3 (mod 8), alors on a
x((=14tm)/4) = —1.
Quand D =1 (mod 4), écrivons D = —m avec m dans N, alors on a

— | 1, sim =3 (mod 8)
X(=2) = { —1, si m =7 (mod 8)

Démonstration Quand on suppose D =0 (mod 4) et D = —4m, on a
— —4 -1
x(-1) = (4m:n1) = (4m—1) =-1
1, sim=1,2 (mod 4)

X(CT+2m) = (572%) = (521) = {—17 sim=0,3 (mod 4)

Si m est pair, on a
- - B 1, sim=2 (mod 4)
1 = (Zm)y _ (=L =
x(—=1+m) (721) = (1) {_1, sim =0 (mod 4)
X(=T+3m) = (5:2%) = (527) = 1.

Sim =1 (mod 4), on pose t = 1,9 pour m = 5 (mod 8) et t = 5,13 pour
m =1 (mod 8), alors on a

tm—+5

x((=1+tm)/4) = <(71_ﬁ%/4> = ((flgttm)/zl) =(-1) s

Sim =3 (mod 4), avec la notation de 1’énoncé, on a

T+ tm)/1) = (=) = () = -1

Quand on suppose D =1 (mod 4) et D = —m, alors on a

— _ _ 1 si m =3 (mod 8)
o) = (=) — (=2 — ’ )
(=2 = (7%) = (=) {—1, sim =7 (mod 8)
U
Maintenant on peut démontrer théoreme 2.5.1. Pour u dans §, et v dans
Q(—4n) (ou Q(—n)), on note [u] et [v] leur classes d’équivalence dans §, et
dans Q(—4n) (ou Q(—n)), respectivement.
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Cas 1 Dans ce cas on suppose que n = 1,2 (mod 4).

On construit d’abord une application ¢ : f, — C(—4n). Soient (A,b)
a
b
Comme on a ac — b> = n = 1,2 (mod 4), 'un de a,c est impair. On pose
alors @([(A, b)]) = [aX? 4+ 2bXY + cY?]. 1l est facile de voir que ¢ est bien
définie et injective.

14 b . ..
un élément de §, et ( c> la matrice de b dans une base positive de A.

Montrons que ¢ est surjecctive. Soit f = aX?+bXY +cY? un élément de

Q(—4n) avec a, b, c des entiers, alors b est pair car b> — 4ac = —4n. Donc la
b

: a 3 . qe o
matrice M := <b 2) peut étre vue comme une forme bilinéaire primitive
c

sur Z2. On a alo?s o([(Z*, M) = [£]-

Donc ¢ est une bijection entre f, et C(—4n). Notons que pour (A, b)
dans §p, [(A, b)] est dans Im(7) si et seulement s’il existe w dans A, tel que
b(w,w) = —1 (mod n). On note k la réduction de k modulo 4n pour tout
entier k, alors un élément C' de C(—4n) est dans ¢(Im(7)) si et seulement
si au moins un des 4 éléments —1, —1 +n, —1 + 2n, —1 + 3n est représenté
par les formes dans C.

Notons que —1 + 2n € (Z/4nZ)* est toujours représenté par une forme
dans Q(—4n) car on a x(—1+ 2n) = 1. Donc il existe un certain genre G
de discriminant —4n, tel que les formes dans G représentent —1 + 2n. On a
alors G C ¢(Im(m)).

On va montrer qu’en fait on a G = ¢(Im()). Soit f dans Q(—4n) tels
que [f] est dans p(Im(7)), il suffit de montrer que [f] est dans G.

Quand n = 2 (mod 4), on sait que x(—1) = x(=1+ 3n) = —1. Comme
[f] est dans ¢(Im(7)), f représente —1 + 2n ou —1 4+ n. Or, on a

A¥n —1+2n '="1+n-—1+2n=1+n,

Donc —1 +n et —1 + 2n sont dans la méme classe modulo H, car 1 + n est
représenté par la forme principale. On en conclut qu’en tout cas f représente
—1+4 2n, et alors f est dans G.

On suppose maintenant que n = 1 (mod 4). Comme on a x(—1) = —1 et
[f] € ¢(Im(7)), f représente —1 +mn, —1 + 2n ou —1 + 3n. Si f représente
—142n, on a bien f € G. Si f représente —1 + 3n, alors f représente aussi
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—1+mn,carona—1+n=—1+3n-1+n avec 1+ n représenté par la forme
principale. Donc on peut supposer que f représente —1 + n.

Ecrivons f = aX? + bXY + cY? avec a,b,c des entiers. Alors b est

pair. Par lemme 2.2.2, on peut supposer que a soit impair. Quitte a changer

(X,Y) par (X +Y,Y), on peut supposer que % soit impair. Comme on a

ac—(%)?2 =n =1 (mod 4), on voit que ¢ = 2 (mod 4). Soient z, y des entiers

tels que f(x,y) = —1 + n. Par réduction modulo 2, on sait que 2 divise x.
Par réduction modulo 4, on sait que 2 divise y.

Notons w := f(§, §), alors W est représenté par f, et on a 4w = —1 +
n = —1 (mod n), i.e., w est 'un des 4 éléments (—1+n)/4, (=14 5n)/4,
(=1+9n)/4, (=14 13n)/4. Quitte a remplacer § par § + n, on peut sup-
poser que w est dans (Z/4nZ)*.

Or, par le lemme précédent, on sait qu’en tout cas il existe au plus un
des 4 éléments ci-dessus, qui est dans (Z/4nZ)* et représenté par une forme
de Q(—4n). Comme w := —1+2n - (1 —|—n)/22 € (Z/AnZ)* est représenté
par les formes dans G et la réduction de 4@ modulo n vaut —1, on a w = .
Donc w et —1 + 2n sont dans la méme classe modulo H, et on a f € G car
f représente w.

On conclut que G = ¢(Im(7)).

Cas 2 Dans ce cas on suppose que n = 3 (mod 4).

On construit d’abord une application ¢ : f, — C(—4n)|JC(—n). Soient

(A,b) un élément de §,, et <a

b . .
b c) la matrice de b dans une base positive

de A. On pose alors

[4X? +bXY + 5Y?] € C(—n),  sia,c sont pairs

P((A,0)]) = {[aX2 +20XY +cY? € C(—4n), sinon

Il est facile de voir que ¢ est bien définie et injective.

Montrons que ¢ est surjective. Soit f = aX?+bXY +cY? un élément de
Q(—4n)|J Q(—n) avec a,b,c des entiers. Si f est dans Q(—4n), alors b est

pair car b>—4ac = —4n, et on pose M := <ZL ) ;81 f est dans Q(—n), alors

2

o Nl

34



b est impair car b* —4ac = —n = 1 (mod 4), et on pose M := (2ba 2bc)' on

voit qu’en tout cas M peut étre vue comme une forme bilinéaire primitive
sur Z2, et qu'on a ([(Z%, M)]) = [f].

Donc ¢ est une bijection entre f, et C(—4n)|JC(—n). On va montrer que
C(—4n) N ¢(Im(n)) est vide. Pour tout entier k, notons k la réduction de k
modulo 4n, alors il suffit de montrer qu’aucun des 4 éléments —1, —1 + n,
—1+2n, —1 4 3n n’est représenté par aucune forme dans Q(—4n).

Par Pabsurde, supposons qu’'une forme f dans Q(—4n) représente I'un
des 4 éléments ci-dessus. Par lemme 2.6.1 appliqué & D = —4n, —1 et
—1 + 2n ne sont pas représentés par f. Si —1 + n est représenté par f, alors
—1+4 3n l'est aussi, carona —1+4+3n = —1+n-1+ n avec 1 + n représenté
par la forme principale. Donc on peut supposer que f représente —1 + 3n.

Comme dans la démonstration de proposition 2.6.1, on peut trouver un
entier w représenté par f, tel que la réduction de w modulo 4n est dans
(Z/AnZ)*, et qu'on a 4w = —1 (mod 4n). Or, cela contredit lemme 2.6.1
appliqué a D = —4n.

On en déduit que p(Im(r)) C C(—n). Pour tout entier &, notons mainte-
nant k la réduction de k modulo n, alors pour une forme f dans Q(D), [f] est
dans ¢(Im(7)) si et seulement si f représente —1/2, ou de fagon équivalente,

si et seulement si f représente —2 (notons que 2 est dans (Z/nZ)*).

Le résultat découle donc du lemme 2.6.1 appliqué a D = —n.

On a donc démontré théoreme 2.5.1.

Corollaire 2.6.1. Quand n=1,2 (mod 4), on a card(Im(r)) = H=4n) .

Quand n =3 (mod 8), on a card(Im(r)) h(=n)
7)) .

or(m—1 7
Quand n =7 (mod 8), on a card(Im( 0

Démonstration C’est une conséquence de corollaire 2.4.1.

35



2.7 Preuve de Théoréme 2.5.2

On pose les mémes hypotheses sur n que dans I’énoncé de théoreme
2.5.2. Dans ce paragraphe, on fixe un élément de Im(7), que 'on écrit comme
[(A,b)] avec (A, b) dans F,,. On pose F' := 7~ 1([(A, b)]), alors théoreéme 2.5.2
est équivalent & dire que card(F) = 27(-1,

Considérons I'ensemble W := {w € A/nA* : b(w,w) = —1 € Z/nZ}. On
a une application 7 : W — F telle que 7(w) = [(A, b,w)]. On voit facilement
que 7 est bien définie.

La démonstration de théoreme 3 est donnée par les deux propositions
suivantes.

Proposition 2.7.1. On a card(W) = 2card(F').

Démonstration Notons Id I'application identitée sur A. On va montrer
que les seules isomorphismes de (A, b) vers lui-méme sont +Id.

Soit 1 un isomorphisme de (A, b) vers lui-méme. On fixe une base posi-

tive de A, et on note <1: Z) (resp. (Z i)) la matrice de n (resp. de b)

dans cette base. Comme 7 est un isomorphisme, on a f g € SLy(Z) et

b(u,v) = b(n(u),n(v)) pour tout u,v dans A, i.e.,

p r\[(fa by (a b s —q

g s)\b ¢/ \b c¢c)\-r p/’
On en déduit que 2br = a(s—p) et cr = —ag, i.e., = = 5P = =1 (on n’écarte
pas le cas b = 0). Comme pged(a, 2b, ¢) divise 2, il existe un entier ¢, tel que
r=gt, s—p=>bt, —q = §t. Donc on a
n

ac bt
1=ps—qr= bt) + —t2 = - —t2.
ps—qr=pp+ )+4 (er2 1

Comme on a supposé que n > 4, on voit que t = 0. Donconag=7r=0 et
p=s==l,ie,n=1Idoun=—Id.

)2+

On conclut que pour tout w,w’ dans W, 7(w) = 7(w’) est équivalent a
w' = tw. 1l suffit donc de montrer que pour tout w dans W, on a w # —w.
Or, w = —w implique que

0 =b(w,2w) = 2b(w,w) = 2,

36



i.e., n = 2. Cela contredit I’hypothese n > 4.

Proposition 2.7.2. On a card(W) = 27",

Démonstration Comme [(A,b)] est dans Im(7), on sait qu’il existe un
élément w de A/nA*, tel que (A,b,w) est dans €&,. Par lemme 1.6.1, on
sait que A/nA* est un groupe cyclique d’ordre n engendré par w. Or, pour
un entier k, kw est dans W si et seulement si b(kw, kw) = —1, i.e., k2 =
1 (mod n). On en déduit que card(W) est juste le nombre des éléments
d’ordre 2 du groupe (Z/nZ)*.

r(n)
Comme 4 ne divise pas n, on peut écrire n = ¢ [[ p;" avec p; des nombres
i=1
premiers impairs différents, «; des entiers positifs et ¢ dans {1,2}. Par le
lemme chinois, (Z/nZ)* est isomorphe & @:g) (Z/p"Z)*. Comme le groupe
(Z/p;"Z)* est cyclique d’ordre pair, il admet exactement 2 éléments d’ordre
2. On a donc card(W) = 27",

g

On a démontré théoreme 2.5.2.

Par théoreme 2.5.2 et corollaire 2.6.1, on a

w, sin=1,2 (mod 4)

carde, = 2"™ " lcard(Im(r)) = h(—n), sin =3 (mod 8)
0, sin =17 (mod 8)

3 Conclusion

Lemme 3.0.1. Soit n un entier tel que n >4 et n =3 (mod 8), alors on a
h(—4n) = 3h(—n).

Démonstration On construit une application © : C(—4n) — C(—n). Soit
f un élément de Q(—4n), que I'on voit comme une forme quadratique sur Z>.
Comme le Fa-espace vectoriel Z2 /272 est de dimension 2, il y a 3 éléments
non nuls dedans. f induit une Fo-forme quadratique sur Z?2/27Z?, notée f,

par la formule suivante : f(uw) = f(u). On voit facilement que f est en fait
une forme linéaire, elle est non nulle car f est primitive. Donc le noyau de
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f est de dimension 1, i.e., il existe un unique élément non nul L de Z? /272,

tel que L est dans ker(f).

Notons A := Z*|J3L = % - Uker(f), alors A est un Z-module, et on a
72 C A C %Z2. Donc il existe (e, es) une base de Z?2, tel que (e, %62) est
une base de A. Ecrivons f(X-e14+Y -e3) = aX2+bXY +cY? avec a, b, ¢ des
entiers, alors b est pair car b?> — 4ac vaut —4n, et c est pair car &3 € Z2 /272
est dans ker(f). Donc on a (%)2 —ac=—n = -3 (mod 8), et on en déduit
que % est impair, a est impair et 4 divise c¢. Notons ¢ la forme quadratique
sur A induite par f, alors on a g(X -e1,Y - %62) =aX?+ gXY + %YQ est
un élément de Q(—n). On définit donc O([f]) = [g], ou [f] (resp. [g]) est la
classe de f (resp. de g) modulo SL2(Z) dans Q(—4n) (resp. dans Q(—n)).
Il est facile de voir que O est bien définie. On va montrer que © est une
application 3-a-1, i.e., pour chaque C dans C(—n), on a card(©~*{C}) = 3.

Soit ¢ = aX? + bXY + c¢Y? un élément de Q(—n), que I'on voit comme
une forme quadratique sur Z2. Alors on a b?> — 4ac = —n = —3 (mod 8),
donc a, b, ¢ sont impairs. Si f est un élément de Q(—4n) tel que O([f]) = [g],
alors par construction de ©, on peut identifier f avec la restriction de g sur
un sous-Z-module de Z2, noté T, tel que 2Z? C I' C Z2. Mais il n’existe
que 3 tels ' (car Z%/27? est un Fa-espace vectoriel de dimension 2), i.e.,
'y =7(2,0)® Z(0,1), 'y = Z(1,0) ® Z(0,2), I's = Z(1,1) ® Z(—1,1), donc
il suffit de montrer que la classe de f; := g|r, sont dans ©~!([g]), et que les
[fi] sont différentes.

On vérifie facilement que

fi(X-(2,00+Y-(0,1) = 4aX?+2bXY + cY?
fo(X - (1,0)4+Y-(0,2)) = aX?+2bXY +4cY?
fX-(1,1)+Y - (=1,1)) = (a+b+c)X?+2(c—a)XY +(a—b+c)Y?

sont des formes primitives, et donc par construction de © on a O([fi]) = [g].
Il reste & montrer que les [f;] sont différentes.

Supposons qu’on a [fi] = [f2], alors il existe une matrice (I; Z) dans
SL2(Z), telle que

GG D-Coe
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On en déduit que 2br = a(s — 4p) et cr = —agq, ie., L = S;gp = —1 (on
n’écarte pas le cas b = 0). Comme on a pged(a, 2b, ¢) = 1, il existe un entier

t, tel que r = at, s — 4p = 2bt, —q = ct. Donc on a

bt
1 =ps — qr = p(4p + 2bt) + act® = (2p + 5)2 i

"9
—t°.
4

Comme on a supposé que n > 4, on voit que t = 0. Mais alors on a 1 = 4p?,
contradiction.

On conclut que [fi] et [f2] sont différentes. On montre pareillement que

[f1] # [f3] et [fo] # [f5].

Donc O est bien une application 3-a-1, et on a h(—4n) = 3h(—n).
U

Théoréme de Trois Carrés Soit n un entier tel que n > 4 et 4 ne divise
pas n. Alors le nombre des solutions entieres primitives, noté R,,, est donné
par

Ry, = p(n)h(_4n)7

12, sin=1,2 (mod 4)
p(n) =148, sin=3 (mod )
0, sitn=7(mod8)

Démonstration Par le résultat de la premiere partie, on a
R, = card(R,,) = 24card(e,).

Par le résultat de la deuxieéme partie, on a

w, sin=1,2 (mod 4)

carde, = ¢ h(—n), sin =3 (mod 8)
0, sin =17 (mod 8)
En utilisant le lemme précédent, on obtient la formule voulue.

g

Corollaire Un entier positif peut s’écrire comme la somme de trois carrés
si et seulement s'il n’est pas de la forme n = 4¥(8b + 7), ou k,b sont des
entiers non négatifs.
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Démonstration Il suffit de remarquer que, quand on a n = 2 + y? + 22
avec 4 divise n, alors x,y, z sont tous pairs par un argument modulo 4.

O
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