
Fonctions L p-adiques - mémoire de magistère
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Introduction

Cet article est une introduction aux fonctions L p-adiques.

La première partie introduira les courbes elliptiques sur Q, les formes
modulaires, et leurs fonctions L (classiques) associées. Le théorème de mo-
dularité établit un lien entre ces deux objets.

La deuxième partie rappellera brièvement la définition du corps p-adique
et la construction de la fonction zeta p-adique. C’est aussi une inspiration
pour la définition d’une fonction L p-adique.

Dans la troisième partie on verra deux constructions de fonctions L p-
adiques associées à une courbe elliptique sur Q. On présentera à la fin le
cadre anticyclotomique et l’intervention des représentations p-adiques.

Pour des raisons de simplifications, quelques définitions et résultats ne
sont pas les plus généraux possibles.
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1 Fonctions L

Dans l’histoire, les fonctions L (complexes) ont été inventées par Dirichlet
pour démontrer son théorème sur l’infinité des nombres premiers dans une
progression arithmétique. On appelle une ”série formelle de Dirichlet” une
série de la forme :

f(s) =
a1

1s
+
a2

2s
+ · · ·+ an

ns
+ · · · =

∑
n≥1

an
ns
,

où s est une variable formelle et les an sont dans un corps (par exemple, un
corps de nombres). Habituellement, si cette série provient d’un objet arithmé-
tique, alors elle converge pour s dans un demi-plan à droite du plan complexe,
et la fonction qu’elle définit s’étend à une fonction méromorphe (ou même
holomorphe) sur C, que l’on appelle la ”fonction L”. Cette fonction va concen-
trer beaucoup d’information arithmétique de l’objet original.
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Exemple 1. La fonction zeta de Riemann est définie par la série : ζ(s) :=∑
n≥1

1
ns . Cette fonction s’étend en une fonction méromorphe sur C, avec un

seul pôle en z = 1. L’hypothèse de Riemann prédit que tous les zéros non-
triviaux de cette fonction sont sur la droite =(s) = 1

2
.

2. Si p ≡ 3(mod 4) est un nombre premier, il y a une fonction L associée

au corps de nombres K = Q(
√
−p), définie par : LK(s) :=

∑
n≥1

χ(n)
ns , où χ

est le symbol de Legendre modulo p. Cette fonction s’étend à une fonction
entière sur C, et la formule de nombre de classes relie la valeur LK(1) au
nombre de classes de l’anneau OK des entiers de K.

Dans la suite, on va introduire les fonctions L associées aux courbes el-
liptiques sur Q et aux formes modulaires, qui sont des objets arithmétiques
intéressants. On va voir comment ces fonctions sont liées aux propriétés arith-
métiques des objets.

1.1 Courbes elliptiques sur Q
On commence par la définition d’une courbe elliptique.

Définition 1.1. Une ”courbe elliptique” E sur Q est une courbe projective
lisse de genre 1 définie sur Q. Dans une carte affine, elle admet une équation
de la forme y2 = f(x) avec f ∈ Q[x] un polynôme unitaire de degré 3 n’ayant
pas de zéro multiple. Si K est une extension de Q (par exemple, Q(i), R ou
C), alors les solutions (x, y) ∈ K2 de cette équation sont appelées les ”K-
points” de E. Le point (∞,∞) est considéré comme un K-point pour tout K,
et c’est le seul point à l’infini.

Exemple 1. Soit n > 0 un entier. L’équation y2 = x3 − n2x définit une
courbe elliptique En sur Q. Les 4 points (0, 0), (n, 0), (−n, 0), (∞,∞) sont des
Q-points de E. Cette courbe est reliée au problème de nombres congruents.
Un nombre entier est appelé un ”nombre congruent” s’il est égal à l’aire d’un
triangle pythagorien. Par des arguments élémentaires ([6] Chapitre I), on sait
que n est un nombre congruent si et seulement si En possède un Q-point hors
des 4 points ci-dessus.

2. Soient A, B, C trois entiers strictement positifs tels que A + B = C.
L’équation y2 = x(x − A)(x + B) définit une courbe elliptique, appelée la
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”courbe de Frey” associée à l’égalité A + B = C. Cette courbe joue un rôle
crucial dans la preuve du théorème de Fermat (voir ci-dessous).

Soit E : y2 = f(x) une courbe elliptique sur Q. On va définir une fonction
L associée à E. Quitte à faire des changements de variables linéaires, on
suppose que f(x) est à coefficients entiers et ”les plus petits possibles” (c’est-
à-dire les valeurs absolue des coefficients sont les plus petites possibles). Pour
chaque nombre premier p, on note

Np := #{(x, y) ∈ F2
p : y2 = f(x) dans Fp},

ap := p−Np,

et on définit la fonction L associée à E par :

LE(s) :=
∏
p

(1− app
−s + p1−2s)−1.

Remarque Ce n’est pas la définition habituelle de la fonction L, mais leur
quotient est juste un produit fini des facteurs de la forme 1/(1−app−s+p1−2s)
ou (1± p−s)/(1− app

−s + p1−2s), donc en particulier n’a pas d’influence sur
la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer ci-dessous.

Par l’inégalité de Hasse, on sait que LE converge sur le demi-plan <(s) >
3/2 ([10] Chapitre V).

Il est bien connu que les K-points d’une courbe elliptique forment un
groupe abélien ([10] Chapitre III). Quand on considère les Q-points d’une
courbe elliptique sur Q, la situation est encore meilleure :

Théorème 1.2. (Mordell-Weil) Le groupe abélien des Q-points d’une courbe
elliptique sur Q est de type fini, donc isomorphe à T⊕Zr, où T est un groupe
fini et r ≥ 0 est un entier. L’entier r s’appelle le ”rang”de la courbe elliptique.

Le groupe de torsion T est facile à déterminer, mais le rang r est en
général difficile à calculer. La conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer relie le
rang r au comportement de la fonction LE au voisinage du point s = 1 :

Conjecture 1.3. (Birch-Swinnerton-Dyer) Le rang r d’une courbe elliptique
E sur Q est égal à ords=1LE(s), l’ordre du zéro de la fonction LE en s = 1.

Notons que l’on ne sait pas encore que LE est défini en s = 1.
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Exemple On considère la courbe En : y2 = x3 − n2x dans l’exemple ci-
dessus. On sait que ([6] Chapitre I Proposition 17) les quatre points triviaux
sont exactement les points de torsion, donc n est un nombre congruent si et
seulement si le rang r est non nul. Par la conjecture de Birch-Swinnerton-
Dyer, ceci est encore équivalent à LE(1) = 0.

En regardant les ”points de Heegner” sur une courbe elliptique, B. H.
Gross et D. B. Zagier ont obtenu un résultat partiel pour la conjecture de
Birch-Swinnerton-Dyer. En combinant avec les travaux de V. Kolyvagin, on
a le théorème suivant :

Théorème 1.4. (Gross-Zagier-Kolyvagin) Soit E une courbe elliptique ”mo-
dulaire” (voir le chapitre ci-dessous). Si ords=1LE(s) ≤ 1, alors on a :
ords=1LE(s) = r.

1.2 Formes modulaires

Soit N > 0 un entier. On note

Γ0(N) := {
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) : c ≡ 0(modN)}.

On note aussi H le demi-plan de Poincaré, i.e. l’ensemble des nombres com-
plexes dont la partie imaginaire est strictement positive.

Définition 1.5. Soit k un entier. Une forme modulaire de poids k et de
niveau N est une fonction holomorphe sur H telle que

∀
(
a b
c d

)
∈ Γ0(N), f(

az + b

cz + d
) = (cz + d)kf(z)

et qui est de plus ”holomorphe à l’infini” (aux pointes) au sens ci-dessous.

Comme la matrice

(
1 1
0 1

)
est dans Γ0(N), une forme modulaire vérifie

f(z + 1) = f(z), et donc a un développement en série de Fourier :

f(z) =
∑
n∈Z

anq
n,
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où q = e2iπz pour tout z ∈ H. Dire que f est holomorphe à l’infini signifie
que an = 0 pour tout n < 0.

Si on a de plus a0 = 0, alors la forme f est dite ”parabolique”.

Définition 1.6. Soit f une forme modulaire parabolique. On définit la fonc-
tion L associée à f par

Lf :=
∑
n≥1

an
ns
,

où
∑
anq

n est le développement de Fourier de f .

On a le résultat suivant :

Proposition 1.7. Si f est une forme modulaire parabolique, alors la fonction
Lf s’étend à une fonction holomorphe sur C.

Rappelons que la fonction L d’une courbe elliptique n’est pas encore dé-
finie en s = 1. Le théorème suivant était connu comme la ”conjecture de
Taniyama-Shimura-Weil”, et maintenant un théorème de Wiles (et d’autres
personnes) :

Théorème 1.8. (Théorème de modularité) Pour toute courbe elliptique E
sur Q, il existe une forme modulaire parabolique f de poids 2, telle que l’on
a Lf = LE (sur le demi-plan <(s) > 3/2).

Corollaire 1.9. La fonction L d’une courbe elliptique sur Q s’étend à une
fonction holomorphe sur C.

Ce théorème, appliqué à la courbe de Frey, implique le théorème de Fer-
mat.

2 p-adique

Les nombres p-adiques ont été décrits par Kurt Hensel en 1897. Le corps
p-adique est obtenu en complétant le corps des nombres rationnels par rap-
port à une métrique différente de la métrique usuelle.

Dans cette partie, p est toujours un nombre premier fixé.
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2.1 Nombres p-adiques

Sur le corps Q, on définit la norme p-adique, notée | · |p, par les formules
suivantes :

|0|p := 0;∣∣∣pαa
b

∣∣∣
p

:= p−α, α ∈ Z, a, b ∈ Z, p - ab.

Il est facile de voir que | · |p est bien une norme, et on note Qp le complété
de Q pour cette norme. | · |p s’étend naturellement à une norme sur Qp, qui
fait de Qp un corps normé complèt.

La norme | · |p est ”ultramétrique”, c’est-à-dire pour x, y ∈ Qp, on a :

|x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p}.

Grâce à cette inégalité, on voit que les éléments de Qp de norme ≤ 1 forment
un sous-anneau de Qp, appelé l’anneau des entiers de Qp, et noté Zp.

L’anneau Zp apparâıt comme les groupes de Galois de certaines extensions
de corps. Par exemple, si on note Kn := Q(ζn) où ζn est une pn-ième racine
de l’unité primitive, et K∞ := ∪nKn, alors l’extension K∞/K1 est galoisienne
de groupe de Galois isomorphe à Zp.

2.2 Conguence de Kummer et fonction zeta p-adique

Comme dans les autres corps complèts (R ou C), on peut faire de l’ana-
lyse et de la géométrie sur le corps Qp. Or, le plus grand problème dans le
monde p-adique est la manque d’une ”mesure de Haar p-adique”, qui nous
impose de considérer différentes sortes de ”distributions” (i.e. fonctionnelles
linéaires continues sur un espace de fonctions (continues, tempérées, locale-
ment constantes, etc.)).

En étudiant des distributions localement constantes et leurs liens avec les
nombres de Bernouli, N. Koblitz a présenté ([7] Chapitre II) une démons-
tration du théorème classique de congruence de Kummer. Rappelons que les
nombres de Bernouli sont ”presque” les coefficients du développement en série
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entière de la fonction t/(et − 1) en t = 0 :

t

et − 1
=:

∞∑
k=0

Bkt
k/k!.

Les premières valeurs des Bk sont les suivantes :

B0 = 1, B1 = −1/2, B2 = 1/6, B3 = 0, B4 = −1/30, B5 = 0, B6 = 1/42, · · ·

Rappelons aussi que les méthodes analytiques classiques (e.g. transformation
de Fourier) donne la formule suivante :

ζ(2k) = (−1)k+1 22k−1π2k

(2k)!
B2k,∀k ≥ 1,

où ζ est la fonction zeta de Riemann. Combinée avec l’équation fonctionnelle
de la fonction zeta, on obtient :

ζ(1− k) = −Bk

k
,∀k > 1,

i.e. les nombres de Bernouli sont les ”valeurs spéciales” de la fonction zeta.

Théorème 2.1. (Conguence de Kummer) 1) Si on a p − 1 - k, alors on a
|Bk/k|p ≤ 1.
2) Si on a p − 1 - k et k ≡ k′(mod (p − 1)pN), alors on a (1 − pk−1)Bk

k
≡

(1− pk
′−1)

Bk′
k′

(mod pN+1).

Grâce à ce théorème, on voit que les valeurs (1 − pk−1)Bk

k
s’interpolent

p-adiquement en une ”fonction zeta p-adique”. Plus précisément, si on note
Z := {k > 1 : p − 1 - k} ⊆ Zp, alors Z est un sous-ensemble dense de Zp,
et la fonction Z → Zp donnée par k 7→ (1 − pk−1)Bk

k
est continue, à cause

du théorème. Elle se prolonge donc à une fonction continue ζp : Zp → Zp,
vérifiant :

ζp(1− k) = (1− pk−1)ζ(1− k).

En général, il existe aussi des congruences pour les valeurs spéciales des
fonction L, et on peut construire les fonctions L p-adiques en les interpolant.
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3 Fonctions L p-adiques

Dans cette partie, on va voir deux constructions de fonctions L p-adiques
associées à certaines courbes elliptiques sur Q. On note p un nombre premier
(impair) fixé.

3.1 Construction de Mazur-Swinnerton-Dyer

L’idée de la construction de la fonction L p-adique de Mazur-Swinnerton-
Dyer est d’interpoler les valeurs spéciales de la fonction L classique (com-
plexe).

Soient E une courbe elliptique sur Q et f la forme modulaire lui associée
par le théorème de modularité, avec L(s) =

∑
n an/n

s la fonction L cor-
respondante. Soit N le niveau de f . Si ψ est un caractère de Dirichlet, on
note

Lψ(s) :=
∑
n

anψ(n)

ns
.

Un théorème de Drinfeld-Manin montre que les valeurs spéciales Lψ(1) sont
prèsque ”rationnels” - en effet, il existe deux nombres complexe non nul Ω+

et Ω− (les ”périodes”), tels que les quotients Lψ(1)/Ωsign(ψ) sont rationnels,
où sign(ψ) est le sign du caractère ψ.

On suppose que p ne divise pas N (le cas ”bonne réduction”) ou que p
divise N exactement (le cas ”réduction multiplicative”). Une fonction L p-
adique Lp est alors construite dans [8] Chapitre I, qui à chaque caractère
p-adique continu χ de Z∗

p associe un nombre p-adique Lp(χ), et qui vérifie la
condition d’interpolation : pour tout caractère de Dirichlet ψ, on a

Lp(ψ) = ep(ψ)Lψ(1)/Ωsign(ψ),

où ep(ψ) est un ”facteur simple” dépendant de ψ.

Remarque À cause de ce ”facteur simple”, il existe un phénomène de ”zéro
exceptionnel” dans cette histoire de fonction L p-adique. Par exemple, quand
ep est nul, Lp est toujours nul, mais la fonction L classique peut ne pas
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s’annuler. Dans l’article [8] les auteurs ont proposé des conjectures sur cette
phénomène, mais on n’en discute pas ici.

Soit 〈·〉 le caractère p-adique défini par x 7→ limn x
1−pn

, alors la fonction
L p-adique à une variable, notée encore Lp, est définie par :

Lp(s) := Lp(〈·〉s).
Cette fonction est localement analytique. Elle est l’analogue p-adique de la
fonction L classique.

Dans [8], les auteurs ont aussi proposé quelques conjectures arithmétiques,
en particulier l’analogue p-adique de la conjecture BSD :

Conjecture 3.1. (BSD p-adique) Soient E une courbe elliptique sur Q de
rang r et Lp la fonction L p-adique associée.

1. Si Lp n’a pas de zéro exceptionnel (voir la remarque ci-dessus), alors
on a ords=1Lp(s) = r.

2. Si Lp a un zéro exceptionnel, alors on a ords=1Lp(s) = r + 1.

3.2 Construction de Schneider

Dans [9], Schneider a proposé une autre construction de la fonction L
p-adique associée à une courbe elliptique. La construction de Schneider se
fait en 2 étapes :

1. Utiliser la correspondance de Jacquet-Langlands pour obtenir une ”forme
modulaire p-adique” associée à la courble elliptique E ;

2. Définir une fonction L p-adique pour chaque forme modulaire p-adique.

Plus précisément, soit Cp la clôture topologique de la clôture algébrique de
Qp (le corps des ”nombres complexes p-adiques”) et Hp := Cp\Qp le ”demi-
plan p-adique”. Soit Γ ⊆ SL2(Qp) un sous-groupe discrèt, on définit une
”forme modulaire p-adique de poids k et de niveau Γ” comme une fonction φ
globalement analytique sur Hp vérifiant

∀
(
a b
c d

)
∈ Γ, f(

az + b

cz + d
) = (cz + d)kf(z).
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La correspondance de Jacquet-Langlands établit une correspondance entre les
formes modulaires complexes de poids k et les formes modulaires p-adiques
de poids k (pour un niveau Γ, qui est obtenu du groupe des unités d’un
Z[1/p]-ordre d’une algèbre de quaternion sur Q), ainsi associer une forme
modulaire p-adique de poids 2 à une courbe elliptique sur Q.

Pour le deuxième étape, soit φ une forme modulaire p-adique de poids 2.
En utilisant les cocycles harmoniques, Schneider a définit une distribution µφ
sur P1(Qp), qui est le bord de Hp. Par restriction, µφ induit une distribution
sur Z∗

p. La fonction L p-adique est alors définie par

Lp(s) :=

∫
Z∗

p

〈x〉sdµφ

Remarque Le lien entre les deux fonctions L p-adiques (i.e. de Mazur-
Swinnerton-Dyer et de Schneider) n’est pas encore clair.

3.3 Le cadre anticyclotomique

La méthode de Schneider n’est pas aussi satisfaisante que l’on espère.
Motivés par les conjectures de [8], H. Darmon et M. Bertolini ([1]) ont com-
mencé une étude parallèle dans le cas anticyclotomique. Ils ont trouvé des
nouveaux phénomènes de zéros exceptionnels.

Une construction de fonction L p-adique dans ce cadre ([3]) est inspirée
par l’idée de Schneider, mais il s’avère que cette théorie est plus satisfaisante
que celle de Schneider. Les travaux sur ce sujet donnent aussi un aperçu de
l’obstruction dans la situation originale de Schneider.

3.4 L’approche d’Emerton

Emerton ([5]) a expliqué le phénomène de zéro exceptionnel de [8] d’un
point de vu de la théorie des représentations p-adiques. En regardant les com-
plétés unitaires universels de certaines représentations p-adiques du groupe
GL2(Qp), on peut étendre une distribution sur les fonctions localement algé-
briques à une distribution sur les fonctions localement analytiques, qui est
juste la distribution dans [8] pour définir la fonction L p-adique. On en déduit
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alors (combinant avec une description de ”l’invariant L” dans [4]) formelle-
ment des formules pour la fonction L p-adique.

La théorie des représentations p-adiques a été bien développée pendant
ces dernières années. Il est donc probable de suivre l’idée d’Emerton, de refor-
muler les travaux sur les fonctions L p-adiques et de généraliser les résultats.
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