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EXERCICE 1

Soient « et § deux ordinaux. On identifie les fonctions f : f — «a et les [-suites (a,)y<p
d’éléments de « par (a,)y<p = (f(7))y<p. Un sous-ensemble C' de « est non borné si pour tout
a € a il existe b € C avec b > a. Une [(-suite (a,),<p d’éléments de « est non bornée dans « si
I'ensemble des a, est non borné.

a) Soit x un cardinal. Montrer que & est régulier si et seulement toutes les §-suites d’éléments
de k avec § < Kk sont bornées.

On suppose maintenant que s est un cardinal régulier non dénombrable. Soit C' un sous-
ensemble non borné de k. On dit que C est fermé si pour toute (-suite (a,),<pg strictement
croissante d’éléments de C, avec 3 < &, lir% a~ 1= sup a., appartient & C'. On dira alors que C

’Y)—)

est nbf.

b) Montrer que si C' et D sont nbf alors C' N D est nbf. [On pourra introduire une suite
strictement croissante (o );<, convenable, avec a; € C pour ¢ pair et a; € D pour i impair.|
L’hypothése x non dénombrable est-elle nécessaire ?

c) Soit (Cy)a<p une famille de parties nbf avec § < k. Montrer que N,<3C, est également
nbf. [On pourra se ramener au cas ou la suite des C,, est décroissante pour 'inclusion. |

d) Soit E I'ensemble des ordinaux o <  de cofinalité w. Montrer que £ N C # () pour toute
partie C' nbf de k.

e) Soit (C,)a<x une famille de parties nbf. On pose
Aa<nca = {5 <K: 5 € moz<§C(o<}‘

Montrer que A,-.C, est également nbf.

EXERCICE 2

Pour tout entier 4 on note ¢; la fonction partielle z — ¢! (i, z) avec les notations du cours.

a) Pour tout entier p, on note Z, 'ensemble des entiers n € N tels que ¢}, (n) soit défini et
¢r(n) = p. Montrer que Z, est récursivement énumérable.

b) A l'aide de la question précédente, montrer qu'il existe deux sous-ensembles récursivement
énumérables de N, A et B, tels que ANB = () et tels qu’il n’existe aucun sous-ensemble récursif
C'deNtel que Ac Cet CNB=04.



EXERCICE 3

On consideére le langage Ly = {0, S, +, x} de larithmétique. Par modéle de 'arithmétique
on entendra Ly-structure satisfaisant les axiomes de Peano (forts).

a) Soit M un modéle non standard de arithmétique. Soit ¥(z,y) une formule et soit a € M
tel que, pour tout n € N,
M = J(n, a).
Montrer qu’il existe x € M non standard tel que
M = J(x,a).

b) Soit M un modele non standard de 'arithmétique et soit n(z,y) une formule avec deux
variables libres. On note S, () I'ensemble des A C N tels qu'il existe a € M tel que

A={neN:MEn(n,a)}.

On note S(9M) la réunion des S, (M), n parcourant 'ensemble des formules avec deux variables
libres. Soit 7g(z,y) une formule telle que pour toute paire d’ensemble finis disjoints A et B
contenus dans N, ’énoncé

Hz(AieAHO(ia .’L’) A /\jEBﬂTIO(‘ja l’))
est démontrable a partir des axiomes de Peano. Montrer en utilisant la question précédente
avec ¥ convenablement choisie que S, () = S(M).

c) Montrer qu’il existe une Y;-formule 7 avec deux variables libres telle que pour tout n € N
I’énoncé
no(n,z) <= Jy(r(n) xy =x)

est satisfait dans tous les modeles de 'arithmétique. Ici m(n) désigne le n 4+ 1-éme nombre
premier. Montrer que S, (9) = S(M).

d) Dans cette question on veut montrer que si 9% est un modeéle non standard de I’arithmé-
tique, alors S(90) contient un ensemble non récursif. On considére des ensembles A et B comme
dans l'exercice 2. Montrer qu’il existe des formules a(z, y) et 5(z,y) avec quantificateurs bornés
tels que dans N, A soit définit par la formule Jya(z,y) et B par la formule Jy3(z, y). Montrer
que pour tout entier k,

M |=Vr,y,z < k~(alz, y) A B(z,y)),
et qu’il existe ( € M non standard tel que

M |=Va,y, 2 < (=(afz,y) A B(2,y)).
En déduire, a l'aide de 'exercice 2, que S(91) contient un ensemble non récursif.

e) Soit M un modeéle dénombrable de I'arithmétique. Soit ¢ : N — M une bijection. On
pose  +'y = o Ho(x) + o(y)), r X'y := p (p(x) x ©(y)). On dit que M est récursif s'il
existe une bijection ¢ telle que les fonctions +' et X’ soient récursives. On suppose que M
est récursif. Pour ¢ fixé dans N, montrer que la fonction f : N> — N donée par f(n,m) = 1
sim+" -+ 4" m(rw(n)fois) = ¢ et f(n,m) = 0 sinon, est récursive. En déduire que S(9) ne
contient que des ensembles récursifs. Conclusion : il n’existe pas de modeéle non standard récursif
de 'arithmétique. C’est le théoréme de Tennenbaum.



