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Exercice 1 (Analyse de Cantor-Bendixson)

Rappelons que si X C R, un réel r est un point d’accumulation de X si pour tout intervalle ouvert I avec
relonaXNI\{r}+#0.Onnote A(X) 'ensemble des points d’accumulation de X, et on observe que X
est fermé ssi A(X) C X. Si A(X) = X, on dit que X est parfait.

1. Soit X C R fermé. Par induction sur «, on définit X(® comme suit :
XO=x , X =AX®) , XxO =N, s X® pour § limite.
Montrer les propriétés suivantes :
(a) X est fermé pour tout o, et o < 3= X D X8,
(b) Si XD = X(@) alors X(®) est parfait et X(®) = X pour tout 8> a.

(c) 1 existe un ordinal o < (2}20)+ tel que X(@+1) = X (),

2. Pour une partie fermée X C R, on pose CB(X) := min{a < (2}*0)Jr | X(atD) = X ()} appelé le rang
de Cantor-Bendizson de X.

(a) Soient B un cardinal et f : w — [ une fonction croissante au sens large et cofinale, et soient
X, C I, = [5m7, 337 des parties fermées telles que CB(X,,) = f(n) et XY™ = 9. On pose

Y =[-1,00u | J X, et Y={0}u[] X,
neN neN

Montrer que CB(Y”) = /3 si 3 est limite, et CB(Y) = B et Y®) = si 3 est successeur.
(b) En déduire que pour tout ordinal dénombrable « il existe X tel que CB(X) = a.

(¢) Montrer que CB(X) < ®y. (Indication : On pourra utiliser que si Y est fermé et y € Y\ A(Y),
alors il existe un intervalle I = (g1, ¢2) avec q1,q2 € Q tel que INY = {y}.)

3. Dans cette derniere partie de ’exercice, on se propose de montrer que ’hypothése du continu est vraie
pour les parties fermées de R, c’est-d-dire que card(X) = 2% pour tout fermé X C R qui est non
dénombrable.

(a) Soit X C R parfait, z € X et a < x < b. Montrer qu'il existe I € {[a,b], (a,b], [a,b), (a,b)} tel
que I N X soit parfait. En déduire que pour tout € > 0 il existe X, X1 C X et des I; = [a;, b;],
(1 =0,1), tels que Iy N I; = D et tels que, pour 7 = 0, 1, on ait
e b, —a; <ce;
o X; C I
e X, est parfait et non vide.

(b) Montrer que tout ensemble parfait et non vide est de cardinal 2%°. (Indication : En utilisant le
résultat précédent, on pourra construire une injection de {0, 1} dans X.)

(c¢) Conclure.



Exercice 2

On consideére le langage £ = {0,+} et la L-structure 3 = (Z;0,+) ot 0 et + sont interprétés de maniere
usuelle. On note T'= Th(3). Par ensemble “définissable” on entend une partie de Z qui est définissable par
une L-formule (sans parametres).

1. (a) On observe que tout modele de T est un groupe. Montrer qu’il existe un modele de T' qui n’est
pas finiment engendré en tant que groupe.

(b) Montrer que tout modele & = (G;0,+) de T est un groupe abélien sans torsion! tel que G/nG
est cyclique d’ordre n pour tout n > 1.

Pour la suite de ’exercice, on admet que la réciproque est vraie : tout groupe abélien sans torsion G
tel que G/nG est cyclique d’ordre n pour tout n > 1 est modele de T'.

2. (a) Soit ¢ : 3 — 3 un automorphisme de L-structure, c’est-a-dire une bijection Z — Z telle que
o(0) = 0 et pour tout =,y € Z, o(x +y) = o(x) + o(y). Soit D C Z un ensemble définissable.
Montrer que o(D) = D.

(b) Donner un automorphisme différent de I'identité de 3. En déduire que {1} n’est pas définissable.

(c) Montrer que le groupe abélien Z x Q est un modele de T. En déduire que {—1,1} n’est pas
définissable dans 3. (On pourra considérer les automorphismes (a,b) — (a,b + a) et (a,b) —
(a,0/2).)

3. (a) Soit a un élément d’un groupe abélien A et n > 1 un entier. On dit que n divise s'il existe b € A
tel que nb = a.
Soit X un ensemble de nombres premiers. Montrer qu’il existe un modele de T' qui contient un
élément a tel que {p premier | p divise a} = X.
(b) En déduire qu'il existe 280 modeles dénombrables de T deux-a-deux non isomorphes.
Peut-on trouver (2%¢)* modeles dénombrables de T' deux-a-deux non isomorphes ?

Exercice 3 (Extensions élémentaires et ensembles définissables)
Soit M une L-structure. Pour une £-formule & une variable libre ¢(x) on note @[] Pensemble définissable
correspondant dans 9, c’est-a-dire p[M] ={a € M | M = ¢lal}.

1. On suppose que p[M] est fini. Montrer que @[N] = p[M] pour toute extension élémentaire I de M.

2. On suppose que @[] est infini. Montrer que pour tout cardinal X il existe une extension élémentaire
N de M telle que card(p[N]) > A

3. Soit A > sup(card(M), card(£)) un cardinal. Montrer qu'il existe 91 = 9 telle que card(p[N]) = A
pour toute L-formule p(x) avec p[9M] infini.

4. Soit (M;,)nen une chaine de L-structures, et soit M := J,, .y My, la réunion des M,,. Montrer que si
M, < M,4+1 pour tout n, alors M,, < M pour tout n.

5. Soit A > sup(card(M),card(L)) un cardinal. Montrer qu’il existe M = M telle que card(p[N]) = A
pour toute £ y-formule () avec ¢[91] infini. (Rappelons que Ly est le langage obtenu en rajoutant
L des nouveaux symboles de constantes pour les éléments de N.)

1Un élément a d’un groupe abélien A est appelé torsion s’il existe n € N\ {0} tel que na = 0. On dit que A est sans torsion
si 0 est son seul élément qui est torsion.



