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1 Introduction

1.1 Quelques préliminaires sur les arbres

L’objet que nous étudions se place dans le cadre général des arbres avec racine. Un arbre
avec racine est un graphe non orienté, acyclique et connexe, dont on a distingué un sommet (la
racine). Dés lors qu’il y a présence de racine, il s’oriente naturellement, et on peut ainsi parler
de parent, d’ancétre commun ou de sommets fréres, notions qui sont celles que 1'on intuite.
Formellement, on définit un arbre T comme un sous-ensemble de U = |J,, .y N** U0 (ensemble
des suites finies d’entiers et de la suite nulle, notée (}) vérifiant les propriétés suivantes :

e )T,

o siu=(ny,ng,...,ng), (n1,n9,...,nk_1) € T, c’est-a-dire que son parent est dans T

e siu e T, il existe N(u) € N*U{+00} tel que pour tout 1 <1i < N(u) u.j € T (c’est-a-dire

que l'on indice les sommets sans sauter de numéro),
ou . est I'opération de concaténation de suites. Si x et y sont deux sommets d'un arbre T, on
notera |z| sa génération dans 'arbre (c’est-a-dire sa longueur), x, 2o, ..., x, ses ancétres a la
génération 1,2,...,n, v son parent,z < y si x est un ancétre de y, et {2(x) 'ensemble de ses
sommets fréres (c’est-dire les y # z ayant le méme parent).

(LLY(1,1,2) (1.2,0(1,2.214.23) (2, L,(2,1,2)(2,2,1)

Figure 1 : Un arbre représenté sur 5 générations

On munit ensemble des arbres de la tribu 2%, engendrée par les ensembles {T € P(U)
arbre tel que u € T} pour u € U. La filtration qui intervient naturellement est donc celle
constituée des 77, engendrées par les {T € P(U) arbre tel que u € T} pour |u| < n. On peut
dés lors déterminer des lois sur les arbres, et donc parler d’arbre aléatoire. Un exemple classique
d’arbre aléatoire est I'arbre de Galton-Watson, qui modélise ’évolution d’une population dont
les individus se reproduisent indépendamment les uns des autres, et selon la méme loi. Sa
construction se fait par récurrence de la maniére suivante :

Définition 1.1. Soit p1 une loi @ valeurs dans N, (Zij)(i,j)eNQ une suite de variables aléatoires
i.5.d. de loi p,
~ La génération 0 est constituée d’un seul individu. Il donne naissance & un nombre Z3
d’individus.
~ La génération 1 est constituée des Z fils de l'individu de la génération 0. Chacun de ces
7y individus donne naissance & Zi,Z3, ..., Z, enfants.



— On continue ainsi indéfiniment, ou jusqu’a ce que la population s’éteigne.
L’arbre T ainsi construit s’appelle un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction u, et le
processus (Zn)nen = f{x € T, |x| = n} est le processus de Galton-Watson associé.

On peut s’intéresser a la probabilité d’extinction de cet arbre, ¢’est-a-dire a P(In > 1, Z,, = 0).
Celle-ci est déterminée simplement & partir de la fonction génératrice de la loi de reproduction :

Proposition 1.1. Soit q la probabilité d’extinction d’un arbre de Galton-Watson T de loi .
Alors q est la plus petite solution de I’équation Elq?] = q, ot Z ~ p. Entre autres, ¢ =1 si et
seulement si B[Z] < 1 et Z # 1p.s.

1.2 Introduction aux marches aléatoires branchantes

Il est possible d’enrichir la notion d’arbre en associant a chaque sommet x € T une valeur
que I’on notera V' (x), définissant ainsi les arbres marqués (un arbre marqué est donc la donnée
d’un arbre et d’une fonction V' définie sur Pensemble des sommets, et & valeurs réelles). On la
munit de la filtration .%,, engendrée par 5, et les (V(z), |z| < n). La valeur associée peut étre
vue comme une composante spatiale propre & chaque sommet, et pour ce qui est des arbres
marqués aléatoires on souhaite évidemment pour que I’étude soit intéressante que celle-ci soit
en partie héritée du parent. Une marche aléatoire branchante est un arbre marqué aléatoire,
dont I’évolution se fait de la maniére suivante :

Définition 1.2. Soit £ = (z')L, un processus ponctuel.

o A linstant 0 il n’y a qu’une seule particule, située en 0

e A l'instant 1 cette particule meurt et donne naissance a un nombre aléatoire de particules
distribuées selon le processus L.

e FEnsuite chacune de ces particules recommence ['opération précédente, indépendamment du
passé et de ses soeurs (c’est ce que l'on appelle la propriété de branchement), en donnant
naissance ¢ un nombre aléatoire de particules chacune selon une copie indépendante de
L translatée de leur position.

e L’opération continue ainst indéfiniment, ou jusqu’a ce que la population s’éteigne.

L’objet ainsi défini est une marche aléatoire branchante de loi de reproduction L.

Dans la suite, pour toute particule x de notre processus on désignera par |z| sa génération, et
par xg, 1, ..., T, ses ancétres a la premiére, deuxiéme, n-iéme génération (o désignant toujours
la particule initiale de Iinstant 0).

V(z)
(L)
= (1,2)
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0 % — —
n
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figure 1 : une marche aléatoire branchante représentée sur 4 générations

2 Manipulation des marches aléatoires branchantes

La marche aléatoire branchante est un processus dont la complexité croit de maniére ex-
ponentielle au fur et & mesure qu’il évolue. Les expressions faisant intervenir 'intégralité des
individus présents & une génération peuvent apparaitre particulierement compliquées. Il est
cependant possible de s’affranchir de cette complexité de facon a n’avoir plus qu’a étudier la
trajectoire d’'une seule particule bien choisie.

2.1 Un outil fondamental : la méthode de I’épine dorsale [12]

Dans [12], Lyons introduit un changement de mesure de la marche aléatoire branchante, trés
utile en ce sens qu’il permet de rapporter I’étude de celle-ci a celle de la marche aléatoire simple.
Ce changement fait intervenir la notion d’arbre marqué avec chemin distingué (un chemin ¢

dans un arbre marqué (T,V) est une suite infinie de sommets &;,&,... de T tels que pour
F

tout i |&] =i et & = &1). On munit 'ensemble des arbres aléatoires marqués de la filtration
(Z ) nen engendrée par 7, et les événements {x = ¢, } pour x € T, |z| < n.

Nous allons nous intéresser & un arbre aléatoire marqué avec chemin distingué particulier, que
I’on notera B, associé & notre marche aléatoire branchante :

Définition 2.1. Soit £ un processus ponctuel dont la loi a pour dérivée de Radon-Nikodym
erﬁ e~ 7 par rapport 4 ﬁ7 on construit B de la maniére suivante :
— A linstant 0, il n’y a qu’une seule particule wy située en 0. Celle-ci génére des enfants
selon un processus Lo (copie indépendante de ﬁ)
— Parmi les enfants u de wq issus de /30, on en choisit un comme étant wy (choisi selon la
probabilité P(wy = u|Ly) = %)
zel
— Les enfants de la génération 1 autres que w, créent des marches aléatoires branchantes
indépendantes du reste, selon le procédé donné dans la section 1.2.
— wy génére des enfants selon un processus L1 (copie indépendante de Lo et ﬁ)
— On choisit wy parmi les enfants de wy, les autres donnent des marches aléatoires bran-
chantes indépendantes, et ainsi de suite.
B est alors bien un arbre marqué avec chemin distingué w = (wg, wy, wo, . ..), que l'on appellera

dans la suile épine.
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Figure 2 : marche aléatoire branchante avec épine. L’épine est en gras, les particules hors de
I’épine commencent des marches aléatoires branchantes indépendantes.

On introduit maintenant une mesure sur I’ensemble des arbres marqués, dont on verra le lien
avec notre processus B ensuite.
Soit

Z\u| _V (v

mTL

(2.1) m = E[Z e V)], W, =

|z|=1

que 'on définit pour n € N. On rappelle que %, est la tribu engendrée par la position des
particules (V(u), |u| < n) et la connaissance de l'arbre T jusqu’a la génération n, mais que
celle-ci ne donne aucune information sur 1’épine. Alors (W, ),en est une .%,-martingale. En

effet,
[ n+1|f Z e (u) n - Z Ze (@+V(u |Fn]

|u|=n+1 |u|=n xeLv

— Z‘“| Z ef:c’F
TeELY

= W, x1

ou L" est le processus ponctuel issu de u, et ou la derniére égalité vient du fait que L£" est
indépendant de F,, (par la propriété de branchement). Ainsi d’aprés le théoréme d’extension
de Kolmogorov, on peut introduire pour tout a € R la mesure de probabilité P, sur Fo =
V.50 Zn définie par

(2.2) Pa |{;n ZGQWHQPG |g;n

ou P, est la mesure de la marche aléatoire branchante dont la premiére particule est située en
a. On notera E, I'espérance associée a P,. Cette mesure est liée au processus B de la maniére
suivante :

Proposition 2.1. ([12]) Soit B la projection de B sur Fo,. Alors, sous P, la marche aléatoire
branchante est de méme loi que a + B.



Tout I'intérét de cette proposition vient du comportement particulier de I'épine sous la proba-
bilité P, et de la fagon dont celle-ci est choisie parmi les autres sommets. R. Lyons décrit cela
dans [12], dont on tire la proposition suivante :

Proposition 2.2. ([12]) Pour tout |z| =n, on a

~V(2)

W,

On remarque qu’alors, pour tout n € N, si g : R — R est une fonction mesurable positive et
X, une variable aléatoire .%,-mesurable, on a

€

(2.3) P{w, =] 7} =

r 1
Ea[Zg(a:l,xQ,...?ajn)Xn} = E, ng(xl,xg,...,xn)Xn

|z|=n z|=n "

= Ea - Z eV(x)Ea[]-w":aJﬁn]g(xl) Xy ... axn)Xn:|
z|=n

= E, Ea[ Z ev(x)lwn:mg(xl, To,. .. ,xn)XnL@nH
) |z|=n

= E, -ev(w”)g(wl, wo, . .. ,wn)Xn]

(2.4)

En particulier, si X,, = 1, on déduit un lemme qui permet de ramener ’étude de la marche
aléatoire branchante a celle de la marche aléatoire simple. On observe tout d’abord que sous
P., (V(w,))nen est une marche aléatoire simple partant de a.

On déduit de ceci le lemme many-to-one

Lemme 2.3. (Many-to-one) Sous les conditions (3.1), il existe une marche aléatoire centrée
(Sp,n > 0) telle que pour tous n > 1, a € R et toute fonction g : R" — [0, 00),

(2.5) Eo| Y gV, Viwa)| = Ba|eg(S1...., $0)

|z|=n

En particulier (S,,)nen a la méme loi que (V (wy,))nen, et S1 est de variance finie sous la condition
(3.2).

2.2 Lignes de niveau et convergence de martingales associées [6]

L’évolution discréte de la marche aléatoire branchante ameéne a I’étude de nombreuses mar-
tingales, telles que W, introduite précédemment, ou de D,, qui intervient dans le théoréme de
convergence en loi du minimum. Il s’avére qu’il peut étre pratique d’observer I’évolution de la
marche aléatoire branchante autrement que génération par génération, et ’on souhaiterait que
les résultats de convergence sur les martingales perdurent. On introduit ici ce qu’est une ligne
de niveau (optional line dans [6]), notion qui joue un réle similaire & celle de génération, ainsi
que les résultats de convergence de certains types de martingales ramenées sur ces lignes de
niveau. Ces définitions et résultats proviennent du chapitre 6 de [6].

Définition 2.2. Soit v un sous-ensemble de sommets de l’arbre T. On dit que cet ensemble est
une ligne st et seulement si

VueT, (uey)= (u; ¢ yVie{0,1,...,ul}).



De facon informelle, une ligne coupe 'arbre T de sorte que chaque branche ne se fasse couper
qu’au plus une fois. Par exemple, {u € T, |u| = n} est une ligne pour tout n € N. On associe
a une ligne 7 la tribu .%, engendrée par les {u € T} et V (u) tels que il existe v € 7 tel que u < v.

Définition 2.3. Soit I' une ligne aléatoire. On dit que I' est une ligne de niveau si pour toute
ligne fizée v, {I' < v} € Z,. Une ligne de niveau I est dite trés simple si et seulement si
Vue T {uel} e Fy.

(ou on note {y; < o} si pour tout us € o il existe u; € v tel que uy < uy).
Pour toute ligne v et toute .#,-martingale H,, de la forme le‘:n h(z) on associe la variable

aléatoire H, = > _ h(x). Le théoréme 6.1 de [6] permet d’obtenir d’obtenir un résultat de
convergence liant la martingales et lignes de niveau :

Théoréme 2.4. Soit {I'(i), i > 0} des lignes de niveau simples croissantes en i, et H, =
Zm:n h(z) une F,-martingale positive. On suppose que sup{|lu|, u € T'} < 4oo presque
stirement (les I'(i) sont alors dites coupantes). Alors (Hrp, Frqy) est une martingale positive.
De plus, si pour tout n € N Hy)n(a,«|<n} tend presque sirement vers H,, alors Hrg) tend vers
H,, presque sirement.

Exemple : On introduit une famille de lignes de niveau vérifiant les hypothéses de notre
théoréme. Soit A > 0, on note Z[A] 'ensemble des particules qui passent au-dessus de A pour
la premiére fois :

ZIA={ueT: V(u) > A V(iu) < AVE < |u|}.

, ,
, ;
’ . ’
. /o
X Pt e A
- , .
% -
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Figure 3 : L’ensemble Z[A]

Z[A] est une ligne de niveau simple, coupante car M,, — oo presque stirement. De plus les Z[A]
sont manifestement croissantes en A. Ainsi au lieu d’étudier I’évolution de la marche aléatoire
de maniére "horizontale" on peut I'étudier de maniére "verticale" selon les lignes Z[A], tout en
conservant les propriétés de convergences de certaines martingales.



3 Reésultats sur le minimum d’une marche aléatoire bran-
chante

De nombreux articles portent sur l'é¢tude du comportement du minimum de notre marche
aléatoire branchante au temps n

M, = min{V (z), |z| = n}

avec la convention min () := co. On suppose que notre processus vérifie les conditions suivantes,
introduites par Biggins et Kyprianou dans |7] comme étant le "boundary case" (cas limite) :

(3.1) E|Y 1|>1 E[) @ =1 E|) V(e | =0

|z|=1 |lz|=1 |z|=1

En notant T l'arbre associé & notre marche aléatoire branchante, on remarque qu’il s’agit
d’un arbre de Galton-Watson, dont le processus associé est (4{x € T||z| = n})nen. La premiére
condition nous assure donc que I'on évite le cas trivial ot I'on a extinction du processus presque
stirement (Proposition (1.1)).

Les deux autres conditions sont des renormalisations qui nous permettent de simplifier des
calculs ultérieurs ; entre autres sous ces conditions la marche aléatoire introduite en 2.5 est cen-
trée, et le m introduit en 2.1 vaut 1. Sous des hypothéses assez larges, toute marche aléatoire
branchante peut remplir ces deux conditions, par simple transformation affine.

Les travaux successifs de J.M. Hammersley [9], J.F.C Kingman [11] et J.D. Biggins [5] ont
permis d’établir I’asymptotique au premier ordre de M, :

Théoréme 3.1. Il existe v € R tel que sur ’événement de non-extinction on ait presque
stirement % — 7. En particulier, dans les conditions (3.1), v = 0.

Le second ordre n’est pas encore un 0(1). En effet dans [12], Lyons démontre que W,, — 0 p.s.;
ainsi e M < > jaj=n XP(=V(z)) — 0 p.s. et M, — oo p.s. En fait, Y. Hu et Z. Shi [10] ont
montré qu’il était égal a 3/21n(n) en probabilité. Plus précisément,

Théoréme 3.2. [10] On suppose que l'on est dans le boundary case, et qu’il existe 6 > 0,
0_ >0 ety >0 tels que

146
E Z 1 < o0, E Z e IHIV@) | 0 ot E Z V@ < .

|z|=1 |z|=1 lz|=1

Alors sur l'événement de non extinction

lims 5 S
imsup —— = = 8.
P In(n) 2 P
lmninf M, 1
imin = - 8.
n—o0 1n(n> 2 p-S-
3
lim ——M, = = en probabilité.



Les deux premiéres conclusions nous assurent qu’il est impossible d’obtenir une convergence
presque stre, étant données les fluctuations. La troisiéme nous donne le second ordre.

Dans [2], Elie Aidékon montre la convergence en loi de M,, — 3/21In(n), sous quelques hy-
pothéses que I'on donne ici :
e Les points du processus £ ne sont pas presque sirement a valeur dans un ensemble de la
forme aZ + b (on dit que sa distribution est non-lattice).

° Z|x\:1 1 < o0 ps.

® Ol a
(3.2) E Z Vi(z)2e V@ | < oo,
|z|=1
(3.3) E[X(n, X)) <00, E [X In, X] < .
ol
(3.4) Xe=> e"® X :=) " V(r)e ™.
|lz[=1 |z|=1

La condition (3.2) se comprend trés bien a l'aide de la proposition (2.5), et permet d’assurer
que lorsque I'on raméne 1’étude de notre marche aléatoire branchante a une marche aléatoire
simple, celle-ci soit de variance finie. Les deux conditions de (3.3) seront justifiées aprés I’énoncé
du théoréme principal, dont on donne maintenant I’énonceé :

Théoréme 3.3. ([2]) Il existe une constante C* € (0,00) telle que pour tout réel x,

(3.5) lim P (Mn > glnn + m) =E[e @],

n—oo

ou D, est la limite presque stire de

(3.6) Dy =Y V(z)e V™).

|z|=n.

que l'on appelle martingale dérivée définie pour n > 0. L’existence d’une limite presque siire
est assurée par le théoréme 12 de |6]. Et en fait, les conditions (3.3) nous assurent que Dy, > 0
sur I’événement de non-extinction (voir proposition A.3 de laritcle [2]). On remarque que la
condition non-lattice sur L est nécessaire, car il est impossible d’avoir une convergence en
loi autour de 3/2In(n) si £ € aZ + b : en effet on aurait entre autres pour tout x € R,
P(M, —3/2In(n) € [z,x + a/2[) = 0 pour une infinité de n. On ne sait cependant pas si un
résultat similaire existe dans le cas lattice.
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