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Résumé

On effectue sur les arétes de 'hypercube H, = {0,1}" une per-
colation de parametre p = n~“. L’objet de l'exposé est 1’étude du
comportement asymptotique de la distorsion de la métrique, en fonc-
tion d’a. On montre que si a < 1/2 la distorsion est presque sirement
inférieure & une constante Cy. Si @ > 1/2 elle tend vers l'infini plus
vite qu’une puissance de n.
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1 Introduction

1.1 Position du probleme et généralités sur la percolation

On définit 'hypercube H, comme le graphe de sommets les points de
{0,1}™ et dont les arétes relient deux sommets qui ne different que d’une
coordonnée. On définit H, ), comme une réalisation de la percolation de
parametre p sur Hy, i.e. 'opération qui consiste a garder chaque aréte avec
probabilité p, ce indépendamment pour chaque aréte. H,, et H,, ;, sont munis
de la distance d définie comme suit : d(a,b) est la longueur (le nombre
d’arétes) du plus court chemin reliant les points a et b. Si aucun chemin ne
relie a et b, on pose d(a,b) = +o0.

La percolation a été étudiée dans de nombreux cas et des transitions de
phase, i.e. des variations brutales des propriétés du graphe percolé quand
on fait varier le parametre p, ont été mises en évidence. Dans le cas de Z2
par exemple, la probabilité de I'existence d’une composante connexe infinie
est nulle si p < 1/2, égale & 1 si p > 1/2. L’hypercube H,, est un graphe
fini, donc on ne peut espérer obtenir un résultat similaire a n fixé, mais en
faisant varier n on peut espérer obtenir des propriétés asymptotiques de la
percolation sur I’hypercube. Pour des raisons évidentes, on ne peut choisir p
constant, on le prend comme une puissance de n : p = n~%, et le parametre

qui va varier sera «.

1.2 Premiéres définitions et énoncés des théorémes

Pour étudier l'effet de la percolation sur I’hypercube H,, on introduit la
notion de distorsion de la métrique entre deux espaces métriques :

Définition 1. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. La distor-
sion d’une application f de X dans Y est donnée par :

Dy (f) = max (1, sup dY<f<>f<b>>>

a,beX dX(Cl, b)

o max (L dy (f(a), /(b))
a,beX dX(a7 b)

D_(f) =

La distorsion de la métrique entre les espaces (X,dx) et (Y,dy) est
définie par :

D(X.Y)= inf D(J)



Notons que cette définition de la distorsion est asymétrique (les fonctions
f considérées n’étant pas nécessairement bijectives ni méme injectives).

Nous allons montrer que ’on observe une transition de phase pour cette
distorsion quand on fait tendre n vers l'infini, au sens suivant, en posant
p=n":

Théoréme 1. Si a < 1/2 alors il existe une constante C(«) telle que :

P(D(Hy, Hyp) < C(a)) — 1 quand n — oo

Théoréme 2. Si a > 1/2 alors il existe une constante B(«) telle que :

P(D(Hy, Hpp) < n?®)) — 0 quand n — oo

2 Le cas sur-critique : a < 1/2

2.1 Un résultat sur la distorsion de l’identité
2.1.1 Enoncé dela proposition et définition des chemins considérés

Avant de montrer le théoreme 1., montrons d’abord un résultat plus
faible mais similaire, a savoir

Proposition 3. Pour o < 1/2 fizé, il existe | tel que, pour tous a et b fizés
qui ne different que d’une coordonnée :

P(d,(a,b) <20+1) — 1 quand n — oo
ot d, est la distance sur l’hypercube percolé H,, ,,.

Démonstration. On considere les chemins reliant a a b de la forme :
1Ty — Tjyg — o — Ty —Tj — Ty —> =T 1 b

ou 73 représente I'opération qui consiste a changer la k° coordonnée d’un
sommet, j est la coordonnée qui change entre a et b, et ou les i; sont deux
a deux distincts et tous différents de j. Le nombre de tels chemins est :

(n—1)!
(n—101-1)!
On note T; ’ensemble de ces chemins.
Soit X, la variable aléatoire qui donne le nombre de chemins restants
apres percolation :

=n—-1)n-2)...(n—1) ~n!

Xn = Z H 1i€Hgyp

IeTy iel

Hz’p est ’ensemble des arétes de 'hypercube percolé.



2.1.2 La méthode du second moment

On va utiliser la méthode du second moment pour montrer le résultat
cherché. Elle consiste a majorer la probabilité de I’événement {X,, = 0} a
'aide de E(X,,) et E(X?2), sous la forme du lemme suivant :

Lemme 1 (Méthode du second moment). Soit X une variable aléatoire a
valeurs dans N, de premier et second moment finis. Alors :

E(X)?
S NP [
P(X=0)<1 E(X2)
Preuve du lemme. On a :
E(X) =Y kP(X =k)
keN*

Appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux suites (en tant que vec-

teurs de [2(R)) (k\/m%@l et ( P(X = k)>k>1 on obtient :

=

d’olr :

PX =0) <1 - o

2.1.3 Dénombrement des chemins et fin de la démonstration

Exprimons donc les espérances de X, et X2 :

E(X,) =E (Z 11 1ieH%7p>

1 el

el

icl
= > I0E (v, )
I el
_ (n—1)! p2Hl
(n—101-1)!
~ n(172a)lfa



car les variables aléatoires dont on considere les produits sont indépendantes
(elles correspondent en effet a la percolation sur des arétes deux & deux dis-

tinctes).
Donc on a : o
E(X,) — oo pour [ > T
Dans la suite on considerera un tel [.
De méme,
=E| > > I Liem,ljen,
I J ieljeJ
=2 D E( I liem,Ljen,
I J icl,jed
_ Z Zp4z+2—|mj|
I J
< p4l+2 + Z p4l+2—|mJ|
InJ=0 INJ#0
(n . 1)' 2 20+1
< . A1+2 I J IﬂJ :k 41+2—k
() v #3110 1=y
20+1
SEX,)?+ > [{I,J [In.J| =k} p*t>F
k=1

Majorons maintenant le cardinal de 'ensemble {I, J||I N J| > 1}. Soit [
un chemin de la forme considérée. Comptons les chemins qui rencontrent
sur sa premiere aréte : il y en a % De maniere générale, pour k < I,
k! (n—k—1)!

== chemins rencontrent I sur sa k-iéme aréte, et {! sur la (I+1)-iéme.
Remarquons que si deux chemins ont leur /-ieme aréte commune alors leur
(I + 1)-iéme Dest aussi.
Le nombre de chemins qui rencontrent I est donc majoré par :

De méme, le cardinal de I’ensemble {J|I NJ > 2m — 1} est majoré par :

> (ta—ti =Dl (b =ty — DI~

< <tm <l



Finalement :

l
E(XQ) < E(Xn)Q + Z n2l—mp4l+2—2m

n
m=1
l
< E(Xn)2 + Z n(2l7m)(172a)72a
m=1

l

n(2l—m)(1—2a)—2cx

m=1

l
~ § :nm(Qozfl)
m=1
~ n2a71

-0 (n— o)

La méthode du second moment permet alors de conclure :
P(X,=0)— 0 (n— o0) O

2.2 Démonstration du théoréeme 1.

La démonstration du théoreme 1. se fait suivant la méme idée : on choisit
soigneusement un ensemble de chemins de fagon a ce que presque strement
il en reste au moins un apres percolation.

9o
Fi >
ixons T on
n—1
o —
Soit m L+2J
Soit A, B, (Y, ...,C, D une partition de {1,...,n} telle que |A| = |B| =
|C1] =---=|Ci| =m. On a alors |D| > 0.

2.2.1 Lemme préliminaire : les «<bons sommets» sont denses
Introduisons la notion de «bon sommet» :

Définition 2. Un sommet de H, ), est dit bon s’il existe au moins 2m
points a distance 2 de lui dans H,, qui ne different de lui que par deuz
A-coordonnées.

Nous allons en premier lieu démontrer un lemme qui affirme que les bons
sommets sont «denses», au sens suivant :



Lemme 2. Posonsp =n"“. Pouru € Hy ) on définit B, comme l’ensemble
des bons sommets de Hy, qui différent de v d’une seule B-coordonnée.
Alors :

P((Vu € Hnp)(Bu #0)) =1 (n — o)

Autrement dit, tout sommet a un voisin selon B qui est bon avec une
probabilité qui tend vers 1.

Démonstration. Tout d’abord, montrons que la probabilité qu'un sommet
soit bon tend vers 1 quand n tend vers l'infini.

Fixons n € N et v un sommet de H,. Il y a exactement m(m—1) chemins
de longueur 2 partant de v suivant des A—coordonnées. Si apres percolation
il subsiste 4m chemins au moins, alors ils relient v a au moins 2m points et
v est donc un bon sommet.

Soit X, la variable aléatoire & valeurs dans N égale au nombre de som-
mets reliés directement a v dans H,,,. C’est une somme de m variables
aléatoires indépendantes de méme loi la loi de Bernoulli de parametre p. Sa
loi est donc la loi binémiale. On peut montrer que P (Xm > %) — 1 quand
n — oo.

En réitérant un raisonnement semblable, et en utilisant I'indépendance
de la percolation sur deux arétes différentes, on en déduit que la probabilité
que le nombre de chemins restants soit supérieur a W;ﬂ tend vers 1
quand n tend vers I'infini. Il existe donc une constante ¢ telle qu’il reste plus
de e¢n?72® chemins de longueur 2 partant de v suivant des A—coordonnées
avec une probabilité qui tend vers 1 en I'infini. Or en®~2® > 4m & partir d’un
certain ng, donc la probabilité qu'un sommet soit bon tend vers 1 quand n
tend vers l'infini.

On peut maintenant montrer le lemme : fixons un sommet v. Soient
U, ..., Uy Ses voisins selon une B—coordonnée. Les u; ayant tous des B— co-
ordonnées différentes, les caracteres «<bon» des sommets u; sont indépendants.
Pour n assez grand, la probabilité qu'un sommet soit bon est supérieure ou
égale & 1 — 37!, et la probabilité qu’aucun des u; ne soit bon est donc ma-
jorée par 3™ (on utilise I'indépendance des événements considérés). En
sommant sur tous les sommets, la probabilité qu'un sommet au moins n’ait
aucun bon voisin selon les B—coordonnées est majorée par 2737 — 0
quand n — oo. O

2.2.2 Fin de la démonstration

Démonstration du théoréeme 1.

Placons-nous dans le cas ou tout sommet a un bon voisin, cas dont la
probabilité tend vers 1 par le lemme précédent.



Il existe alors une fonction f de H,, dans lui-méme qui envoie tout som-
met sur un de ses bons voisins en changeant une B—coordonnée. Nous allons
montrer que la distorsion de cette application est faible au sens ou elle est
bornée par une constante indépendante de n.

Notons qu'il est facile de minorer D_(f) :

d(z, f(z)) =1 donc d(f(x), f(y)) = d(z,y) — 2
On en déduit pour =z # y :

max (1,d (f(z), f(y))) S 1
d(z,y) ~

Maintenant, majorons Dy (f) :

1
dot D-(f) > 5

Soient z,y deux voisins dans H,,. f envoie x,y sur f(x), f(y) qui sont
a distance au plus 3 dans H,. Dans le cas ou f(z) = f(y) il n’y a rien
a montrer : le couple (z,y) n’interviendra pas dans l'augmentation de la
distorsion. On s’intéresse donc au cas ou f(z) # f(y), ce qui nous permet
de considérer une coordonnée e selon laquelle f(z) et f(y) different.

Comme f(x) est un bon sommet, il y a au moins 2m sommets obtenus
par un changement de deux A—coordonnées qui sont & distance 2 de lui dans
H,,. Sie€ A, au moins m sommets parmi les 2m considérés ont la méme
e—coordonnée que f(z) (en effet, il y a exactement m — 1 points obtenus en
changeant deux A—coordonnées de f(z) parmi lesquelles la e—coordonnée).
Sinon, les 2m sommets considérés conviennent pour la suite :

Notons x1, ..., Z;, m tels sommets. De méme, notons y1, ..., Yy, m som-
mets dans une situation similaire par rapport a f(y). Remarquons que
d(x;,y;) < 7pour 1 <i<m.

Sie ¢ A, quitte & modifier la partition considérée on peut supposer sans
perte de généralité que e € D.

Nous allons procéder comme pour la proposition 3, a savoir que 'on va
considérer un ensemble de chemins de longueur 2/ + 9 au plus entre deux
sommets et montrer que la probabilité que I'un d’eux au moins soit préservé
par la percolation tend vers 1 quand n — oo en utilisant la méthode du
second moment.

Associons a chaque i € {1,...,m} un b; € B avec les b; deux a deux
distincts. L’ensemble des chemins que 'on va considérer, 1j, est constitué
des chemins de la forme :

Pi(c)=ax;:Tey = -+ — T, = T, —
Tjh T Ty =
Thy = Tey =0 = Tey Ui



ounc=(c,...,¢) €Cy x---xCyetjy,...,J sont les coordonnées qui
different entre x; et y;. Notons que k& < 7 donc que les chemins considérés
sont de longueur au plus 27 + 9.

Montrons que pour ¢ # i’ P;(c) et P;(c’) sont disjoints pour tout choix
decetc :

Soit v un sommet par lequel passe un chemin de 7;. La e—coordonnée de
v nous permet de déterminer s’il est dans la premiere ou la seconde moitié du
chemin. On peut supposer que c’est la premieére (un raisonnement similaire
fonctionne dans le deuxiéme cas). La distance a f(z) détermine la position
de v dans le chemin. Alors de deux choses 'une :

— ou v differe de f(z) par une b;—coordonnée, ce qui détermine i.

— ou v differe de f(z) par deux a—coordonnées, ce qui impose qu'il existe

i tel que v = x;, ce qui détermine encore 1.

Comme dans la démonstration de la proposition 3., on définit Xff) comme
la. variable aléatoire dont la valeur est le nombre de chemins de T} entre x;
et y; qui subsistent apres percolation.
On a:
E(Xr(zl)) > p2l+9ml ~ Cn(172a)l79a

ou c¢ est une constante quand [ est fixé.

La condition [ > 1262”

implique que E (X,Ef)> — 00 quand n — oo.

Q

Calculons le second moment de XT(Li) :

E (qui)Q) _ Zp4l+18—|Pi(c)ﬁPi(c/)|

<E (XT(Li)>2 Z <p_|Pi(C)mPi(C/)|m—2l)

c,c/

<E (Xg')f (14 en?)

(cette derniere inégalité étant obtenue par une méthode similaire a celle
utilisée dans la proposition 3.)

La méthode du second moment garantit alors que P (Xg) > 0) — 1
quand n — oo. On en conclut que pour n assez grand, la probabilité que
pour i fixé il n’existe aucun chemin de la forme P;(c) est inférieure & 37
L’indépendance des événements :

{X,ﬁf) > O}

garantit que la probabilité que pour tout ¢ il n’existe aucun chemin de
la forme P;(c) est inférieure a (3_l)m. Donc la probabilité que pour tous
x,y voisins dans H,, il existe un chemin de longueur inférieure a 20 + 13 (2

1<im

10



pour le chemin de x a x;, 2l + 9 pour aller de x; a y;, 2 pour aller de y; a
y) entre f(z) et f(y) est minorée par (1 —n2"37"™) — 1 quand n — oo.
Or ceci garantit que pour tout couple x,y de sommets de H,, il existe un
chemin de longueur inférieure & (20 + 13)d(x,y) entre f(x) et f(y) donc que
D, (f) < 20 + 13. Asymptotiquement, la distorsion est donc majorée par
6l 4 39. O

3 Le cas sous-critique : a > 1/2

3.1 Lemmes préliminaires

Pour démontrer le théoreme 2., nous allons utiliser la notion de cycle
géodésique.

3.1.1 Controle de la longueur d’un cycle géodésique

Définition 3. Un cycle géodésique dans un graphe est la donnée (C,p) d’un
cycle C' et d’un plongement isométrique p de ce cycle dans le graphe.

On pourra identifier selon le contexte un cycle géodésique a son support
C ou a son image p(C).

On a la propriété immédiate suivante :

Proposition 4. Le plongement d’un cycle géodésique étant isométrique, on
peut considérer la distance sur ce cycle, sans préciser sl s’agit du support
ou de limage.

Si C' est un cycle géodésique de longueur | et de sommets vy, ...,v;, on a
VO<i<j< dv,vy) =min(j—i,0—(j—1i))

Lemme 3. Soit f une fonction de G dans H de distorsion D.

St G a un cycle géodésique C' de longueur l passant par un sommet v,
alors il existe un cycle simple (i.e auto-évitant) C' de longueur I' € [gh, D]
tel que f(v) soit au plus & une distance 2D? de C'

Démonstration. Rappelons que D(f) = Dy (f)/D—_(f) Soient vy, vy, ...,
les sommets de C' avec vy = v; = v, et soit x; = f(v;), pour i € [0,]
d(vi,vi41) = 1, donc d(x;, zi+1) < D4. Donc, pour tout ¢ € [1,1] il existe un
chemin simple de longueur au plus D entre z; et x;41, que I'on appellera
larc (z;,zi+1). En mettant bout a bout les arcs, on obtient donc un cycle
de longueur au plus [Dy < 1D passant par tous les z;.

Les arcs sont des chemins simples, mais le cycle peut ne pas étre simple.
On va donc extraire un cycle simple de ce cycle. Tout d’abord étudions les
cas ou il peut y avoir des boucles. Supposons qu'un sommet u apparaisse
deux fois dans le cycle. Les arcs sont simples, donc il apparait dans deux
arcs différents, (z;,z;41) et (2, 2j41) avec j > i+ 1.

11



Il existe un arc de longueur au plus 2D+ reliant z; & x;. Or d(z;, ;) >
D_ d(v;,vj), donc d(v;,vj) < 2D4/D_ = 2D. D’apres la proposition 4, il
existe deux cas possibles : d(v;,vj) = j —4 ou d(v;,v;) = | —j+i. En notant
(xj/,:cl\ﬂ) (respectivement (9:;13;1)) larc reliant z; & z;11 (respectivement
x; & £j41) en passant par u, on appelle le cycle (:Uj/,x:rl))(aciﬂ, Tit2)...(Tj—1,25)
dans le premier cas et le cycle (xﬁl)($j+l, Zj42)...(Ti—1, ;) dans le deuxieme
cas, le cycle associé au triplet (u, i, 7).

On considére maintenant ’ensemble de tels triplets (u, i, ), et on enléeve
successivement le cycle associé au triplet tels que d(7, j) est maximal, puis
le triplet restant (i.e tel que x; et z; n’alent pas été enlevés a une étape
précédente) le plus long (au sens de la distance d(i,j)), et ainsi de suite
jusqu’a ce qu’on obtienne un cycle simple. Remarquons tout d’abord que
si le cycle associé au triplet (u,i,j) a été enlevé, alors u sera présent a
la fin de la procédure. En effet, si u a été enlevé, cela signifie que 'on
a enlevé un cycle associé a (u',4',5’) qui contient u avec u # u', ce qui
implique d(¢’,j) > d(i,j), ce qui est contradictoire avec le choix des cycles
par maximalité de leur longeur d(z;, z;).

Soit w un sommet tel qu’il existe un triplet (u, ig, jo) dont le cycle associé
a été effacé. Majorons le nombre de sommets de la forme x;, qui ont été effacé
sur I'ensemble des boucles de la forme (u,i,j). Soit xp un tel sommet. I
appartient a un cycle associé a (u, 1, j), avec d(v;,v;) < 2D, donc d(v;, vg) <
2D. De plus d(v;,vi,) < 2D, donc d(vg,vi,) < 4D. ig —4D < k < i+ 4D.
Donc il y a au plus 8D + 1 sommets de la forme xj, enlevés. En notant A le
nombre de tels sommets u et B le nombre de sommets de la forme z; non
affecté par la procédure, on a 8D|A| + |B| > I, donc |A| +|B| > g5. Il reste
donc au moins 8% dans le cycle obtenu a la fin.

Enfin, pour montrer le dernier résultat, si le sommet z¢g = f(v) n’est pas
dans le cycle obtenu, il est dans une boucle enlevée qui passe par un u, qui
a une longueur au plus 2D D, car il est constitué de au plus 2D arcs (de
la forme (x;,z;11)) de longueur au plus D, donc a une distance au plus
2DD, < 2D? de ce u. O

3.1.2 Rareté des cycles géodésiques

Lemme 4. Soient p =n"% avec o > 1/2, et 7y tel que 0 <y <2a—1 etv
un sommet.

Alors, pour n assez grand, la probabilité que v soit inclus dans un cycle
simple ouvert de Hy,, de longueur 21 € [2n8,2n7] est inférieure ou égale a

pltn’ (B+1-2a) ; De plus, la probabilité que v soit a une distance au plus §

e p . B (341
d’un tel cycle est inférieure ou égale ¢ ndt1+n”(B+1-20)

Démonstration. Majorons le nombre de cycles de H,, de longueur 2/ passant
par v. Soit C; ’ensemble des cycles de H,, de longueur 2/. On considere
lensemble E; des partitions de [1;2[] en parties de deux éléments.

12



Bl = (20 —1)(2l —3)..3x 1=~~~

On notera ¢(1) = |Eyl.

En effet, choisir une telle partition revient a choisir I’élement qui est
dans la méme partie que 1 (2] — 1 choix possibles), puis I’élément qui est
dans la méme paire que le plus petit élément restant (2] — 3 choix possibles)
et ainsi de suite, d’ou la formule. Un élément de C) fait un nombre pair
de mouvements selon chaque coordonnée, on peut donc regrouper les mou-
vements par paires, en mettant ensemble les mouvements selon une méme
coordonnée. En choisissant un tel regroupement en paires (non unique s’il
existe une coordonnée le long de laquelle il y a plus de 2 mouvements), on
peut donc injecter C; dans Ej x [1,n]' (on met d’abord le regroupement en
paires, puis la coordonnée le long de laquelle a eu lieu le mouvement), donc
Ci| < (D

La probabilité qu’un cycle donné de longueur 21 soit ouvert est p?, donc
la probabilité qu’un des cycles de C; soit ouvert est inférieure a |Cy|p?.

Lemme 5.

Démonstration.

In(p(l)) = > In(2k — 1)
k=1
= nz%ln@k -1)
k=1

1
<nln <Z —(2k — 1)) (par concavité de In)
=1
=nln(n)

Dot p(l) < n" O

La probabilité p(v) qu'un cycle de longueur 21 € [2n”,2n7] passe par v
est inférieure ou égale a

nY n”
Z ‘Cl‘n—Zozl < Z TL_QalnlgO(l)
l=nbf l=nP
nY
= Y () ()
l=nh

v < 2a — 1, donc il existe ng tel que Vn = ngy, n7 < %nm_l.
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On choisit un tel n > ng > 1. Alors pour n? <l<n < %nzo‘_l, le
terme de la somme est décroissant en [, donc inférieur au terme évalué en
n®. On peut donc majorer la probabilité recherchée par :

n”Yy

3 (2 (l) < (07— 0 4 1)(n' 2" p(n?)
l=nh

< n(n1*2a)”ﬁ (nﬂ)”ﬁ (d’apres le lemme 5.)

8 —
— pltn’(B+1-20)

Enfin le nombre de sommets & une distance au plus § est inférieur ou
égal & n%, donc la probabilité que v soit & distance au plus § d’un cycle de
longueur 21 € [2n%,2n7] est majorée par nd+1+n’ (B+1-20) O
3.2 Démonstration du théoreme 2.

Lemme 6. Soient Qq,...,Qn N événements. On consideére la variable aléatoire
X correspondant au nombre de ces événements qui sont réalisés, i.e.

N
X => E(lg,)
=1

Alors P(X > p) < 3377, P(Q)).
Si de plus il existe C tel que Vi P(§;) < C, alors P(X > p) < %

Démonstration.
N N
S B = 3B
i=1 i=1
N
= E(Z 1o,)
i=1
=E(X)
> pP(X = p)
Le deuxieme résultat découle directement du premier. O

Démontrons maintenant le théoreme voulu.
Soient 3,7 et € trois constantes positives telles que 8+ v < 2a — 1 et
v>308+c¢, ie.

200 — 1

A<—,

3 1
et par exemple vy = 1(204 —1)ete= 5(5 - 37)
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On suppose qu’il existe une fonction f de H, dans H,, de distorsion
inférieure ou égale & nP. Cela implique que des sommets & distance supérieure
a n% ont des images distinctes (sinon D_ < n~? et donc D = % <1/n78).

Il y a au plus n"” sommets & distance inférieure ou égale & n® d’un som-
met donné, donc le cardinal de 'image de f vaut au moins onp—n’ Chaque
sommet v de H,, appartient a un cycle simple de H,, de longueur 2|n”| (en
effet, n” < n, on peut prendre par exemple le cycle qui part de v, puis qui
change la premiere coordonnée, puis la deuxiéme,...puis la |n?]|—eéme puis
la premiere, puis la deuxiéme,...,puis la [n?|—eme). D’apres le lemme 3., on
sait qu’alors chaque sommet de I'image de f est & distance au plus 2n?? d’un
cycle de longueur 2’ € [2/8]2nY|n=?,2|nY |nf] C [2n7~P~¢ 2075 pour n
assez grand. Le lemme 4. majore la probabilité qu'un sommet ait cette pro-
priété, donc d’apres le lemme 6. la probabilité qu’au moins 27" soient &
au plus 2n%? est majorée par :

n,,2n2P +14nY B¢ (y—B—e+1—2a
2"n 0= : _ n2nzﬁ+nﬁ+1+('yfﬁfe+1f2o¢)n”/_ﬁ_E

onpn=?
Le terme dominant de I'exposant est n7~% avec un coefficient négatif,
donc la probabilité tend vers 0 quand n tend vers +oo. [

4 Une exploration numérique de résultats voisins

Les deux théoremes qui ont été démontrés décrivent le comportement
de la distorsion de la métrique sur ’hypercube. Leur démonstration ouvre
d’autres pistes de réflexion, notamment sur les points suivants :

— Quelles sont les constantes optimales dans les théoremes 1. et 2.7

— Que se passe-t-il quand o = 1/27

— Quelle influence la percolation a-t-elle sur la connexité de ’hypercube,
i.e. quel est le comportement asymptotique de la probabilité que I’hy-
percube percolé soit un graphe connexe ?

— Que se passe-t-il pour la distorsion de l'identité ?

Pour obtenir des indices pour la réponse a certaines de ces questions,
nous avons réalisé un programme en Objective Caml dont les sources sont
présentées en annexe. Ci-dessous sont représentés des graphes synthétisant
les résultats obtenus quant a la probabilité que I’hypercube percolé soit
connexe en fonction de n et p et quant a la distorsion de I'identité.

4.1 Probabilité qu’un graphe percolé soit connexe
4.1.1 Echelle linéaire
Ci-dessous la probabilité que le graphe percolé soit connexe en fonction

de p pour n = 5,6,7.
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4.1.2 Echelle logarithmique

Ci-dessous la probabilité que H, , soit connexe en fonction d’a pour
n =5,6,7. La droite verticale est la droite d’équation o = 1/2.
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A Sources Caml des programmes

A.1 Opérations sur les listes, comparaison d’éléments

conc concatene un élément a une liste, conclist concaténe deux listes.
let conc al = a::1 ;;

let rec conclist a b =
match a with
0 ->0b
lc :: d => conclist d (c :: b) ;;

miroir ! renverse ordre des éléments de la liste {.

let miroir 1 = conclist 1 [1;;

enleve a [ enleve ’élément a de la liste [.

let rec enleve a 1
match 1 with

1 -> 10

b ::m -> if b

a then enleve a m else b :: (enleve a m) ;;

copy_list h renvoie une liste contenant les mémes éléments que h. Atten-
tion, I'ordre des éléments est inversé.

let copy_list h
let rec aux a b

match a with

0 ->0bo

lc :: d ->aux d (c :: b) ;
in
aux h [] ;;

On construit les fonctions inf et sup (de deux éléments). Notons qu’elles
sont polymorphes. comparaison sera utilisée dans le calcul de la distorsion
d’une fonction.
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let inf a b if a < b then a else b ;;

let sup a b if a > b then a else b ;;

let comparaison (a,b) (c,d) ((sup a ©),(inf b d)) ;;

intofbool convertit les booléens TRUE et FALSE en respectivement 1 et

let intofbool a =
if a then 1 else 0 ;;

puiss a b calcule par exponentiation rapide a’ (pour des entiers).

let rec puiss a b =
match b with
0->1
|[_ -> let ¢ = (puiss a (b/2)) in if b mod 2 = 1 then a*cxc
else c*xc ;;

A.2 Construction de I’hypercube, des arétes, indexation des
sommets

hypercube n renvoie la liste des sommets de ’hypercube de dimension
n. La construction est récursive.

let rec hypercube n =
match n with
1 -> [[o];[1]]
Im -> let h = hypercube (m-1) in
conclist (map (conc 1) h) (map (conc 0) h) ;;

aretes n renvoie ’ensemble des arétes de I'hypercube de dimension n.
Les arétes sont représentées par des couples de vecteurs. La construction
est récursive. On fait appel a deux fonctions auxiliaires, 'une (auxl k [)
construisant la liste des arétes issues de k comprenant un élément de la liste
[, Vautre (aux2 h) construisant a l’aide d’aux1 la liste des arétes a extrémités
dans la liste h.
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let aretes n =
let rec auxl k 1 =
match 1 with
1 -> 10
lc :: d => if distance k ¢ = 1 then ((k,c) :: (auxl k d))
else auxl k d;
in
let rec aux2 h =
match h with
1 -> (1
|k :: 1 -> conclist (auxl k 1) (aux2 1);
in
aux2 (hypercube n) ;;

percolation [ p conserve chaque élément de la liste [ avec probabilité p
(on utilise la bibliotheque Random).

let rec percolation 1 p =
match 1 with
[ > [
la :: b -> if (Random.float 1.0) > p then percolation b p
else (a :: (percolation b p)) ;;

voisins a b renvoie les voisins du point a étant donnée la liste d’arétes b.

let rec voisins a b =
match b with
1 -> 1
[(c,d) :: e => if a = ¢ then d :: (voisins a e)
else if a = d then c :: (voisins a e)
else voisins a e ;;

int_of_sommet u renvoie I’entier correspondant au sommet u (i.e. Uentier
dont Pécriture en base 2 est la suite des composantes du vecteur u). Cette
fonction est utilisée pour indexer les sommets de I’hypercube par [0, 2" — 1].

let rec int_of_sommet u =
match u with
] ->0
la :: b -> a + 2x(int_of_sommet b);;
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sommet_of_int k£ n renvoie le sommet correspondant a 'entier £ en di-
mension n.

let sommet_of_int k n=
let rec aux 1 m =
match m with
0->1
[_ -> if 1 < (puiss 2 (m-1)) then O :: (aux 1 (m-1))
else 1 :: (aux (1 - (puiss 2 (w-1))) (m-1));
in
miroir (aux k n);;

aretes_num n renvoie la liste des indices des arétes de I'hypercube H,,.

let aretes_num n =
let rec aux 1=
match 1 with
0 -> 1
| (a,b) :: ¢ -> ((int_of_sommet a),(int_of_sommet b))::(aux c);
in
aux (aretes n);;

A.3 Calcul des distances, des distorsions, ..

distance a b donne la distance de Hamming (i.e. la distance dans H,,)
entre les vecteurs a et b.

let rec distance a b =

match (a,b) with
aaa,m —>o
[((c ::d) , (e :: £)) -> 1 - (intofbool (c = e)) + distance d f
I -> -1 ;;

mult m1 m2 k renvoie le produit des deux matrices de booléens k X k
ml et m2. Le code est écrit de maniere a exploiter ’évaluation paresseuse
des booléens.

let mult ml m2 k =
let prod = Array.make_matrix k k false in
for i = 0 to (k-1) do

23



for j = 0 to (k-1) do
let pr = ref false in
form = 0 to (k-1) do

pr := !'pr || (ml1.(i).(m) && m2.(m).(j))
done;
prod.(i).(j) <- lpr
done;
done;
prod;;

init_matrice matr [ change en TRUE les valeurs des éléments de matrice
de matr qui correspondent aux extrémités des indices d’arétes de la liste [.

let rec init_matrice matr 1 =
match 1 with
1 ->0
[(i,3) :: k —>
begin
matr. (i).(j) <- true;
matr. (j).(i) <- true;
init_matrice matr k;
end;;

On construit la matrice booléenne identité n x n.

let id n =

let matr = Array.make_matrix n n false in

for i = 0 to (n-1) do matr.(i).(i) <- true done;
matr; ;

remplir a b ¢ met I'entier b dans chaque ¢élément a; ; pour lequel a; ; = 0
et Ci,j =TRUE.

let remplir a b c dim=
for i = 1 to (dim-1) do
for j 0 to (i-1) do
if c¢.(i).(j) then if a.(i).(j) =0
then a.(i).(j) <- b
done;
done;;
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rempli m dim teste si la matrice symétrique dim x dim m est remplie,
i.e. si tous ses éléments non diagonaux sont strictement positifs.

let rempli m dim =
let i = ref 1 and j = ref O in
while (!i < dim) && (m.('i).(!j) > 0) do
while (!'j < 'i) && (m.('i).(!'j) > 0) do
j:=1j+1
done;
i=11+1
done;
if (1 = dim) &% (!j = dim-1) then true else false;;

table_distance n p renvoie une matrice M dont I'élément M; ; est la
distance dans une réalisation de H,, ;, des sommets d’indices ¢ et j. Pour ce
faire, on utilise la matrice m dont les composantes sont vraies sur la diagonale
et si les sommets correspondant aux indices de la composante sont reliés par
une aréte. On remarque que les composantes de valeur TRUE de m* sont
les indices des couples de sommets reliés par un chemin de longueur &k ou
moins dans Hj, p, ce qui est la base de I'algorithme présenté ci-dessous.

let table_distance n p =
let dim = puiss 2 n in
let tab = Array.make_matrix dim dim O in
let m = id dim in
init_matrice m (percolation (aretes_num n) p);
let mil ref m in
let m2 = ref (mult m m dim) in
let matrice_pleine = ref (Array.make_matrix dim dim true) in
let i = ref 1 in
while (!ml <> Im2) && (!'m2 <> !matrice_pleine) do
remplir tab !i !ml dim;

i =11 +1;
m2 := !ml;
ml := mult !'ml m dim

done;
tab;;

distorsion_num n p renvoie la distorsion de I'identité pour une réalisation
de la percolation de parametre p dans H,,. Remarquons qu’on utilise la table
des distances construite avec la fonction précédente. L’algorithme ne fait que
traduire directement la définition de la distorsion d’une application.

25



let distorsion_num n p =
let dim = puiss 2 n in
let tab = table_distance n p in
let dmin = ref (65536.%*.1024.) and dmax = ref 1. in
for i = 1 to (dim-1) do
for j = 0 to (i-1) do
let e = (float_of_int (tab.(i).(j))) /.
(float_of_int (distance_num i j n)) in
if e > !dmax then dmax := e
else if e < !dmin then dmin := e;
done;
done;
ldmax /. !'dmin;;

distorsion_num_moy n p k renvoie la moyenne de k valeurs de la distorsion
de l'identité pour la réalisation d’une percolation de parametre p sur H,,
en considérant uniquement les cas ot la distorsion est finie (i.e. out Hy,,, est

connexe).

let distorsion_num_moy n p k =
let i = ref 0 and somme = ref 0. in
while !i < k do
let d = distorsion_num n p in
if d < infinity then
begin
somme := !somme +. d;
i:= 1i +1
end;
done;
Isomme /. (float_of_int k) ;;

proportion_connexe n p k renvoie la proportion d’hypercubes de dimen-
sion n qui restent connexes apres percolation sur k tirages.

let proportion_connexe n p k =
let somme = ref O in
for i =1 to k do
if rempli (table_distance n p) (puiss 2 n)
then somme := !somme + 1
done;
(float_of_int !somme) /. (float_of_int k);;
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dessiner_repere () dessine dans une fenétre graphique un repere ortho-
normé de 350 pixels sur 350.

let dessiner_repere ()=
begin
Graphics.moveto 50 50;
Graphics.lineto 50 410;
Graphics.moveto 50 50;
Graphics.lineto 410 50;
Graphics.moveto 45 400;
Graphics.lineto 55 400;
Graphics.moveto 400 45;
Graphics.lineto 400 55;
let abscisse = ref 0. in
for i = 0 to 10 do
let abs = 50 + int_of_float (!abscisse*.350.) in
Graphics.moveto abs 45;
Graphics.lineto abs 55;
Graphics.moveto (abs - 10) 30;
Graphics.draw_string (string_of_float !abscisse);
abscisse := l!abscisse +. 0.1;
done;
let ordonnee = ref 0. in
for i = 0 to 10 do
let ord = 50 + int_of_float (!ordonnee*.350.) in
Graphics.moveto 45 ord;
Graphics.lineto 55 ord;
Graphics.moveto 20 (ord-5);
Graphics.draw_string (string_of_float !ordonnee);
ordonnee := !ordonnee +. 0.1;
done;
end; ;

graphe_prop_connexe n k pmax pas nombre calcule les coordonnées des
points d’un graphique représentant la proportion de réalisations connexes
de la percolation de parametre pmaxz — i X pas de I’hypercube H,, pour i
allant de 1 a nombre.

let graphe_prop_connexe n k pmax pas nombre =
let r = Array.make nombre (0,0) in
for i = 0 to (nombre - 1) do
let foobar = (pmax -. (float_of_int i)*.pas) in
r.(i) <- (B0 + (int_of_float (foobar*.350.)),

27



50 + (int_of_float ((proportion_connexe n foobar k)*.350.)))
done;
rss

dessiner_connexe produit une représentation du graphique calculé par la
fonction précédente, dans la couleur passée en parametre, et dessine un trait
vertical dont I'abscisse est le parametre critique n=Y/2 = 1 //n

let dessiner_connexe n k pmax pas nombre couleur=
Graphics.clear_graph () ;

Graphics.set_color Graphics.black;

dessiner_repere ();

Graphics.set_color couleur;

Graphics.draw_poly_line (graphe_prop_connexe n k pmax pas nombre);
Graphics.set_color Graphics.black;

let racine = 1. /. (sqrt (float_of_int n)) in

Graphics.moveto (50 + int_of_float (racinex*.350.)) 50;
Graphics.lineto (50 + int_of_float (racine*.350.)) 400;;
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