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Résumé

Dans ce mémoire on donne un apergu de la théorie des probabilités
libres illustré d’un exemple : un théoréme sur le comportement asympto-
tique des grandes matrices aléatoires & entrées gaussiennes.

Nous remercions Florent Benaych-Georges pour ses nombreux conseils et son
encadrement.
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1 Probabilités libres : définitions et exemples

1.1 Variables Aléatoires, Liberté

En probabilités classiques une variable aléatoire est une fonction mesurable

f:Q — Cou Q est un espace de probabilité. On peut alors définir ’espérance
de f, E(f) = [, fdw, lorsque f est intégrable.
Pour généraliser ce concept, on dira que f est une variable aléatoire si f est
un élément de A, ot A est une C-algébre unitaire munie d’une forme linéaire ¢
appellée fonction d’état vérifiant ¢(1) = 1. Cette fonction état jouera le role de
Pespérance (E(1) = 1). Si de plus la propriété supplémentaire ¢(fg) = ¢(gf)
est vérifiée pour tout couple (f,g) € A, on dira que ¢ est une trace.

Exemple :



1. A= (M,(C),+,.) munie de la trace normalisée 7,,(M) = 1 Tr(M) comme
fonction d’état.

2. A= L*(Q) ou  est un espace de probabilité, munie de I’espérance comme
fonction état.

L’indépendance au sens des probabilités sera alors remplacée par la notion
de liberté. On fera néanmoins attention au fait que des variables aléatoires
indépendantes ne seront pas en générales libres.

Définition 1 (Liberté) Soit (A4;); des sous-algébres de A, indexées par un en-
semble quelconque I, chacune contenant l'identité. Alors ces sous-algébres sont
dites libres si quelques soient les éléments ay,as, ..., a, € A vérifiant :

—i(k) #i(k+1) pour tout 1 <k <n-—1

— @(a;) =0 pour tout 1 <i<mn
Alors ¢p(arag . ..a,) =0

Comme en probabilité lorsqu’on dit que deux fonctions X, Y sont indépendantes
lorsque les sigma-algébres o(X) et o(Y') sont indépendantes, on peut définir la
liberté de sous-ensembles (H;)r lorsque les sous-algébres unitaires générées par
ces (H;)r sont libres.

Exemple :

1. Dans A = (M,(C),+,.) munie de la trace normalisée 7o(M) = 1Tr(M),
les matrices scalaires forment une sous-algébre libre par rapport a n’im-
porte quelle autre sous-algebre

2. Dans A = (M(C),+,.) munie de la trace normalisée 7,,(M) = 1Tr(M),
a b 0

les sous-algébres A, :{( 0 a >,a,b€©}etA2:{< g b ),a,be@}

sont libres. (On montre néanmoins qu’il n’existe pas de sous x-algébres
libres non triviales dans M,,(C))

3. d’autre exemples sont facilement construits une fois la notion de produit
libre d’algébre introduite, chose faite plus bas.

Le fait important lorsqu’on a affaire & des sous-algebres libre (A4;); est que
I'on peut connaitre ¢ sur l'algébre engendrée par les A; en ne connaissant ¢
que sur les (A;);. Il est en général faux que la connaissance de ¢(a) et de ¢(b)
permette d’en déduire la valeur de ¢(ab).

Traitons d’abord le cas instructif de deux variables qui permet entre autre de
voir l'intérét du fait que chaque sous-algébre contienne 1’identité.

Proposition 2 Si les éléments a,b € A sont libres alors ¢(ab) = ¢(a)p(b)

Démonstration : Soient A, et Ay les sous-algébres générées par a et b respecti-
vement. On peut écrire a = a; + a2 ot a3 = ¢(a)ly € A, et ag =a —ay € Ag,



et similairement b = b; + by. Alors :

gb(ab) = (albl) + ¢(agbl) + (b(albz) + ¢(a2b2)
[¢(a)¢(b)p(1)] + [¢(b)p(az)] + [¢(a)¢(b2)] + [¢(az)d(b2)]
= ¢(a)o(b)

ot l'on a utilisé la liberté de as et by pour conclure que ¢(agzby) =0
|

Cependant le cas général n’est pas sisimple et ’on n’a pas l'identité ¢(a1byagzbs) =

@(a1)p(b1)p(az)p(bs) pour des éléments a1, as € Ag, by,ba € Ay dans des sous-
algebres libres A,, Ap. Le méme raisonnement que ci-dessus montrerait la for-
mule suivante :

d(arbraszbe) = P(araz)p(br)d(ba) + d(a1)d(az)d(biba) — d(ar)P(baz)d(br)P(bs)

Cependant comme précédemment, on remarque que la connaissance de ¢ sur A,
et A, permet d’en déduire ¢ sur les éléments de la forme a1b;a2bs, conformément
a ce que l'on attendait. La proposition suivante rend ce constat plus précis :

Proposition 3 (Coefficients Universels) Soit (A;); des sous-algébres libres de
A et ay,ag,..,an des éléments de ces sous-algebres avec aj € A;;)

Soit I la partition de {1,2,...,n} associée a la relation d’équivalence a ~ b ssi
i(a) = i(b). On définit alors ¢r = I, ciy<. <i,yen®(iy aiy..az,.). Alors il existe
des coefficients universels c(m,II) tels que :

dlarag..ay) = Z c(m, M)y

m<II

ot la somme est faites sur toutes les sous-partitions © plus fines que II.

Démonstration : La démonstration est une généralisation du cas de deux
variables traité plus haut. On décompose chaque a; sous la forme a; = a; + q;
out a; = ¢(a;)14 et on utilise la liberté des (A;); pour conclure. O]

Remarque 4 les coefficients c(m,II) ne sont pas simples a déterminer explici-
tement mais cela importe peu pour la suite de l’exposé.

On utilisera par la suite le lemme suivant, dont on reconnaitra immédiatement
I’analogue en probabilités classiques :

Lemme 5 (Regroupement) Supposons que (f;); est une famille de variables
aléatoires libres et S = |J, .o Js une partition de 1. Alors les sous-ensembles
{f;li € Js}ses sont libres.

ses

Démonstration : Notons et Hy = {f;j|j € Js} et A(H) la sous-algébre unitaire
engendrée par le sous-ensemble H. On supposera de plus, sans perte de généra-
lité, que 14 € H, pour tout s € S.

Soit alors ay,az, .., a, des variables aléatoires, a; € A(Hy)), s(k) # s(k + 1),



@(a;) = 0. Il suffit de montrer que ces conditions entrainent ¢(ajas..a,) = 0.
Or si a € A(H,) alors a s’écrit sous la forme a = 3, [, fitk,m) ol les
sommes/produits sont finis, et i(k,m) # i(k,m + 1). De plus on peut suppo-
ser que @(a;(k,m)) = 0 pour tout a;, ) en utilisant la décomposition habituelle
d’un élément en somme de deux éléments dont 1’un est lié & 14 et I'autre d’espé-
rance nulle. La conclusion suit en développant le produit a;as..a, et en utilisant
la liberté des f;. O

On introduit maintenant le produit libre d’algebres. Cela signifie que ’on
peut voir des algebres (A4;); comme des sous-algébres d’une méme algébre A de
maniére & ce que les (A4;); soient libres. C’est en quelques sorte ’analogue du
groupe libre engendré par des générateurs a; n’ayant pas de relations entre eux.
Plus précisément :

Théoréme 6 (Produit Libre) Soient (A;); des C-algébres unitaires munies de
fonctions d’états ¢; : A; — C. Alors il existe une C-algébre unitaire A munie
d’une fonction d’état ¢ et des injections ; : A; — A vérifiant :

- ¢i=¢om;

— les sous-algébres 1;(A;) sont libres

Démonstration : Notons A? lensemble des éléments d’espérance nulle dans
(A;, ¢;). Alors on peut prendre pour A, ¢ ’espace de probabilité non-commutatif

(Cls (@nz1(®il¢i2¢..¢inelf4?1 ®..® A?n))a ®)

Le produit (a1 ® .. ® ap) X (b1 ® .. ® by, ) est défini récursivement par :
— 8i 4y, # 11 ce produit vaut a1 ® .. ® a,, ® b1 @ .. ® by,
— sinon il vaut (a1 ®..Qa,—1®aQ®b2®..Qby,)+(Aa1 ®..Qa,—-1) X (b2 ®..Qb,,)
en prenant a,by = Al +a et a € A?.
La fonction d’état est alors parfaitement définie en choisissant ¢(1) =1 et ¢ =0
sur les A @ ..® A? .0

1.2 Propriétés asymptotiques

Définition 7 (Distribution jointe) Soient (f;); des variables aléatoires de (A, ¢),
C(X;|i € I) ’algébre unitaire libre générée par les (X;)r et h: C(X;li € I) — A
lunique morphisme d’algébre unitaire vérifiant h(X;) = f;. Alors la distribution
jointe des (f;)1 est la fonctionnelle y: C(X;|i € I) — C définie par p = doh

Exemple : Soient A et B deux matrices de (M,,(C), ). On considére C(X,Y")
Palgébre unitaire libre & 2 éléments.(on peut penser & C(X,Y) comme ’ana-
logue non commutatif de ’ensemble des polyndomes & 2 variables C(X,Y)).
Alors la distribution jointe u de A, B satisfait par exemple pu(1+ XY X +Y?) =
LTr(Id+ ABA + B?).

Comme en probabilités classiques ot ’on parle de convergence en loi (conver-
gence faible), on trouve un analogue en probabilité libre :



Définition 8 (Distribution limite) Soient (fin)icrnen des variables aléatoires,
fim € (An,@n), pn la distribution jointe des (fin)r- Alors cette famille de
variables posséde une distribution limite p : C(X;|i € I} — C lorsque n tend
vers +o0o si pour tout a € C(X;|i € I), lim, . pn(a) = p(a)

Exemple : la famille (A4,,) € (M, (C), 7,) oit A, est la matrice de taille n ayant
pour coefficients % partout admet la distribution limite nulle.

On peut alors définir la liberté asymptotique d’une famille de variables aléa-
toires.

Définition 9 (Liberté asymptotique) Soient (fin)icrnen des variables aléa-
toires, fin € (An,¢n), I = U,cqls une partition de I. Alors la famille de
sous-ensembles ((fin)icr.)s est dite asymptotiquement libre lorsque n — oo si
les (fin) admettent une distribution limite p et que la famille de sous-ensembles
((Xi)ier.)s est libre dans C(X;|i € I).

Les sections suivantes donneront des critéres pour qu'une famille de variables
aléatoires soit asymptotiquement libre.

2 Théoréme central limite

On va démontrer dans cette section ’analogue du théoréme centrale limite
en probabilités classiques. Ce dernier montrait que la loi normale apparaissait
naturellement lorsqu’on "moyennait" des variables aléatoires indépendantes de
méme loi et de carré sommables. Ici, on va montrer que la loi circulaire appa-
rait dans des circonstances analogues comme "moyenne" de variables aléatoires
libres. Plus précisément :

Théoréme 10 (Théoréme central limite libre) Soit (A, ¢) un espace de proba-
bilité non-commutatif et (a;);>1 des variables aléatoires libres vérifiant :

- ¢(a;) =0

-~ pla) =1

— sup;> |¢(a¥)| < 0o pour tout k > 1
Alors pour tout k > 1, ¢((“1+a2‘7\/+ﬁ+“")k) — my(w(z)dz) ou my(w(z)dr) =

Jg 2*w(z)da est le k-iéme moment de la loi circulaire w(x) = \,42;12 T—2;49)

Démonstration :
Introduisons quelque notations :

— Si 7 est une partition de [1;n] alors on numérote les classes de m par 'ordre
d’apparition de leur plus petit éléments. Alors (k) désignera le numéro
de la classe de k. Par exemple {1;2,7},{3;5},{4;6} est une partition de
[1,7] et 7(1) =7(2) =n(7) =1,7(4) = 7(6) = 3.

- II, ,, désigne ’ensemble des partitions de [1;n] en s classes.

Pour démontrer le théoréme examinons un peu plus en détails le développe-

ment de ¢((a1 +as+..4+a,)*). Choisissons k > 1 et n > k. Alors en développant



(a1 +az + .. + a,)* on voit que :

k
¢((a1 +as+ ..+ an)k) = Z Z Z (b(ajwu)a’jﬂ@)“ajw(k))

s=1m€lls k (j1,..,5s)€[1;n]* distincts

L’idée de la preuve est alors de montrer que seul les partitions en g parties ne
sont pas négligeables et ensuite de calculer explicitement le terme qui reste, &

savoir
Z Z ¢(aj7r(1)aj1r(2) "ajw(k))

w€lly . (Ji1,.-,4s)€[Lin]* distincts
k,

Par commodité, appelons S5 ,, la somme sur les partitions en s < % parties, S p,
la somme sur les partitions en g éléments, S3 ,, les termes restant.
~ Sin=o0(n?):
Le fait que les moments des a; soient uniformément bornés implique
qu’il existe une constante Cy telle que ¢(a;, ai,..a;,) < Cy pour tout

@iy Qig,y -, Q;,, . Posons Nj = ZK% ErreHS,k 1. Alors on majore facile-
ment %, en notant K le plus grand entier strictement inférieur a %
n?2
et AKX =n(n—1)(n—2)..(n — K + 1) le nombre de K-arrangements de
[1,n]:
S AE
| 1;' < NG = = o(1)
nz nz2
- S37n =0:

En effet, pour toute partition 7 € Il avec s > %, il existe une classe

de 7 réduit & un élément. Cela entraine que ¢(aj, ., aj, o a5, ) = 0,
conséquence immeédiate de la proposition 3.
— Calcul de S5, :
On suppose k = 25 pair. Alors, comme nous venons de le voir plus haut,
seules les partitions n’ayant pas de classe réduit & un élément participent
réellement & la somme. Donc dans le cas de s = %, seules les partitions
ayant toutes leurs classes avec exactement 2 éléments sont & prendre en
compte. Le lemme suivant permet de calculer la valeur exacte de Sy ,.

Lemme 11 Une partition © par paires de {1,2,....,k = 25} est dite non-

croisées s’il n'eziste pas a < b < ¢ < d vérifiant a ~ ¢ et b ~ d. On note

Pil’ensemble de ces partitions non-croisées.

Soit m une partition par paires de {1,2,....k = 2j} et a1,as,..,a; des

éléments libres comme dans ’énoncé du théoréme. Alors si on pose b =

Ar(1)Qr(2)--Or(k), P(b) =1 si T est non-croisée et ¢p(b) = 0 sinon.

Démonstration : Montrons ce lemme par récurrence sur k£ = 2j.

— Le cas k = 2 est évident : ¢(a?) =1

— k=24, 7 > 2. Plusieurs cas se présentent :

— Il n’existe pas de 7 tel que ¢ ~ 7 + 1. Alors par liberté des a; et le fait

qu’il sont tous d’espérance nulle, ¢(b) = 0. Ce cas ne peut se produire
que si la partition est non croisée. (facile)
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— Tl existe ¢ tel que i ~ i+1, 7(i) = w(i+1) = c. Alors si on appelle b/ =
Az (1)--Ar(i—1)Ar(i42)---Or(k), 1@ proposition 3 montre immédiatement
que ¢(b) = ¢(a?)p(b') = ¢(b'). L’hypothése de récurrence permet de
conclure car b’ est non-croisée ssi b est non-croisée.

2,n

.8 —1)(n—2)..(n—%
Ainsi 22 = Card(Py) " —2""72""2) De cela on en conclut que
n2 n

S2,n

lim
n—oo no

= Card(Py)

Le cardinal u; de Py—2; peut se calculer en remarquant que la suite {u;}
vérifie la relation de récurrence des nombres de Catalan : uj = uoug—1 +
UUk—2 + .. + ug_1ug. Ainsi u; = Card(Pr=2;) = jﬁCéj. Cela finit la
preuve du théoréme car un calcul montrerait que les moments de la loi

circulaire vérifient my(w(z)dx) = Card(Py). O

Un résultat intermédiaire

Théoréme 12 Soit (A, ¢) un espace de probabilité non-commutatif, avec ¢ une
trace, et prenons (T;);en une suite de variables aléatoires non-commutatives
dans A. Soit, de plus, A une sous-algébre de A contenant 1 et soit f: NxN — N
une injection.

On définit les propriétés :

P1 Les deuz conditions suivantes sont vérifiées :

1. pour tout me N et D1,...,D,, € A on a

sup |¢(T},D1...Tj,,Dn)| < 00

JisesJm EN

2. pour tout m € N, a: {1,....m} = Net D; € A, (1 <j<m).
A(ToyD1 ... To(m)yDm) est égal a :
a) 0 si|la"ta(l))] =1

b) ¢(D1)¢(D2Ta(3)D3 ce Ta(m)Dm) si a(l) = a(Q) eth € N; |0471(p)| S 2

¢) 0 si a(p) # alp+1) pour tout 1 <p <m—1, a(l) # a(m) et
Wp € Nifa(p)| < 2

P2 On pose

P3

1 n
Xmn = —= ZTﬁ(mJ)
Vi

La famille de sous-ensembles (A, ({Xm.n})men) est asymptotiquement libre
quand n — oo et de plus, pour chaque m € N la distribution limite de
Xm nest donné par les moments de la loi semi-circulaire de premier mo-
ment 0 et deuziéme moment 1 (i.e. la loi sur R de densité 5-v/4 — 221_5 5).

(A, ({T;})jen) est une famille libre de sous-ensembles, pour tout j € N,
O(Ty) =0, ¢(T7) =1 et Vp e N, sup;cy ¢(T})P < o0



Les implications suivantes sont vraies : P1 = P2, P3 = P1 et P3 = P2

Avant de commencer la démonstration on va faire quelques petites remarques
pour aider le lecteur dans la compréhension des notations un peu lourdes :
T5, Dy ... T}, Dy, est la forme générale, & somme prés, d’un élément de ’algebre
engendrée par (A, (T})jen) car les D; peuvent étre égaux a 1. Par exemple T}
s’écrit T11T11
Dans la condition P1 2 on donne la valeur de ¢(To1)D1 - .. Ta(m)Dm) dans les
cas suivants :

— §'il y a un 7; qui apparait une seule fois, alors la valeur est 0 ( en utilisant
la propriété de trace de ¢ on se ramener au cas ou le T; en question est
en premiére position et ensuite on applique a) )

— si chaque T; apparait exactement deux fois, soit on est dans la situation c)
soit il existe j tel que a(j) = a(j+1) (avec la convention m+1 = 1). Dans
ce cas, quitte a utiliser la propriété de trace de ¢, on peut supposer j = 1
et on peut utiliser b) pour se ramener a un monome plus court. En itérant
on s’apergoit qu’on peut calculer la valeur de ¢(To(1)D1 - .. To(m)Dm) que
en fonction des ¢(D;).

Démonstration : On va faire la démonstration en trois étapes :

Premiere étape P3 = P1

Montrons le P1 1 : fixons m € Net Dy,...,D,, € A. Soit Jy,..., Ji une parti-
tion de {1,...,m} et supposons (j, = j3) < (a et G sont dans le meme J;). On
a vu dans la proposition 3 que dans ce cas ¢(Tj, D1 ... T}, D,,) s’exprime comme
un polynome en les moments des T (i.e. les <;S(le) avec i € Net [ <m) et en
les ¢(D;, ... D;,) ou 1l <iy <...< i, <m.Mais on a supposé les moments des
T; bornes quand j varie dans N et les D; sont fixés, donc |¢(T}, D1 ... Tj,, Dy,)|
est borne par une constante qui ne dépend que de la partition. Mais comme
pour un m fixe il y & qu’un nombre fini de telles partitions on déduit que
supj, i en|¢(Tj,D1...T), Dp)| < oo donc le 1.

Le 2 : a) si [a ' («(1))] = 1 alors Ty est libre de {Tp(2),-- - Tam)} UA
d’otr :

O(Ta(yD1 - .- Taim)Dim) = $(Ta(1))O(D1Ta(3) - - - Tos(sm) Dim) = 0

car ¢(Ta(1)) =0
b) On décompose chaque D; comme ¢(D;)1 + (D; — ¢(D,)1) et on utilise la
linéarité de ¢ pour voir qu’il suffit de démontrer la propriété en supposant en
plus que pour chaque j on a soit D; =1 soit ¢(D;) = 0.

Si D; =1 on a, par le méme argument de liberté que avant :

¢(Ta(1)D1 .. ~Ta(m)Dm) = ¢(T§(1)D2 cee Ta(m)Dm) =

(T2 1)) D(D2Tas) - - - Tam)Dm) = ¢(D2Tos) - - - Ta(m) Drm)

donc la propriété est vérifiée.
Si ¢(D1) = 0 montrons que ¢(Ty(1)D1 ... To(m)Dm) = 0.
Si il existe j tel que a(j) = a(j + 1) et D; = 1, en utilisant le fait que ¢ est



une trace et le méme argument de liberté que avant, on fait la manipulation
suivante : .
O(ToyD1 . . . Tom)yDim) "= ¢(91T§(j)ﬂ2) =

(T3 0M) = ¢(Q20) = ¢(21s)

En iterant ce procédé, et en observant que le terme T,,(1)D1T,(1) ne s’élimine
jamais, on arrive & un produit non-vide ou a(j) = a(j + 1) = ¢(D;) = 0. Mais
on voit que ce produit est un produit de termes consécutif libres et avec chacun
des termes de valuation 0, donc sa valuation aussi est nulle.

¢) On fait la méme décomposition des D; que pour b) et on se raméne au cas
ou les D; sont soit 1 soit de valuation nulle. Si on regarde les groupes de deux
termes consécutifs du produit T, (1) D1 - . . Toy(m) D on voit qu’il sont forcement
d’une de ces formes : T, (;)D; avec ¢(D;) = 05 DTy 41y avec ¢(D;) = 0 ou
To)Taj+1) (si Dj = 1). Comme on a supposé que a(j) # a(j + 1) pour tout j
on s’aperc¢oit que tous deux termes consécutifs sont libres et de valuation 0, on
en déduit que le produit est aussi de valuation nulle.

Deuzieme étape P3 = P2

On suppose que ((T}) en, A) est une famille libre. Soit C' = C < (X;)jen, A >,
l'algébre libre, non-commutative engendrée par les (X;);en et par A. On doit
montrer que pour tout k € N, my,...,mi € Net Dy,..., Dy € A, ¢(Xomy nD1 ... Xonpy nDi)
converge vers une limite qu’on va noter ®(X,,, D1 ... X, Di), que ® ainsi défini
se prolonge en une fonction d’état sur C et que ((X;),en, A) est une famille libre
dans (C, ®). Si on suppose que ’expression converge toujours, ® se prolonge en
une fonction d’état sur C' par définition de C' comme ’algébre libre engendrée
par ((X;);jen,A) . De plus, comme (({T}});en, A) est une famille libre, on dé-
duit que (({X;,})jen, A) en est une aussi et donc que (({X;})jen, A) est une
famille libre de (C, ®).

On a donc juste & montrer que pour tout £k € N, my,...,mr € N et
Dy,...,Dy € A, ¢(Xony D1 ... Xpnp D) converge.

Fixons un tel monome. On sais que pour tout n € N la valuation de ce
monome s’exprime comme polynéme (indépendant de n) en les moments d’ordre
au plus k& des X, n)i<i<k. Mais par le théoréme central limite, en observant
que ¢(T;) = 0 et que ¢(Tj2) = 1 pour tout j € N, on obtient que les moments
de (X, n) convergent quand n — oo vers les moments de la loi semi-circulaire
de premier moment 0 et deuxiéme moment 1. On a donc obtenu P2.
Troisiéeme étape P1 = P2
Supposons que ((T});en, A) satisfait P1. Notons A le produit amalgamé libre
de A et des sous-algébres A; de A engendrées par les {7}}. On va noter T'; les
correspondants des T; dans A et de méme pour les X,, ,. On a déja vu que
les (Xm.n)m.nen vérifient P2. 11 suffit donc de montrer que, pour tout k € N,
mi,...,mi € Net Dy,...,Dp € A, ¢(Xpn, nD1 ... Xm, nDr) converge vers
limy— oo ®(XmynD1 - .. Xy nDk), 0u encore que,

i (¢(Xpmy D1 -+ X nDi) = 0 Xy n D1+ Xong.nDi)) = 0

n—oo



Fixons un tel mondéme et mq,...,my; € N, et écrivons :
(X, D1 - Xy i) = 6([[ 272D T,y Di) =

n_k/2¢( Z Tﬁ(mlvjl)Dl T Tﬁ(mk,jk)Dk?)

1<51, e ju<n

Notons cette quantité x,,. Soient

Pn: ({ml,...,mk} X {1,...,n})k
Qu={(p1,....pk) € Py avec V1 <i <k, 3lj #itel que p; = p;}

et R, I'ensemble des (p1,...,pr) € P, tel que chaque p; apparait au moins deux
fois dans le k-uplet et qu’il y en a au moins un qui apparait au moins trois fois.
Notons enfin, pour I = (p1,...,px) € Pn, 71 = Tp(p,) D1 ... T(p,)Dr- On voit
alors que pour I € P, il existe un coefficient ¢; € {0,1}, qui ne dépend que de
I, tel que ¢(Xom, nD1 .. Xony nDi) = n7*2(3 e p crmr).

En utilisant P1 2 b) on déduit que ¢(n7) =0si [ € P, \ (Qn U Ry).
Les propriétés 2 b) et 2 ¢) nous disent que, pour I € Q,,, ¢(77) est un produit
de ¢(Dj) et que sa forme ne dépend que de . Mais comme on a démontré avant
que les (T;);en vérifient aussi P1, on peut calculer ¢(7;) de la méme fagon et
on obtient le méme résultat. On a donc ¢(my) = ¢(7r) si I € Q.
On est donc arrive a :

(Z)(Xml,nDl cee XnLk,nDk) - ¢(Ym1,nD1 .. -Ymk,nDk) -

w2 S er(9(mr) — (71)):

IcR,

On va montrer que » ;.. cr¢(ny) tend vers 0; comme P1 1 nous dit qu'il
existe C' > 0 telle que ¢(77) < C pour tout I € P,, il suffit de montrer que
|R.| = o(n*/?). On rappelle que P, = ({m1,...,m} x {1,...,n})*, notons
E, = {my,...,mi} x {1,...,n}. On remarque que (E,)nen et (Ry,)nen sont
des suites croissantes d’ensembles. Pour I € R, on note H; ’ensemble des
p € E, qui intervient dans p. Alors, pour I € R, |H;| < k/2, d’ou :

R,= || {I€R,avec H =H}
HCE,
|H|<k/2

Ou voit facilement que pour H C E,, |H| < k/2 la valeur |{I € R,, avec H; =
H}| ne dépend que de |H|, notons la Ajz|. On a donc :

Rl < > (T;k)Ai: S 0T = o(n™?)

1<i<k/2 1<i<k/2
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Car ("Zk) < n”s—‘ et ici 7 < % et car tous les autres coefficients ainsi que la
somme sont indépendants de n.

On a donc montre que n~*/2 Yorer, c1¢(mr) — 0, on fait la méme chose
pour les 7 et on en déduit que lim,, o, n~*/2 >rer, c1(@(mr) — (7)) = 0 ce
qu’il fallait montrer. (I

4 Applications aux matrices aléatoires

Dans la suite on va utiliser ce théoréme pour la démonstration d’un résultat
plus concret concernant les grandes matrices hermitiennes, mais avant cela on
va encore introduire quelques notations.

On se place sur un espace de probabilité 2 muni d’une mesure de probabilité
sans atomes, dw. Notons L = ﬂ1§p<oo LP(Q,dw,C) et M,, = M, (L), les ma-
trices n X n a coefficients dans L, c’est une *-algébre. On va noter aussi M,, la
sous-algebre de M,, des matrices constantes et A,, C M,, C M,, la sous-algébre
des matrices diagonales constantes. On défini sur M,, la trace normalisée par
¢n(A) = LE[tr(A)]. On peut facilement vérifier que ¢,, est une fonction d’état

sur M,. Notons enfin (e(7,j;n))i<i j<n la base canonique de M,,.
Théoréme 13 Considérons, pour chaque s,n € N, une matrice

Y (s,n) = (a(j,4;8,n))1<ij<n € Mp.

On impose les conditions suivantes : Vs,n € N, Y (s,n) =tY(s,n) et les va-
riables {Re(a(i, j;s,m))|1 < i < j <n}U{Im(a(i,j;s,n))|1 <i<j<n} sont
indépendantes et de lois gaussiennes avec :

- E(a(i,j;s,m)) =0, pour 1 <i,j<n

- E((Re(a(i, j; 5,n)))?) = E((Im(a(i, j;5,n)))?) = 5=, sil<i<j<n

- E((Re(a(i,i;s,m)))%) = 1, pour1 <i<n.
Soient encore, pour chaque n € N, (D(k,n))ren, des éléments de A, avec
Vk e N, sup,cy||D(k,n)|lec < o0 et tels que la famille (D(k,n))ren ait une
distribution limite quand n — oo.

Alors la famille de sous-ensembles ({Y (s,n)}sen, {D(k,n)|k € N}) est asymp-
totiquement libre quand n — oo. De plus, les distributions limites des Y (s,n)
sont donnés par moments de la loi semi-circulaire.

Démonstration : Notons (d(i; k,n))1<i<n les éléments diagonaux de D(k,n)
et supposons que D(0,n) = I,, et qu’il existe 6 : Nx N — N telle que, pour tout
i,7,m, D(i,n)D(j,n) = D(6(i,j),n); on peut le faire sans perte de généralité.
La démonstration va avoir plusieurs étapes :

Premiére étape
Fixons s1,...,8, € Net t1...,t,, € N; on va montrer que

sup |9 (Y (s1,n)D(t1,n) ... Y (sm,n)D(tm,n))| < co.
neN

Posons :
Xn = |on (Y (s1,n)D(t1,n) ... Y (8, n)D(tm,n))| =

11



sn(T( ali, ji s, n)eli,jin) 3 d(i;tk,n)e(i,z’;n)))’ -

k=1 1<i,j<n 1<i<n

ol [T Y alisgi s, m)d(s i meli,jim)) | =

k=11<i,j<n

m
‘ Z %(H a(ik,jk;Sk,n)d(jk,tk,n)e(imjk;n))‘
1<it,esim<n k=1
1<j1,...Jm<n
Mais on voit que le produit est non-nul que si jp = ix+1, k€ {l,...,m—1}
et si on veut en plus que la valeur non-nulle du produit soit sur une case de la
diagonale (pour étre prise un compte par ¢,) il faut aussi avoir j,, = ;. Des
maintenant on va utiliser la convention m + 1 = 1 pour les indices. On a donc :

m
Xn = ‘ S oal]] alins ik Skvn)d(ik+17tk7n)6(ikaik+1§n))’
1<iy,.im<n k=1
1 m m
= Z ‘ H d(imtk,ﬂ)E[H a(ik,ikﬂ;sk,n)]‘
1<i1,im<n k=1 k=1

Mais la condition de bornitude sur les D(t,n) nous garanti I’existence d’une
constante ¢, ne dépendent que des t1,. .., ¢y, telle que ¢ < |TTr_, D(jk,t,n)],
vn € N. On a donc :

c m
n<* E ] a‘ ; 9 .
Xn > " Z ‘ []];[1 a(ig, ig+1; Sk,m)]

1<iy,..im<n

Pour le calcul de cette quantité on introduit le lemme suivant, qu’on peut
démontrer soit en intégrant par parties, soit en appliquant une rotation au
vecteur gaussien (X,Y).

Lemme 14 Soit X,Y deux variables aléatoires réelles, indépendantes et de
méme loi gaussienne et centrée. Alors, pour a,6 €N, a#pL ona:

E[(X —iY)*(X +iY)"] = 0.

En appliquant le lemme on obtient que, pour i # j et a, 3 € N, «a # 0,
Ela(i, j; s,n)%a(i, j; 8,n)?] = 0. De plus on rappelle que les (a(i, §; $;n))1<i<j<n.seN
sont indépendantes et que les moments d’ordre impaire de a(4,; s,n) sont nulles.
De ces remarques on déduit que pour que E[[[;*; a(ix,ik+1; Sk, n)] soit non-nul
il faut pouvoir grouper les termes du produit par paires de la forme (a(i, j; s, 1), a(4,4; s,n))
(en particulier m doit étre paire). Une telle expression est alors de la forme

Ella(iy, j1; 51, n) - - [a(in2s jmy2i Smy2,m)|*] < d'n7m/2,
ou ¢’ est une constante qui ne dépend que de m (on peut prendre pour ¢’ le

m-iéme moment de N (0, 1)).
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On a donc vu que tout terme non nul de la somme est forcement plus petit

que ¢’n~™/2. On a aussi vu que si, pour I = (i1, ...,im), BT alin, ikt1; sk, )]
est non-nul, il existe une bijection involutive sans point fixe v : {1,...,m} —
{1,...,m} avec, pour tout k, ix = iy(k)+1, k1 = Iy(k) €6 Sk = Sy(k). Notons

=, I’ensemble des m-uplets pour lesquels on peut trouver une telle bijection et,
pour un 7 fixé, notons E, () C E, 'ensemble des m-uplets pour lesquels 7y,
convient. Notons aussi ¢’ le nombre d’involutions sans point fixe de {1,...,m},
qui ne dépend que de m.

Fixons un v et considérons la relation d’équivalence sur {1,...,m} générée
par k ~ (k) + 1 et k+ 1 ~ (k). Considérons le graphe formé des sommets
{1,...,m} et des m arrétes (k,k + 1)1<k<m; quotientons le par la relation
d’équivalence ~. On obtient ainsi un graphe qui a pour sommets les classes
d’équivalence de ~ et qui est connexe car le graphe initial I’était aussi. Mais
quand on a quotienté on a confondu, pour chaque k les arrétes (k,k + 1) et
(v(k),~v(k)+1), qui sont distinctes car « n’a pas de point fixe. Le graphe quotient
a donc au plus m/2 arrétes et, comme il est connexe, au plus m/2+ 1 sommets.
Mais, si (i1,...,4m) € Zn(7), alors i = 4; si k ~ I, d’ou, comme on vient de
montrer que v a au plus m/2+ 1 classes d’équivalence, |Z,,(v)| < n™/2*1. Donc
12, < n™/2F et

Cc//
Yn < 7|En|n*m/2 <cdd”  VneN

On vient de montrer le résultat désiré. En plus on remarque que la majoration

ne dépend que de m et de tq,...,t,,, pas de sq1,..., Sy, ce qui va étre utile dans
la suite.
Deuxieme étape 1

On va supposer ici que pour tout choix de s1,...,8, € Netdet;... t,;, € N,

&n(Y(s1,n)D(t1,n) ... Y (8m,n)D(tm,n)) converge quand n — oo. Comme on
a supposer que les D(t,n) sont "stables" par multiplication, on peut définir une
fonction d’état p sur C = C < {X;|s € N} U{D,|t € N} > par

w(Xs,Dyy ... X5, Dy, ) = nlLII;O (Y (s1,n)D(t1,n) ... Y (8, n)D(tm,n)).

Dans la suite on va calculer .

Montrons que les (X;)sen et la sous-algébre A engendrée par 1 et { D;|t € N},
respectent la condition P1 du théoréme précédent.

La propriété 1 est une conséquence de ce qu’on vient de montrer car la
majoration dans la premiére étape ne dépend pas de (s1,...,Sy,). 2 a) découle
directement de I'indépendance des Y (s, n). Pour 2 b) on commence par un calcul.
Soit n, s,t € N alors

E[Y(s,n)D(t,n)Y (s,n)] =

> (X BlaGkis kst nak, jis,m) Jei,jin) =

1<i,j<n 1<k<n

Z ( Z d(k:;tm)E[a(i,k;s,n)a(k,j;s,n)])e(i,j;n)

1<i,j<n 1<k<n
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Mais on a vu que Efa(i, k; s,n)a(k, j;s,n)] = 0sii # j et L sii=j. On déduit
que
By s Dy sl = 3 (5 ML) i) =

- n
1<i<n  1<k<n

trD(t,n)
n

I,

Supposons qu’on se trouve maintenant sous les conditions du 2 b), en particulier
on suppose que a(1) = a(2) # a(j), Vj > 3. Alors, en utilisant I’indépendance
on a:

(Y (s1,n)D(t1,n) ... Y (s, n)D(tm, n)) =

%tr(E[Y(sl, n)D(t1,n)...Y (s, n)D(tm,n)]) =

%tr(E[Y(sl, n)D(t1,n)Y (s1,n)|E[D(t2,n)Y (s3,n) ... Y (8, n)D(tsm,n)]) =

ltr(trD(t, n)
n

E[D(ts,n)Y (s3,n) . ..Y(sm,n)D(tm,n)]> -

Gn(D(t1,n)pn(D(t2,n)Y (83,m) ... Y (8, 1) D(tr,n))

Ce qui nous donne le 2 b). Montrons le 2 ¢). En utilisant encore que les D(¢,n)
sont stables par multiplication on doit juste montrer que

lim ¢, (Y (s1,n)D(t1,n)...Y($m,n)D(tm,n)) =0

n—oo
pour tout n-uplets (t1,...,t,) et (s1,...,S,) qui vérifient :V1 < k < n, s # Sg+1
et I € {1,...,n}\ {k} tel que s = s;. Fixons une paire de tels n-uplets et
notons v la involution de {1,...,n} qui a k associe le seul | # k tel que s = s;.

Par le calcul de I’étape précédente on a :
|60 (Y (s1,2)D(t1,n) ... Y (80, 1) D(tm,m))| < en™ ™2 7HE, (7))

On rappelle que 'ensemble Z,,(7) a au plus n?(?) éléments, ou d(7y) est le nombre
d’orbites de . Mais, d’aprés ’hypothése faite sur (sq,. .., s,), chaque orbite de
~ a au moins deux éléments, d’ou d(v) < m/2 et

|60 (Y (51,n)D(t1,n) ... Y (810, 0)D(t,n))| < en ™t — 0

On a donc montré aussi 2 c).
Deuzieme étape 11

On continue a supposer la convergence de ¢,, sur les monémes. On considére
6 : NxN — N une injection. On sais que la loi de la somme de n gaussiennes in-
dépendantes de variance o est une gaussienne de variance no. On en déduit que,
pour k € N, Y (s,n) est de méme loi que k~1/2 Z?:l Y (6(s,j),n) et donc que les
variables aléatoires non-commutatives ((Y(s,n))sen U (D(t,n))ten) on la méme
distribution jointe que ((k~1/2 Z;?:l Y (B(s,7),n))senU(D(t,n))en). Il s’en suit
que les ((Xs)sen U (Dy)ien) et ((k~1/2 25:1 X3(s,5))sen U (Dy)sen) on aussi la
méme distribution jointe. Mais en appliquant le théoréme précédent on obtient
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que {({k~1/2 Z?:l Xp(s,j) HsenU{D;|t € N}} est une famille asymptotiquement
libre quand k — oo et que les distributions limite des k—1/2 Z§=1 Xp(s,5) sont
donnes par des lois semi-circulaires de premier moment 0 et deuxiéme moment
1. On déduit que la famille de sous-ensembles ({(Xs)sen}U{D:|t € N}) est libre
et que les moments des X, sont donnes par les moments de la loi semi-circulaire.
On vient donc de calculer .
Troisieme étape

Soit (un)nen une suite strictement croissante de nombres naturels. On a
vu dans la premiére étape que pour tous Si,...,8, € Net t1...,t,, € N,
(bu, (Y(s1,un)D(t1,upn) ... Y (Sm, tn)D(tm, Un)))nen est une suite bornée de C.
Comme il y a un nombre dénombrable de choix des (s;) et des (¢;), quitte a faire
une extraction diagonale, on peut trouver une sous-suite (vp)nen de (U )nen
telle que, pour tout choix des (s;) et des (t;), ¢u, (Y (s1,0n)D(t1,v0) -« . Y (Siny V) D (i, Un))
converge quand n — oo. Mais dans ce cas, par la deuxiéme partie, les li-
mites des ¢, (Y (s1,0n)D(t1,n) - .. Y (S, Un ) D(tm, vy )) ne dépendent pas de la
suite (vn)nen. Ca implique que (¢, (Y (s1,n)D(t1,n) ... Y (Sm, n)D(tm,n)))neN
converge toujours, ce qui nous donne la conclusion du théoréme en appliquant
encore un fois la deuxiéme partie.
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