LE PRINCIPE DU MAXIMUM ET LA METHODE DES SUR ET SOUS
SOLUTIONS

MA YUE ET QIU YANQI

Introduction
Dans cet exposé de maitrise, on va discuter les solutions des problémes non-linéaires elliptiques
suivants :

(1) Lu+ f(z,u) =0 dans £,
Bu =g sur 01,

ot  C R™ est un domaine borné, sauf mention contraire,  C R™ est de classe C**(0 < a < 1)
avec k > 2, c’est-a-dire pour tout x € 012, il existe un voisinage Ude z, et une carte local
¢ : U — R" de classe C*, telle que o(UNQ) = {x € R” : z; < 0}. L est un opérateur
elliptique de degré 2 :

L=3 ”8’8:53 Z az’ = (@l 0" €RT,

i,j=1
avec la matrice (a;;) définie positive. B est I'un des opérateurs frontiéres :

Bu=u ou Bu—gu—i—ﬁ( Ju, x € S
Ici 0/0v signifie la dérivée par rapport & la normale extérieure, et on suppose toujours 5 > 0
définie sur le bord 9€2. Souvent, on suppose de plus que tous les coefficients de L sont de classe
C> et que la matrice (a;j) est uniformément elliptique sur €2, i.e. la plus petite valeur propre
A(x) de la matrice symétrique (a;j) satisfait I'inégalité A(z) > Ao > 0,Vx € . f est suppose
étre réguliére au sens suivant : f est de classe C! par rapport a u, et de classe C® par rapport
a x. Et si on a besoin, on suppose aussi que le domaine est assez régulier.

Pour étudier cette équation, on fait d’abord 1’énoncé et la preuve du principe du maximum,
puis on prouve quelques résultats sur I’espaces de Sobolev, et aprés, on étudie semi-groupes des
opérateurs, enfin, on donne la méthode de sur et sous solutions pour résoudre le probléme (1),
et aussi les problémes paraboliques correspondants et la stabilité de la solution du probléme (1).
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1. LE PRINCIPE DU MAXIMUM

Dans cette section nous allons discuter des principes du maximum sur les opérateurs elliptiques
et paraboliques.

1.1. Le principe du maximum pour les opérateurs elliptiques.

Lemme 1.1. Si l'on a l'inégalité stricte suivante :

0u " Ou
2 Lu = i bim— >0
@ B Z Y7 9 Oxj+; ' Ox;

ot L est elliptique dans Q, et u est de classe C?. Alors u n’atteint pas de mazimum dans €.

Démonstration. Car la matrice A = (a;;) est définie positive, A = PPT, P € GL(n). Si u atteint
le maximum local, on note H = (832812%). Donc Lu = Tr(AH). Car u atteint un maximum
local, en ce point H est définie négative. Donc H = —QQT avec Q € GL(n). Tr(AH) =
~Tr[PQ(PQ)T] <0, donc Lu < 0. Contradiction. O

Théoréme 1.2 (de Hopf). Si u satisfait

- 0%u "L u

ij=1 i=1

dans un domaine €1 ot L est uniformément elliptique. Supposons que les coéfficients a;; et b;
sont uniformément bornés dans Q2. Si u atteint un mazimum M en un point de Q, on a u= M.

Démonstration. Supposons que v = M en un point P € ), et w < M sur un autre point ) € €.
On veut trouver une contradiction.

Soit un chemin «y dans 2 de @ & P. Notons R le premier point ot u(R)=M. Soit d = dist(~, 2°),
on considére un point Py de  sur la partie 6/21\% telle que dist(Py, R) < %d, on construit la plus
grande boule ouverte , notée K, avec lcentre P; telle que u < M dans K. Comme le rayon de
cette boule est plus petit que %d, il est contenu dans 2. On sait qu’il y a au moins un point,
noté S, sur 02 (frontiére de ), telle que u(S)=M.

On construit une autre boule ouverte, notée K avec le rayon noté ri, de centre z, telle que
Ky C K et que 0K; C KU {S},@Kl NOK = {S}

On construit une troisiéme boule ouverte K5, avec centre S, de rayon ro = %7‘1, notons
Cé =0K>5N Kl,C” =0KsnN ch

Comme u < M sur le compact C%, il existe une constante £>0, telle que

u<M-—E& sur C’é

et
u<M sur CY
On note & = (21, %2, . ..,%,). On définit la fonction auxiliaire

7 .)2 2
2(x) = e @ Lim (@i T)” _ gmar

ol « est une constante positive & déterminer. Il’est clair que

z>0 dans K,
z=0 sur O0Ki,
z <0 en dehorsde Kj.

par calcul on sait que
n n
Lz = e @ Zim@i=d) 1442 Z aij(z; — ;) (xj — ;) — 200 Z[an‘ + bi(z; — 23)]}
ij=1 i=1
2



Comme L est uniformément elliptique sur €2, on a

n

n
Y aijles — &) (x5 —5) = po Y (@i — &).
i,j=1 i=1
Comme Y7 | (z; — &;) > 1r} sur K», on a que pour tout z € Ko

n
Lz > ae L= (@ T) Lo 02 — 2 Z[aii + bi(xs — %)}
i=1
en choisissant « assez grand, on a

Lu>0 sur Ko.

Donc on forme la fonction

w=u+ez
avec
O<ex< %
—earg

la fonction w satifait les propriétés suivantes :
(i) w < M sur CY. Parce que

0<z<1—e ot

ez<fetu<M—Esur Cy. Onaw < M.
(ii) w < M sur Cy. Ca découle du fait que z < 0 et u < M sur C7.
(iii) w = M en S. Comme u(S) = M et z(S) = 0.
Par ces trois propriétés, on sait que w a un maximum dans K. Mais

Lu=Lu+elLz>0 sur Ko
Ceci contredit le lemme 1.1 O

Remarque. (i)Dans la démostration on a juste utilisé la condition que les a;; et b; soient
localment uniformément bornées. Donc quand les a;;, b; sont continues sur €, ce théoreme est
encore vrat.

(ii)Le domaine n’est pas nécessairement borné.

(111) Quand on traiter I’équation

Lu=0
par ce théoréeme, la solution n’atteint ni minimun ni mazximum dans )
Lemme 1.3. Si u satisfait l'inégalité différentielle
(L+h)u>0
avec h <0, et L elliptique sur 2, u n’atteint pas son maximum positif.
Ceci découle directement du calcul différentiel comme le lemme 1.1.
Théoréme 1.4. Siu satisfait l’inégalité différentielle
(L+h)u>0

avec h < 0, et L uniformément elliptique dans . Si de plus les coefficients de L et h sont
(localement) uniformément bornés (ou bien continus). Si u atteint son mazimum positif sur 2,
onau=M

La démostration sera la méme que celle du théoréme 1.2 : on construit la fonction auxiliaire
z de la méme fagon, et aprés on trouve une contradiction avec le lemme 1.1.3.
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1.2. Principe du maximum pour les opérateurs paraboliques. Dans cette section on
discute les opérateurs de la forme suivante :

)
P=L-—

ot L est un opérateur elliptique(de la forme d’équation(2)). La région sur laquelle on travaille
est de la forme Ep = Q x [0,T] ot Q est un domaine de R™.

Définition 1.5. Un opérateur P = L — % est dit uniformément parabolique si L est uniformé-
ment elliptique.

D’abord on discute de I'opérateur parabolique de dimention 2. Les résultats plus généraux
vont étre vus plus tard

Théoréme 1.6. Si u satisfait

9? ou Ou

Pu = a(x,t)a—xz + b(z,t) >0

or Ot =
sur Ep = Qx[0,T],Q C R, a(x, t)aa—;2 uniformément elliptique et a et b sont bornées. St u < M
dans Er et uw(z1,T) = M, on a w = M en tout point (xz,t) € Er qui peuvent étre connecté a
(x1,T) avec des segments horizentaux et verticauz allant vers le bas, qui se trouvent dans Ep.

Pour la preuve, on introduit 4 lemmes.

Lemme 1.7. Siu satisfait

0%u Oou  Ou
Pu = a(x,t)w + b(x,t)% 5 >0
sur Ep = Q x [0,T],Q C R, si P est uniformément parabolique, a, b sont bornées. Soit K un
disque ouvert telle que K C Ep. Supposons que le mazimum de u sur Ep est M, et u < M sur
K, u=M en un point P de OK.

Alors la droite tangente & OK en P est paralléle a l'aze x.

Démonstration. Soit (z,t) € Er le centre de K,R le rayon de K. Supposons que P n’est pas ni
le point "le plus haut" ni le point "le plus bas". On veut trouver une contradiction.

On peut supposer que P est le seule point de K en lequel w = M. (Car si non, on peut
utiliser la méthode dans la démonstration de théoréme 1.2, construit un disque K’ plus petit
telle que K/ C K et 0K' NOK = {P})

Supposons P = (z1,t1) avec x1 # Z, on construit un disque K, avec centre P et rayon Ry
telle que

R < ’.1‘1 — .T‘
et tel que K1 C Ep. Notons C' = K1 NK, C" = 0K1N(K)¢. Comme u < M sur K et ' C K
est compact, il existe une constante n > 0 telle que

u<M-—n sur C'
de plus, car u < M sur Ep, on a

u< M sur C”

On définit la fonction auxiliaire

v(z,t) = e—ol(z=2)?—(t-1)%] _ ,—aR?

pour o > 0, on a
v>0 dans K
v=0 sur OK
v <0 endechorsde K

Par calcul élémentair, on a

P = 2ae @27 =(t=0)’] [2aa(z — )% —a —b(z — &) + (t — t)]
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donc on peut choisir un « grand tel que
Pv >0 pour tout (x,t)€ KjUIK;
On définit la fonction :
w(z,t) = u(z,t) +ev(z,t)
ou ¢ est une constante positive & déterminer. On sait déja que
Pw=Pu+ePv>0 sur K;
Comme u < M —n sur C’, on peut choisir € > 0 telle que
w=u+ecv<M sur C'
De plus, car v < 0 dehors K et u < M, on a :
w=u+ev<M sur C”

Donc w < M sur 0K, et w(P) = M car v(P) = 0.

Donc il y a un maximum de w dans Kj. Ceci et le fait que Pw > 0 contredit le lemme
suivant. (]
Lemme 1.8. Si u satisfait
0%u ou Ou

+b0(z,t) = — = >0
o2 NG T
sur Ep et a(x,t) > 0. Alors u n’atteint pas de mazimum (méme local).

Pu=a(z,t)=—

Remarque. Ceci découle directement du calcul différentiel classique.
De plus, si on prend

2
Pu—a(xt)gz—i—b( )gz gu—f-h >0

ot h > 0 est unt fonction (localement bornée), alors u n’atteint pas de mazimum positif.

Lemme 1.9. Supposon que dans Er, u satisfait
Pu >0

avec P uniformément parabolique. Supposont que uw < M en point (xg,to) € Er, et u < M dans
Er. Sil est un segment paralléle a l'aze x contenu dans Er, qui passe a (xo,to) alors w < M
surl.

Démonstration. Supposons par 'absurde que u = M en un point (x1,ty) € Ep sur [. Quitte a
inverser la direction de ’axe de z, on peut supposer que x; < xg. De plus on peut supposer que
pour tout z1 < x < xg, u(x,ty) < M en prenant z; = sup{x < xglu(x,ty) = M}. Soit

d = min{|xg — z1|, dist(Toz1,0ET)}

Pour x1 < © < x1 + d, on définit la fonction d(z) distance de (x,tp) au point le plus proche
dans Er ou u = M. Car u(z1,t9) = M, d(z) < |xo — x1|. Par le lemme 1.7, le point, noté @,
qui satisfait d(x) = dist((x,t,),Q), est soit directement au-dessous de (zx,tp) soit directement
au-dessus de (z,t0) (Ce qui veut dire que le segment (z,tg), Q QJ_l donc Q (z,tg £ d(x)).

On considére le point (x + M, ty), alors dist((x + M, ty), Q) = v/d(z)? + M?. On voit que :

M?
d(z+ M) < \/d(x)?> + M? <d(x)+ 2d(2)
En remplacant x par x + M et M par —M, on a aussi
d(x + M) > +/d(z)?> — M?
Suppose maintenant que d(z) > 0 et choisit 0 < M < d(zx), on divise l'intervalle (z,x + M)
en n parties égaux et on applique ces deux inégalités, on a
Jj+1 M? M?

]
Ao+ M) = dat 0D S 5 il GIdD) = 2t JAGE =
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Vji=01,....,n—1

On fait la somme de j =0 an — 1. Alors :

d(z + M) — d(z) < M

T 2ny/d(x)? — M?
pour tout n € N*. Avec n — oo, on a
dz + M) < d(z)

pour tout M > 0. Alors d(z) n’est pas croissante en z. Comme d(z) < x — z1, quand =1 — z,
on sait que d(z) = 0 pour 1 < & < z1 + d. Ceci contredit le fait que u(x,tg) < M sur ce
segment. O

Remarque. Ce lemme dit que dans un segment s’il y a un point en lequel u atteint le maximum,
u = M partout sur ce segment.

Lemme 1.10. Soit le domaine : Ky, = {(z,t)|(x — z1)?> + (t — t1)? < R%,t < t1} ( c'est un
semi-disque inférieure du disque K = {(x,t)|(x —z1)? + (t—t1)? < R?}). Si u satisfait l’inégalité
Pu > 0 ou P est uniformément parabolique. Si uw < M dans la partie de K ou t < t1, alors
u(P) < M, ici P est le centre de K.
Démonstration. On définit la fonction auxiliaire

oo, 1) = e-l=aalt-t)] _ g
par calcul on a

Pu = e~ [@=r)*+alt=t1)] [4a(z — x1)* — 2a — 2b(z — 1) + a.

En choisissant o > 0 assez large, on a

Pv>0 dans K pourt <t

La parabole
(x — :L’1)2 +a(t—1t)=0

est tangente au segment ¢ = ¢; en P. Notons C’ la partie de 9K au-dessous de la parabole

(contenant les points extrémes), C” la partie de la parabole dans K. Notons D la rigion entre
C" et C". Car C'est compact et u < M dans K7, il existe une constante n > 0 telle que

u<M-n sur C
On construit la fonction
w(x,t) = u(z,t) + ev(z,t)

ol € est une constante positive a choisir. On trouve que v = 0 sur C”. Donc on peut choisir un
¢ telle petit que les propriétés suivantes sont réalisées :

(i) Pw=Pu+ecPv>0 dans D

(i) w=u+ev<M sur C’

(iti) w=u+ev<M sur C”

Supposons que u(P) = M

De (i) on sait que dans D, w n’atteint pas le maximum (lemme 1.8), donc le maximum de w

dans D est M et que w l'atteint en P. Par calcul différentiel on a

%QZ)ZO en P
Par calcul on a en P, %:—a<0donc on a
ou ov
— > —e— P
5 = €8t>0 en



Mais comme le maximum de u est atteint en P, on a

ou 0%u
ow g~ P
ox 0, ox?2 — 0 en

Ceci contredit le fait que Pu >0 U

Démonstration. (du théoréme 1.2.1.) Supposons que u(x1,ty) < M, t9 <T. Notons le segment
l1 = {(x,t)|x = z1}. On prend 7 = sup{t|(x1,t) € Ep,u(r1,t)} < M. Notons P = (x1,7)
Par contimuité, u(P) = M. Par le lemme 1.9, on a : il existe un R > 0 telle que pour tout

(z,t), |z—mz| <R, to<t<tonau(z,t)< M. Cecicontredit le lemme 1.10. O
Lemme 1.11. Soit la région Ey, = {(z,t) € Er|t < to}, Supposons que u satisfait
0%u Ju Ou
= t)— +b(z,t) — — — >0
Pu=alet)gm +o@ g — 5 =

et que P est uniformément parabolique. Supposons que a, b soient bornés, et que u soit de classe
Cl. En un point P = (zo,t9) € OBy, uw(P) = M, pour tout (x,t) € Ey,, u(z,t) < M et que P
se trouve sur le bord d’un disque K C Ep qui tengent OEp en P avec le centre (x1,t1), 1 # Xo.
Notons K;y = K N Ey,, Si on note 9% la dérivée par rapport a la normale extérieure de Ey, en

Ou
P, alors

0
£>0 en P

Démonstration. On construit un disque K; de centre P est de rayon R < |xg — 21]. Notons
C" = 0K1N Ky, (contient les points extrémes), C” = K N Er,. on note la partie D = K7, N K7,
donc la frontiere de D est C’, C” et la partie du segment ¢t = tg.

On a les propriétés suivantes :

(i)u < M sur C" — P
(ti)u =M en P
(i74) 1l existe une constante n > 0 telle que u < M — n sur C".
On construit la fonction auxiliaire
v(z,t) = e—oll@—a1)?+(t—t1)’] _ —aR?,
on a
Po = 2ael@=1)*+(t=10)’] 2a(x — x1)* —a — bz —21) + (t — t1)]
Donc pour « suffisamment grand, on a
Pv > 0 pour tout (x,t) en D.
On construit la fonction
w=u-+Ev
La propriété (iii) nous permet de choisir un ¢ assez petit pout que

Pw > 0 sur D
w < M sur C'

Comme v =0 sur 0K, on a
w< M sur C" — {P}
et w(P)= M.
Dans D, on applique le principe du maximum (Théoréme 1.6). on obtient que le maximum
de u sur D U D est atteint seulement en point P, donc en P

ow_ou, o
o Ou O~
Mais par calcul on a g—z < 0. Donc %Z >0 O



Remarque. (i) Si l'on prend l'opérateur de la forme

)
P=L-z+h

Ou h < 0 est une fonction (localement) bornée, alors on prend la méme fonction auxiliaire
v = e ol@=2)*=(=0% _ c=aR* gans le méme domaine du lemme 1.7, par calcul,

Pv = 2(16_0‘[(”_@2_“_{)2][2aa(w —z2)? —a—blx—T)+(t—1t)+ %] — he R
Car h <0 est bornée, on peut choisir a assez grand tel que Pv > 0. En suivant la démostration
du lemme 1.7(conclu par une contradiction a la remarque aprés le lemme 1.8), on trouve que :

Si le maximum de u dans Ep est M > 0 et u < M dans un disque K, u= M en un point P
de OK . Alors la droite tangente a 0K en P est paralléle a l'aze x.

Par la méme démostration du lemme 1.9, on a :

Supposon que dans Ep, u satisfait

Pu >0

avec P uniformément parabolique. Supposont que u < M en le point (xg,ty) € Ep, et u < M sur
Ep. Sil est un segment paralléle a l'axe x contenu dans Ep, alors uw < M surl. Ici on suppose
M >0

Pour le lemme 1.10, on prend la fonction auxiliaire

v(z,t) = e~ [@—a)* talt=t)] _
Par clecul,
Pu = e [@=m)*talt=t)] [4a(x — 21)* —2a — 2b(x — 1) +a +h] — h

Car h < 0 est borné, on peut aussi choisir un « assez grand tel que Pu > 0 et puis on suit la
méme méthod de la démonstration du lemme 1.10.

(ii) Touts les lemme et théoréme de 1.2.1 a4 1.11 sont encore vrais dans le car ou la dimention
est plus grande.

Le lemme 1.8 est encore vrai dans le car de dimention grande : car L = L — % ot L est
elliptique, par le lemme 1.1, si u atteint le marimum, Lu < 0, et %u = 0. Donc Pu < 0,
contradiction.

Dans le lemme 1.7, on pend les hyperplants a la place des droites. Pour la démostration, on
prend encore les boules par la méme méthode et la fonction auziliaire

U(CL‘, t) — G_Q[Z?(mi_fi)Q_(t_f)Q] — e_OZRQa

donc
Pv=Lv— Z:
= e i Cmm =01 462 N " a5y — 3 (w0 — 75) — 200 [ + bilwi — )]}

L=l i=1
— 2qe~ it (zi—%)—(t=0)] (t—17)
— e—alin (wi—zi)—(t—1)]

n n
x {40 Y~ ag(zi — ) (wj — F5) — 200 Y _[ag + bi(wi — £3)] — 20t — 1)}
i,j=1 i=1
Car L est uniformément elliptique,
n n
> il — @) (x5 — 35) > po Y (i — @)
ij=1 i=1

Par la méme critique du théoéeme 1.2, Pv > 0, par la démostration du lemme 1.7, on sait qu’il
est encore vrai.
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Le lemme 1.9 dans la cas de dimension grande découle du lemme 1.7 de version de dimension
grande.

Pour le lemme 1.10, on prend la fonction auziliaire v = e~ [X7 (@i—a)* = (=] _ 1, et on consi-
dere la parabole Y I (z; — ;) — (t — )2 = 0. Les choses restes sont les mémes que ceuz-la du

lemme 1.10.
(iii) Dans le cas ot la dimension est plus grande, le (i) est encore vrai. Les démonstration
sont mémes que ceuz-la dans (i) par les fonctions auziliaires dans (ii).

Ce qu’on utilisera dans les parties suivantes sont (ii) et (iii).
2. QUELQUES RESULTATS SUR L'ESPACE DE SOBOLEV
Définition 2.1. Pour tout Q C R™ ouvert, et p € [1,00], on définit l’espace de Sobolev :
WEP(Q) =: {u € LP(Q) : D € LP(Q) pour tout « € N, tel que |a| < k}

Toutes les dérivées ici sont au sens des distributions. Et on définit sur WP (Q) une norme :

1/p
el = / S (DU ds

2al<k

Définition 2.2. Avec les méme notations, on définit Wg’p(Q) comme l’adhérence de sous-ev

Ck(Q) dans WkP(Q), ou de fagon équivalente, on prend D(RQ) au lieu de CF(Q).
On note H*(Q) =: Wk2(Q) et H}(Q) =: Wéc’z(Q), ce sont des espaces de Hilbert.
Remarques. (1) Tous les espaces ainsi définis sont des espaces de Banach.
(2) On observe une inclusion continue pour les normes €évidentes :
O WhP s (LP)NH1
ur— (u, DY, -+ | DN
ol o parcours tous les possibilités : o € N™ et |a| < k. Et on en déduit les propriétés de
la réflexivité et la séparabilité dont ne fait pas l’énoncé ici.
(3) On peut faire la méme chose pour Wég’p(Q).
Définition 2.3. Une fonction u € C(R2) est dite dans C*(2), pour a € (0,1), si

z,yEQx#y ’x - y|a
on munit C*(Q) une norme définie par
lulo =: Ju|loc + Ha-
on aussi définit l’espace C"™*(§2), consiste les fonctions u € C(Q2) telles que
[t = Julloo+ 3 1D%uly < oo
B:0<|B|<m

Les espaces ainsi définis sont des espaces de Banach.

Théoréme 2.4. .

1p Lr(Q) sip<n
W (@) = { c)  sip>n.
1 11

ou = p n Ji.e. p* =np/(n—p), et le symbole — signifie une injection continue. De plus,on

a les inégalités : pour tout u € Wol’p(Q),
[ullp < ClDullp si p<mn,
[ulloo < M|[Dull, si p>mn.
Ici, C ne dépend que de n,p, M ne dépend que de n,p et du diamétre de €.
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Démonstration. On va commencer par démontrer la premiére inégalité de ’estimation (2.4) pour
u € C}(Q). Dans le cas ot p = 1, on a pout tout 4,1 <i <mn :

7)| = \ [ ot < [~ outa,

—00

1/(n—1)
fu(a)[ ) < (H/ Drule |dxl> |

Puis on intégre par rapport & chaque variable z;, on observe que chaque fois que 'on fait
I'intégration, il y a un facteur ne dépend pas de x;, ceci on-permet d’appliquer 'inégalité de
Hoélder plus générale : ||ug - um|l1 < |Jutllp, -« - ||ullp,,, lorsque p% + -4 Zi = 1. On obtient
I'inégalité :

et donc

1/n n
1
=1

d’ott [|ully/n-1) < Cl|Dullx.
Pour p > 1, on observe que u € C}(£2), implique |u|* tu € C1(Q) pour tout a > 1, de plus,
on a D(|Ju|*"tu) = a|u|/* ! Du. Donc on a :

H\U\“Hn/(n-l) < aCl|lul*~" Dully < Olful*~ [l | Dull,

si on prend a tel que a1 = p'(a — 1) i.e. a = p*(1 — %) > 1 on peut exactement obtenir
I'inégalité que l'on veut : Hu||p* < aC||Dul|p, et par la définition de l'espace Wol’p(Q), cette
inégalité reste encore vraie pour u € WO1 P(Q)

Pour le cas ol p > n, on ne donne pas la démonstration ici, par contre, on va donner un
résultat plus fort ci-dessous. O

Corollaire 2.5. On a des inclusions continues :
k, k—1,p}f
Wy (Q) — Wy 7 (Q)
en particulier, on a :

LPe(Q) si kp<n

k.p ne

o (Q)‘%{ Cm(@) si 0<m<k—n
1

Py

S|=
S
S~

ou on définit py = p,pf = (pj_,)*, i.e. Piz* =

Démonstration. 11 suffit de montrer le corollaire dans le cas ol =1:Vu € Wg P(Q), par 'inéga-
lité de Sobolev, on sait que u € Wk LP"(Q), d’ott une inclusion de Wéc’p(ﬂ) dans Wég_l’p* (Q), et
si on a une suite (up)p>1 dans Wé"’ P(Q) qui converge a la fois vers u € VVSg P(Q) pour la norme
|| - ||Wéc,p, et vers v € Wéc_l,p*(Q) pour la norme || - ||Wéc_1,p*, alors u = v p.p. et par le théoréme
du graphe fermé, on a la continuité de cette inclusion. O

Remarque. En général, on ne peut pas remplacer Wg’p(Q) par WFP(Q) dans le théoréme preé-
cédent, mais si on inclut la régularité du bord du domaine, par exemple, si on suppose que ) a
pour bord Lipschitzinne, on a les inclusions continues :

L/ =kp)(Q) s kp <n

whr@) = { G . .
) CrH () st 0<m<k—3.

n

Lemme 2.6. Pourp>n, eta=1— D il existe C > 0,tel que pour toute u € D(R™), on a :

u(z) = u(y)] < lullwrele =y, Ve,y € R™
10



Démonstration. On note par C, un cube de coté de longueur p dont l'origine est un point
d’intérieur, on a :

1 1
lu(z) — u(0)] = /0 a:-Vu(tx)dt‘ < p/o Vu(te)|dt Vo € C,.

1 [t
i [ v
1Y 0 t Ctp
et par 'inégalité de Holder, on obtient :

1/p 1/p
/ \VU(y)Idy§</ IWI”dy> (/ dy) < M(tp)"" ||ullyr.p,
Ctp Ctp Crp

on en déduit finalement :

Alors, on a :

1
o /C,, u(z)dx — u(0)

1 1
p 0 C,

1 /Ctp u(x)dz —u(0)

,,n < Cplullwr

On peut refaire tous les arguments si on remplace 0 par un autre point y dans I'intérieur de C),
on en déduit |u(x)—u(y)| est contrdlé par 2Cp®||ul|y 1. lorsque x,y € C,, et on peut aussi refaire
tous les arguments pour n’importe quel cube de coté de longueur p, dans la démonstration, C
ne dépend pas du cube que 'on a choisi, donc le résultat est vrai. O

Théoréme 2.7. Pour p > n, on a des inclusions continues :
WP(R™) — C(R")

sur C(R™), on prend la topologie de convergence sur tout compact qui le rend un espace de
Fréchet. Le résultat plus fort est :

WHP(R™) < C%(R")
o v =1— %, et on prend la topologie sur C*(R™) connu qui le rend un espace de Fréchet.

Remarque. En effet, on a : WIP(R") = Wol’p(R”), i.e. D(R™) est dense dans WP(R"), on
va utiliser cette remarque dans la démonstration suivante.

Démonstration. Pour tout u € WHP(R™), il existe une suite (up),>1 dans D(R™) qui converge
vers u pour la norme || - ||y1.0, pour un compact K C R™ fixé, et on applique le lemme (2.6),
on trouve que la suite (uy)p>1 est une suite de Cauchy pour la norme || - ||x, donc elle est une
suite de Cauchy dans 'espace de Fréchet C'(R™), et il est clair que la limite de cette suite dans
C(R™) coincide avec u p.p. donc on a I'inclusion naturelle de W1P(R") par C(R"). Puis cette
inclusion est continue, avec le théoréme du graphe fermé, c’est trivial.

Pour la deuxiéme partie de théoréme, on a :

sup Ju(z) = uly)] < Cllullyrp Yu € D(R™).
z,yER? ’x - |a
Ainsi on voit que la suite qu’on vient d’utiliser est de Cauchy dans l’espace de Fréchet C*(R"),

tous les autres sont ressemble & la premiére partie de la démonstration. O

Remarque. Si on remplace R™ par Q dans le théoréme (2.7), on a le théoréeme de Morrey qui
nous-donne le méme résultat :

pour tout p > n, Wol’p(Q) — C*(Q) de facon continue

Corollaire 2.8. Pour k plus grand, on suppose k— % —1<m«< k—% et = k:—m—% € (0,1].
510 < a <1, alors on a l'inclusion continue :
WHEP(R™) < C™(R"),
11



et si o =1, alors pour tout 0 < B < 1, on a linclusion continue :

WEP(R™) — C™F(R™).
les résultats ici sont encore vrais si on remplace R™ par un domaine ) de bord assez régulier.

On distingue ici un résultat essentiel qu’on va utiliser dans le texte suivant.

Lemme 2.9. Pour tout p > n, et tout ) assez régulier, on a l'inclusion continue :

WP (Q) < O™ b(Q),
ot =1 — %, on peut écrire pour tout u € W™P(Q) :

Ut < K ullyms.

ot K est une constante.

3. LA CONSTRUCTION DES SOLUTIONS PAR LA METHODE MONOTONE

3.1. Problémes elliptiques. Ici, on va utiliser une méthode appelé la méthode monotone pour
construire la solution du probléme (1). Pour commencer, on donne les définitions de sous et sur
solutions du probléme (1).

Définition 3.1. Une fonction ug € C%(Q) N C*() est dite une sur solution du probleme (1),
ston a:
Lug + f(x,up) <0, et Bug>g;
de méme fagon, on dit vg € C%() N CY(Q) est une sous solution de probleme (1), si on a :
Lvg + f(x,v0) >0, et Bug <g.
Et on admet ici quelques résultats importants qu’on va utiliser dans la construction de la
solution du probléme (1)

Théoréme 3.2. Soit Q C R un domaine de classe C*®, avec k > 2, et soient ¢(x) <0, f et
les coefficients de l'opérateur L bornés de classe C*. Alors, pour toute ¢ fonction continue sur
09, le probléme de Dirichlet

Lu+c(x)u=f dans £,
U= sur 0€Q.
a une unique solution u € C**() N C(Q).
Lemme 3.3. Soit c(z) <0, et soit u € W*P(Q) telle que

Lu+c(x)u = f(x) dans Q,
Bu=g sur 0.

Alors il existe C, indépendant de f,qg, tel que
ullwze < CU[fllp + lgllm—1/p);
oum=2,si Bu=uetm=1 siBu:%—l—ﬁ(:n)u, et
Iolfisp = _int ol
vlop=g

Lemme 3.4. Soient f € C*(Q), g € C1(99Q) si Bu = u, g € C?*?(9Q) si Bu = % +B(x)u, et
c(x) <0, non identiquement nulle si B =0, u € C>%(Q) est une solution du probleme suivant :
{ Lu+ c(z)u= f(z) dans 9,

Bu=g sur O0f2.
Alors on a Uestimation de Schauder :
[ulz,0 < C(|fla + l9l1a)

ot C' ne dépend pas de u, f et g.
12



Théoréme 3.5. Soit 2 C R" un domaine borné de classe au moinss C?%, et soient ug, vy €
C%(Q) N C*(QY) deux fonctions ug(x) > vo(z) telles que :

Lug + f(x,u0) <0, Bug>g

Lvg + f(x,v9) >0, Bug<g.
Supposons f est C' par rapport & u sur minvg < v < maxug. Alors, il existe une solution
régulére w du probléeme (1) :
w e C*(Q)NC*Q), Lw+ f(x,w) =0, Bw=g.
De plus, on a vy < w < ug.
Démonstration. La fonction %(m,u) est continue sur § x [minwy, maxug|, donc bornée. On
prend M assez grand, tel que

0
a—f(x,u) +M >0, VxeQ et Vu € [minwvg, maxup.
u
On définit un opérateur 1" de la facon suivante : v = Tu, ot v est I'unique solution de
Bv =g.

L’opérateur T est continue de C%(Q) vers C%%(Q)) par I'estimation de Schauder pour le probléme
elliptique & condition limite, de plus T est strictement monotone au sens : si v < u,et u # v,
alors Tv < T'w dans €). En effet, on a :
(L — M)Tu = —[f(z,u) + M,
BTu = g,

{ (L—M)Tv=—[f(z,v) + Mv],
BTv=g.

d’ou :
{ (L —M)(Tu—Tv) = =[f(z,u) - f(z,v) + M(u—v)],
B(Tu—Tv) = 0.

Or f(z,u)— f(z,v)+ M(u—v) = (%(:ﬁ,f)jLM) (u—v) >0, sionprend w=Tu—Tv,ona:
(L— M)w <0, Bw=0.

Par le principe du maximum fort, w > 0 dans €2, ou w = 0, ce qui est exclu.
Maintenant, on définit w1 = Tug et v1 = Twvy. On montre que u; < ug et v1 > vy. Par la
définition, on a
(L — M)ur = —[f(z,u0) + Mug],
Bu; =g,
donc en considérant I’hypothése, on a
(L - M)(’LLO - ul) = LUO + f(:E?uO) < 07
B(UO - ul) > 0.

Le principe du maximum dit alors que ug — u; > 0 i.e.u; < up dans © (Ici on suppose que ug
n’est pas une solution de probléme (1), sinon, il n’y a rien & montrer). On montre v; > vy par
le méme raisonnement. Par la monotonie de T', v; < wuq. Ainsi, par récurrence sur k, on définit
up, = Tup_1, et vp = Tv_1, alors on a vy < ug dans £, et donc on obtient une suite suivante :

Vo <V <o < < - < up << up < up.
Puisque les suites (ux)r>0 et (vg)r>0 sont monotones, on peut définir :
(z) = lim ug(x), et o(x) = lim vy(z) Vo € Q.
k—o0 k—o0
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On va noter ¢y =: —[f(z,ur) + Mug] et ¢ =: —[f(z, @) + Mal, la suite (px)r>0 est bornée

D
pour la norme uniforme, et ¢ — @ simplement lorsque k£ — oo, on a donc g = @ pour tout
p € [1,00) par le théoréme de la convergence dominée. On choisit p > n, pour tout m, k

(L_M)(Um—Uk):QOm—gOk, dans Qa
Bty —ug) =0 sur 9.

par le lemme 3.3, [|um, — ugllwzr < Cllem — @illp, la suite (ug)r>0 est de Cauchy dans I'espace
de Sobolev W2P(€), on arrive a la convergence uy — % dans Pespace W2P(Q)). Puis, le lemme
2.9 permet de dire uj, — @ lorsque k — oo dans I'espace de Hélder C1%(€2), avec a = 1 — %.
La suite (ug)g>o0 est bornée, donc la suite (pg)r>0 'est aussi. Le lemme 3.4 permet d’écrire
[um — ugl2,0 < Clem — @kla, d’ott la suite (ug)r>0 est bornée dans 'espace de Holder C?(Q)
Par le théoréme d’Ascoli-Arzela, de toute sous suite de (uy)r>0, on peut extraire une sous-sous
suite qui converge dans C?(Q), et par la convergence simple, on sait sa limite est @, on en déduit

facilement que uy, — @ dans C?(£2). Donc on a :
Lug — Lu, @i — ¢, et Bup — Bt lorsque k — oo.
On fait £ — oo pour le systéme

(L — M)ugs1 = —[f(z,ug) + Muy] dans £,
Bup =g sur 0f).

alors
(L—M)u=—[f(x,u) + Mu] dans €,
{ Bu =g sur 0N.
c’est-a-dire
La+ f(z,a) =0 dans £,
{ Bu =g sur 09.

Donc @ est une solution classique du probléme (1). Le méme raisonnement dit que ¢ est aussi
une solution du probléme (1). O

Corollaire 3.6. Les solutions i et v construites dans la preuve du théoréeme 8.5 sont les solutions
mazximale et minimale telle que vo < u < wg, i.e. si w est une autre solution du probléme (1)
telle que vg < w < ug, alors v < w < V.

Démonstration. w est une solution du probléme (1) si et seulement si w = T'w. Puisque T est
monotone, on a Tvy < Tw < Tug, i.e. v1 < w < up, par récurrence sur k, vy < w < uy, on fait
k — oo, alors v < w < 4. O

3.2. Problémes paraboliques. Dans cette section on considére le probléme de Cauchy sui-
vant :
Pu= Lu+ f(x,u) — % =0 dans Er,
(3) Bu=g(z,t) sur 0Qx(0,7),
u(z,0) =g(z) sur Epn{t=0}.
Ou ET =0 x [O,T].
Définition 3.7. Une fonction ug est dite une sur solution si
Lug + (2, uo) — % <0,
Bug > g.
uo(z,0) > g(x).

On définit de méme facon la sous solution.

Théoréme 3.8. Si pour le probléme (3), il existe une sur solution ug et une sous solution vy,
ug > vg, alors il existe une solution classique du probléme (3)
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Démonstration. (existence) Comme dans la démonstration du probléme elliptique, on forme la
suite monotone de ug :

(P— M)uy = —[f(z,up) + Muy|
et
(P — M)uy < —[f(x,up) + Mug]
On en déduit
(7) — M)(u1 —uo) Z 0

(u1 = wo)lop, <0

Une fois qu’on puisse montrer que uy < ug, par la construction de cette suite (méme que celui
du probléme elliptique), on sait que {u,} est décroissante.

Donc si maz{u; — up|(x,t) € Er} > 0 on sait que ce maximum est atteint en (xq,t1) €
Ep, donc par le troisiéme lemme dans la section du principe du maximum parabolique, on a
u1 — ug = M > 0 dans 'hyperplan ¢ = ¢;. Ceci contredit la condition bornée u; — ug < 0 et le
fait que u; — ug est continue dans E7. Donc u; < up.

Dans le cas ou Bu = % + f(x)u. De méme, on a

(P—M)uy = —[f(z,up) + Mug|

B(u1 —uo)lop, <0
Si M = maz{u; — up|(z,t) € Ep} > 0.
Si ce maximum n’est pas atteint dans Ep, on sait qu’il est atteint en un pointP = (xg,ty) €
OEr, donc 8 %| p >0, u(P) > 0, ceci contredit la condition aux bords.
Si ce maximum est atteint en P = (xg,t9) € Ep, par le lemme 1.9, v = M dans 'hyperplan
t = tg, donc si Q € OB Nt = ty, ﬁ%k} =0, u(Q)=0, donc Bu > 0, contradiction.
Donc ceci forme une suite croissante (pas strictement).
O

Sur la régularité, on construit d’abord la solution fondamentale.

Définition 3.9. Soit P est un opérateur parabolique définit dans une région Ep = Qx[0,T], une
solution fondamentale T'(z,t;&,7) de P est une fonction définite dans Qx (0,T)xQx (0,T)N{t >
T} telle que les propriétés suivantes

YV, 7)€ Q2 x (0, T) PII]=0;
VieC® lim [ Tl t:Em)f(E)dédr = f(x)
t—T1 Er
soient vérifiées.
Définition 3.10. On dit l'opérateur L + c(x,t) — % est de Ay si tout les coefficients de L sont
continues, et ¥(x,t), (xo,to) € Er,
|aij(,t) — aij(wo, to)| < Ala — xo|* + [t — to|*/?
|bi(, 1) — bi(wo, to)| < Al — xo|™ + [t — to|*/2
le(x,t) — ez, to)| < Alx — xo|* + [t — to|*/?
soient veérifiées.

Théoréme 3.11. Si un opérateur P est parabolique et Ao, Q ouvert borné, alors dans Ep =
Q x (0,7T), il existe une et une seule solution fondamentale.

La démonstration est assez longue, ici, on ne fait qu’'une esquisse. La méthode est, en gros,
(i) construire la solution fondamentale Z(x,;£,7) de I'opérateur de coefficient constant P| ;)
sur Ep; (i) on voit

t
D(x, 46, 7) = Z(2, 4,6, 7) + Z(x,t;n,0)®(n,05&,7),
[



on veut I' soit la solution fondamentale de P dans ET, (iii) on peut montrer que si f(z,t) est

une fonction de 8 — Holder par rapport & x dans Ep, V fO fQ z,t6,7)f(6,7) est C? et
OV (z,t L[ OZ(x, L€,
® a(f) -/ (xangf(f,T)dfclT
0?Z(x,t;€,7)
(b) (9@8:6] / / O0x;0x; T Omon, ST
oV (x,t) 82 Z(z,t;€,7)
(C> 8t .Z' t /dT/ ;1 al] 57 81_18.%,] f(§77—)d€

Car P[I'] =0, on a

botir) = L2 &)+ [ [ L2(ts. 0000003 )i
On résout cette équation intégrale. On peut aussi montrer que ® est assez réguliére.
Notons S = 0Er N{T >t > 0} = 90Q x (0,T]
Théoréme 3.12. Si L est uniformément elliptique et Ao, la solution du probléme de Cauchy :

Pu= Lu+ f(x,t) — ——0 dans Er,
Bu = g(x,t) sur S’,
u(z,0) = g(z) sur Ern{t=0}.

peut étre construite par

ule, 1) = /0 /Q P(z,t:€,7)¢(€, 7)dSedr + /Q P(a, 1€, 7)g(€)de

t
+ /0 /Q P(a,t:6,7) f(€.7)dédr

Ou ¢(&, 7) est une fonction continue a déterminer.
Si 'on utilise ce théoréme pour construire la suite monotone, on a

Puy = Luy + f(x,up) — 85;1 =0 dans Er,
Bu = g(x,t) sur S,
ui(z,0) = up(x,0) sur Epn{t=0}.

donc

t
u (1) = / /Q D(a,t:6,7)$(E, 7)dSedr + /Q D(a,t:6,7)9(E)de

t
+ /0 /Q P(a,t:€.7) £ (€, uo)dédr

t
wn(, 1) = /0 /Q P(a,t:6,7)b(E, 7)dSedr + /Q P(a,t:6,7)9(6)de

t
+/0/QI‘(J:,t;f,T)f(f,un_l)dédT

Car {u,} converge ponctuellement, et tout les u, sont majorés par ug, qui est intégrable
dans Er. f(z,u,) — f(z,u) dans Ep. Car f est continue dans Q x [max(ug), min(vo)], alors
supp (f(x,uy,)) est borné dans Ep. Car toutes les f(z,u,) sont majorées par supy, (f(z,uy)), par
le théoréme de la convergence dominée, on a f(x,u,) — f(z,u) an sens de LP.

On voit le terme .
/ / Tz, t:€,7) (€, wn_1)dédr
0JQ
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par l'inégalité de Holder,

t
F(w,t;f,T)f(ﬁ,un_l)%dT—/O/Ql“(m,t;g,T)f(f,un_l)dde

<22 > 1L (2, w) = (@, un) [ 2
Car ||T'|p2 < +oo, ||f(x,u) — f(x,un)| 2 — 0, donc

// x, 6, 7) f (€, up—1 d{dTH// x, &, 7) (& uw)dédr,

donc u satisfait :

ula,t) = /O /Q P(x, t:€,7)p(E, 7)dSedr + /Q P(a,t:€,7)9(E)de

t
+ /O /Q D(a,t:6,7) f(€, w)dédr

Le premier terme et le duexiéme terme sont déja réguliers. Ici si on admet que le u est Lipschiz,
par (a),(b),(c), on sait que u est régulier.

Théoréme 3.13. Une sur solution de probléme elliptique donne une solution décroissante de
probléme de Cauchy.

Démonstration. On a
Lug + f(x,up) <0,
{ Bu>g
On sait que ug est une sur solution du probléme de Cauchy, donc de ug, on peut construire
une solution de ce probléme, notée u. Par le théoréme d’existence, on sait que u < wug, et
u(x,0) = up(z). Donc on définit
u(z,t +h) —u(z,t)

wp(z,t) = b .

Donc wy, satisfait
L+ &uwy, — 86% =0
UJh(fL', 0) <0
Bw;, = 0 sur 0FET
Ou

1
En(z,t) = /0 fulz,su(xz,t + h) + (1 — s)u(z,t))ds.

Donc par le principe de maximum, wp < 0. Donc on prend limy,_,g+ wp, alors u; < 0.

4. SEMI-GROUPES D’OPERATEURS A UN PARAMETRE

Pour étudier les problémes paraboliques, la connaissance de semi-groupe des opérateurs est
trés utile. Dans cette section, on va donner la définition et un peu de propriétés des semi-groupes
d’opérateurs.

Définition 4.1. Soit H un espace de Hilbert, et {S(t),t > 0} une famille des opérateurs linéaires
continues de H vers H telle que

(1) S(0) = 1Id;

(2) St +1t2) =S(t1)S(t2),  t1,t2=0;

(3) St)re C(Ry,H), VxreH;

4) [IS@I <1,

alors on dit que S(t) est un semi-groupe d’opérateurs contractants a un paramétre, et on dit
simplement semi-groupe contractant dans le texte suivant. De plus, si S(t) vérifie toutes les
conditions ci-dessus sauf la condition (4), on dit que S(t) est un semi-groupe.
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Définition 4.2. Soit {S(t),t > 0} un semi-groupe contractant sur lespace de Hilbert H, on

note
S(h)x —
D= {x € H: lim w em’ste},
h—0+ h
D est un sous espace vectoriel de H, sur D, on a un opérateur B : D — H linéaire défini par
S(h)x —
Bx = lim (h)x x,
h—0+ h

B est appelé le générateur de semi-groupe contractant S(t).

Proposition 4.3. D est dense dans H, et ¥Vt > 0,x € H, on peut définir x; = fg S(T)xzdr, alors
x € D, de plus,

¢
S(t)x —x = By = B/ S(r)xdr.
0

Démonstration. Pour h > 0,

Fsma - = ¢ ([ St iy~ | tsmxdf)
1

= h( hHhS(T)xdT— /0 t S(T)J:dr)

_ ;( /t " S (ryadr - /0 hS(T)de)

on fait h — 0+, le terme a droite tend vers S(t)x — z, d’'ou z; € D, par la définition, Bx; =

S(t)x — x. De plus, on a %xt — x, lorsque t — 04, ceci implique D est dense dans H. O

Définition 4.4. Soit E, F' deux espaces vectoriels normés, l'opérateur T : ®(T) C E — F est
dit fermé si up, € D(T), up, — u, Tu, — v implique v € D(T') et Tu = v.

Proposition 4.5. Pour tout x € D, S(t)x € C(Ry, H), et
t t
S(t)yr —x = / BS(7)xdr = / S(r)Bzdr t >0,
0 0

on en déduit B est un opérateur fermé.

Démonstration. Pour tout z € D,;t > 0, on a
1 1
(S(h) —1d)S(t)x = ES(t)(S(h)a: —z), h>0.

LSt + h)x — S(t)w) = -

h
on fait h — 0+, et on obtient

DtS(t)x = BS(t)xr = S(t)Bx

ici DT signifie la dérivée a droite. De méme, pour t > 0,si 0 < h < t, on a

(S — S(t — h)z) = S(t — h)~(S(h)z — ).

1
h h

ainsi, on obtient

D™ S(t)x = S(t)Bzx, ze€d,t>0.
Donc, &S(t)x = S(t)Bx = BS(t)z, ceci bien implique que S(t)z € C(Ry, H), et on intégre
cette équation

Sz — 2 = /0 " BS(r)rdr /0 " $(r)Burdr.

Puis, B est fermé. En effet, si x, € D, x,, — z, Bx, — v,

Ly, - >—1/hs< )Bayd
. Ty xnih 5 7)Bx,dT.
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alors, lorsque n — oo,

Lisme - =1 [ s
. =/ T)ydr.
d’ot )
Jim - (S(h)e —2) = S50)y =y
i.e.x € D, et Br =y, donc B est fermé. O

On a un résultat concerne la réciproque des propositions ci-dessus.

Théoréme 4.6. Soit H un espace de Hilbert, D un sous espace dense de H, un opérateur linéaire
continue B : D — H est le générateur d’un semi-groupe contractant si et seulement si

(1) B est fermé.
(2) pour tout A >0, A — B: D — H est bijectif, et [N\ — B)71|| <1

Démonstration. Dans sens direct, on a déja montré que si B est un générateur d’un semi-groupe
contractant, alors il est fermé, de plus, pour A > 0, la famille {e=*S(t),t > 0}reste encore un
semi-groupe contractant du générateur B — XA : D — H, et donc

t
e MS(t)r —x = / e S(1)(B — Nzdr, z € D,t>0,
0

t
e MS(ty—y= (B - )\)/ e MS(t)ydr, ye H,t>0.
0
Or ||S(t)|| <1, les intégrales convergent lorsque ¢ — oo, d’ou

x = / e MS(t)(\ = B)zdr, z€ D,
0

y=(\A— B) /OO e S(t)ydr, y € H.
ces égalités impliquent bien A — B est bijeoctif de D vers H, et
=Byl < [ e llar = Aol we A
donc |A(A—B)7Y| < 1.

Réciproquement, on va construire un semi-groupe contractant a partir de B.

(1) On note By = AB(A—B)~ !, ie. By = —A+A2(A— B)~!, c’est un opérateur continu sur
H. Et pour tout & € D, A > 0, observe que |A(A — B)~!|| <1, on a donc

IMNA = B) "l —a| = XTHAB(A = B) ] = ATHAA = B) 7' Ba|| < A7V|| B

d’ott A(A — B) "z — z, lorsque A — co. En considérant la densité de D dans H, de plus
la famille {\(\ — B)~!}est bornée, donc lambda(\ — B) 'z — x, pour tout € H, alors
pour xz € D,

Byz =AM\ —B) 'Bx — Bz, si A\ — oc.

(2) On peut définir pour tout A > 0 par la continuité de B) :

Sa(t) = e =" (B) . t>0.

n!
n=0

alors {S\(t),t > 0} est un semi-groupe contractant, par exemple, on vérifie que
1S3())| = lexp(t(=A + A2 (A = B) )|l = e M[leap(\*(A = B) ') < e MeM = 1.
et le générateur de S, (t) est By, i.e.

d
&S)\(t)l' = B)\S)\(t)aﬁ, Vox € H.
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On sait pour tout x € D,

Sx(t)z — Su(t)r = /0 (% (S (t = 7)S (7)) dr.

t

% [Su(t - T)S)\(T)x:| =St —71)S\(7)(Brx — B,x)

d’ou ||Sx(t)x — Su(t)x| < t||Baxz — Byxl|, alors pour tout T' > 0 et tout = € D fixés, la
famille {S)(t)x}r>0 est de Cauchy uniforme donc converge uniformément pour ¢t € [0, 71,
lorsque A — oo. Car ||Sx(t)|| < 1, et D est dense dans H, donc pour tout =z € H,
Si(t)xconverge uniformément pour ¢ € [0, 7], on note

S(t)x = )\lim Si(t)z,

alors S(t) est un semi-groupe contractant.

Enfin, il faut dire B est le générateur de S(t). Pour x € D, h > 0, S\(t)Byz — S(t) Bz,
avec convergence uniforme pour 0 <t < h, de ’équation

Sy(h)w — z = / S (r) Byrdr.
on obtient I’équation ’
S(h)x —x = /h S(7)Bxdr.
d’out ’
lim S(h)x —x

= Bx.
h—0+ h v

On a 'unicité de semi-groupe contractant.

Proposition 4.7. Soient S(t),T(t) deur semi-groupes contractants du méme générateur B.
Alors S(t) =T(t),Vt > 0.

Démonstration. Dans la preuve précédente, on a pour tout y € H,

[o.¢] o0
/ e S (t)ydr = (A= B) "y = / e T (1)ydr, YA >0,
0 0
alors pour tout z € H on a
(0.) oo
/ e M (S(1)y, z)dr :/ e (T(1)y, z)dr, YA > 0.
0 0

par 'unicité de la transformation de Laplace, on a (S(t)y,z) = (T'(t)y, z) pour tout y,z € H et
t>0, dou S(t) = T(t). O

La proposition dit que si B est le générateur d’un semi-groupe contractant, alors ce semi-
groupe contractant est unique, et va le noter par etB = exp(tB). On a

exp((t1 + t2)B) = exp(t1B)exp(teB), t1,ty > 0;

d

X e!Br = BeBy, Va e H;

t=to

t
etBac—x—B/ e Badr, Ve H.
0

Définition 4.8. Un opérateur linéaire B : ©(B) C H — H est dit accrétif si (Bz,x) > 0,Vx €
D(B), ou H est un espace de Hilbert réel, si H est un espace de Hilbert complexe on remplace
(Bz,z) par Re(Bx,x).
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Théoréme 4.9. Pour un opérateur B : D C H — H, on peut définir un semi-groupe contractant
e!B si et seulement si

(1) D est dense dans H, et B est fermé;
(2) —B est accrétif
(3) il existe Ao > 0, N\g — B est surjectif.

Démonstration. Par le théoréme (4.6), si on peut définir e/® comme un semi-groupe contractant,
alors les conditions (1), (3) sont vérifiées, et [|A(A — B)™!|| < 1 implique pour tout x € D, A >0
(A = B)z|| = All]

on a donc

1
(Bz,2) < o5 ||Bal?, Vi€ D,

A — 0+, on obtient (Bzx,z) < 0 pour tout € D, ceci dit —B est accrétif.

Réciproquement, puisque —B est accrétif, on a donc (Bz, z) < 5x||Bz|/%, on en déduit [[(A —
B)x|| > Aljz||, d’ou l'injectivité de A — B, par I'hypothése, on a en particulier la bijectivité de
Ao — B, ainsi, on a || Ag(Ao — B) || < 1, alors (\g — B)~! est continu. Maintenant, si A € R,

A=B=X=X+X—B=(Id+(\—X)X—B) H(X —B)

or [[(A—=Xo) (Mo —B)7H| < |A=Xol/Ao, si [A—Xo|/Xo < 1, alors A — B est inversible,avec I'inverse
de H vers D i.e. pour 0 < A < 2)\g, A — B est inversible, d’otl on peut remplacer Ay par %)\0
dans I’hypothése, donc A — B est inversible pour 0 < A < 3)g, on peut continuer a utiliser cet
argument, et on obtient que A — B est inversible pour tout A > 0.

A—B:D— H,

est inverse, et par l'inégalité

(A = B)a|| = All],
on a ||A(A — B)7Y| <1, par le théoréme (4.6), on peut bien définir eZ, il est un semi-groupe
contractant. O

On va étudier 'opérateur strictement elliptique L, et on va montrer que on peut définir un
semi-groupe e’ si le bord 9 du domaine § est assez régulier.

Pour simplicité, on suppose les coefficients de L sont lisses. Notons Ly =: L—\ et commencons
par définir un sous espace dense (pour la norme | - ||) de L?(Q) :

Dy ={u€ Hy(Q) : Lyu € L*(Q) au sens des distributions }
la densité de Dy dans L%(Q) vient du fait que D(Q2) C Dy. On étudie en détail 'opérateur
Ly : Dy — L*(Q)
(1) Il existe Ag > 0, pour tout A > X9, —Ly est accrétif. En effet, pour v € D(£2), on a

(—Lu,u)Lg = —/Qu Zaijaiju—i—Zbiaiu dx
=1

ij=1

= / Z O;u aj(uaij)dx—/ Zsz' O;udx
Q =1

i,j=1

= / Zn: Oiudju aijdx+/zn: Zn:ajaij—bi udjudr
Q=1 Qi1 \j=1

or
n

Z a;j(x)&€ > ap ng

ij=1 i=1
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(3)

Donc
n n
/ Z &u@]u aijdzr > Oéo/ Z |61u|2dm = OZ(]”VUH%Q
2ij=1 Q53
et on a aussi

n n
€ C
|30 (300 = | udiude| < Cllulzs - [9ullze < 51Vl + -l
i=1 \j=1

Par I'inégalité de Poincaré
Jull 2 < K[| Vullr2, Yu e Hy(9),

donc la norme ||Vu||;2 est équivalente a la norme ||u||HO1 = ||lullypr.2 sur HE (). Ainsi,
(=Lu,u)z2 > Cillullz — CoflulZ.

donc si on prend Ag = Cy, pour tout A > Ay, on a

(=Lyu,u) > alﬂquqé, Vu € D(Q2), avec a; =\ — Cy > 0.

Cette inégalité est encore vraie pour tout u € D), d’ou —L) est accrétif.

Pour XA > Ao, Ly est fermé. En effet, si on a une suite (uy)r>0 dans D, telle que u, — u,

et Lyu, — w dans L%(Q), lorsque k — oo, alors par I'inégalité

(Lx(ur — um), up — Um) > ot ||ty — uk||§{5

la suite (ug)g>o converge aussi dans H}(2), en particulier, u € HE(Q), et pour tout
v € D(Q)

/(L/\u)godx:/ulf)‘\gpd:x: lim /ukLigodac: lim /(L)\uk)gpdx:/wgpdx
Q Q k=00 Jo k=00 o Q

d’ott Lyu = w € L*(Q), et u € Dy, on a bien Ly est fermé.

On va montrer que pour tout A > A, et tout f € H-1(Q) = (HI(Q))’, le probléme de
Dirichlet

—Lyu = f, au sens des distribution

posséde une unique solution u € H&(Q) En effet, on peut définir une forme bilinéaire
a:Dyx HY} Q) — R
(u,v) — (=Lyu,v) 2

fixe v € H} (), a(-,v) est continue pour la norme || - g2, il suffit de montrer que dans
Pexpression de a(u,v), le terme de degré 2 est continu

/ Zaijaiju vdz| = /Zaj(vaij)aiudx
2 \ij=1 Q45=1
< /Zaijaiuajvdﬂf + / Zv@iuﬁjazjdx
@i j=1 Q=1
< ClVulzz (Jolle + [Vl z2)

par le théoréme de Hahn-Banach, on peut étendre a comme une forme bilinéaire continue
sur H}(Q) x H}(2). De plus, on a

la(u,w)] = (~Lyu,u) > onlullyy, Vu € D),
par la continuité de a, cette inégalité reste vraie pour tout u € H& (Q), i.e. a est coercive.

Donc par le théoréme de Lax-Milgram, il existe un unique élément u € H{(9), tel que
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a(u,v) = (f,v), c'est exactement a dire —Lyu = f, au sens des distributions. D’ou la
surjectivité de Ly — A, avec A > 0.

Ainsi, par le théoréme (4.9), on peut définir un semi-groupe contractant e, pour tout

A > Ag. Clest-a-dire, on peut définir e(L=) | alors el =: e!*e! (L= est un semi-groupe. De plus,

on peut montrer 'unicité de semi-groupe engendré par L de méme facon que la démonstration
de l'unicité du semi-groupe contractant.

5. SUR ET SOUS SOLUTIONS FAIBLES

Dans cette section, on va donner quelques résultats sur les sur et sous solutions faibles.

Définition 5.1. On définit l'opérateur adjoint L* de l'opérateur L. Le domaine de L* est défini
comme :
D(L*) =: {p € L}(Q) : il existe ©* tel que (Lu, @) = (u,*) pour tout u € D(L)}

*

et pour ¢ € D(L*), on note p* = L*p.

Définition 5.2. Soit ug une fonction bornée et mesurable dans ), on dit que ug est une sous
solution faible du probléme (1), si

/ (uOL*go + f(m,uo)ap> dx >0
Q

pour tout ¢ > 0, € D(L*). Et on définit la notion de sur solution de méme fagon.

Lemme 5.3. Soit ug € L*(Q) et supposons que (ug, L*¢) > 0 pour tout p € D(L*), ¢ > 0.
Alors la solution du probléeme

Lu—u; =0 z€eN t>0
Bu|ga =0 t>0
U(CL’, 0) ZUO('r)

est croissante par rapport a t.

Pour simplifier, on suppose dans la démonstration Bu = u.

Démonstration. Par le théoréme (4.9), on a un semi-groupe e’ sur L2(€2), d’ott une écriture de
u(x,t) :
u(z,t) = elug(x)

2 L. ..
pour L = Zf i1 aij%axj +> 0 8%1" on écrit explicitement L*, on trouve L* reste encore un

opérateur elliptique, il engendre un semi-groupe e‘*". Montrons que e!*” = (eX)*. En effet, si on
note S(t) = e'”, alors S(t)* reste encore un semi-groupe, et on suppose le générateur de S(t)*
est L, pour u € D(L),v € D(L*), on a

(S(t)qz —u

passe & la limite, on a (Lu,v) = (u, Lv), puis par la densité de D (L) et D(L*) dans L*(2), on
a bien L = L*. Donc pour tout ¢ € D(L*),» > 0,

(ut’ SO) = (LU, SO) = (LetLu(]v SD) = (UO) etL*L*QO) = (an L*StL*Qp)a

dans les égalités on a utilisé le fait que ¢ € D(L*) implique e'*" ¢ € D(L*), comme on a montré

dans la section de semi-groupe. Par le principe du maximum pour le probléme parabolique,

et > 0, avec I'hypothése on a (uy, @) > 0. D(L*) est dense dans L?(£2), d’ott u; > 0, pour

tout ¢ > 0. O
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Théoréme 5.4. Soit uy une sur (sous) solution faible, et u(x,t) satisfait le probléme aux condi-

tions initiales

Lu+ f(x,u) — % =0, u(z,0)=up(z), Bul|sn=0.

dans le domaine T'p =: Q x (0,T). Alors
0
871: <0 (>0), dans I'r.
Démonstration. On va résoudre
{ Luy — Muy — % = —[f(z,uo) + Muyg,
Buy o= 10, ui(x,0) = up(x)
ou M > 0 est assez grand, tel que fy,(z,u) + M > 0 pour tout minp, u(x,t) < u < ugp(z). Soit
Y = Tuyg, i.e.
(L — M)y = —[f(x,u0) + Muo],
B o= 0.

si on pose u; = v1 + 9, alors, vy satisfait I’équation

Lvl—le—%ZO,
BlUl ’892 07

v1(z,0) = ug(z) — P(2).
Or pour tout ¢ € D(L*),p > 0,

/(uo(aj) — () (L* — M)dx = / uo(x)(L* — M)p — (Tug)(L* — M)pdx
Q Q
ug(L* — M) + (f (2, uo) + Mug)pdz

uo L™ + f(x,up)pdz < 0.

S— 5—

par le lemme 5.3,
8u1 . 8?)1

— =<0
ot ot —
On pose u = u1 + v, et obtient ’équation pour v,
ov
LU+f(SU,U1 —I—’U) - a = f(xau()) +MUO _Muly

Bv |po=10, v(z,0) =0.
puis on pose
v(z,t+ h) —ov(zx,t)
h
1
&n(z,t) = /0 fu(z,s(ur(z,t +h) +v(x, t+h))+ (1 —s)(ui(x,t) +v(x,t)))ds.

Si on note

ur(z,t +h) —uy(x,t)
h ?

op(z,t) = , upp(w,t) =

C(s) = s[ul(x,t +h)+v(x,t+ h)] +(1—3) [u1($,t) + v(z, t)],
alors

1 C() = Fuls ) a0 0) + o O

donc on a

ov
Loy, + §pop — aith = —[&n + Muy p.

Pour M assez grand tel que &, + M > 0, et %% < 0 implique u j, < 0, on a aussi Bvy, = 0 sur

Q, et

u(z, h) —ui(x,h)
h

vp(z,0) = <0.
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L’inégalité vient du fait que ug(x) > wui(x,t) > --- > u(x,t) par la construction de la solution
par la méthode monotone. Par le principe du maximum vy (x,t) < 0, on fait h — 0, alors % <0,

donc

Ou  Ouy n ov <0
o ot ot~
O
Théoréme 5.5. Soient ug et vy sur et sous solutions du probléme (1) avec g =0, et vg < ug. Et
u(x,t),v(x,t) sont des solutions du probleme aux conditions initiales avec les conditions initiales
ug et vy respectivement, et Bu = Bv = 0. Alors v(z,t) 1 0(x) et u(z,t) | u(x), lorsque t — oo.
Ou U et U sont des solutions classiques du probléme (1) avec ¥ < 4.

Démonstration. On pose w = u — v, et on prend M > 0 assez grand, tel que 'on ait toujours
fu+ M >0 sur Q x [minwvg, maxug], alors w satisfait le probléme suivant
(L —Mw—w = —[f(z,u) - f(z,v) + M(u—v)] <0,
w(z,0) = ug(x) — vo(z) >0,
Bw |ga= 0.
Par le principe du maximum, on a w > 0. On a donc v(z,t) < u(z,t). De plus, avec le théoréme
5.4, on a vo(z) < v(z,t) < u(z,t) < ug(x), u(z,t) est décroissante par rapport a ¢, v(z,t) est
croissante par rapport a t, ainsi, on peut définir
t(x) = lim u(x,t)
t—o0
et
o(z) = lim v(x,t)
t—o0
on a ¥ < . Il reste & montrer u et ¥ sont des solutions classiques du probléme (1) avec g = 0, c’est

équivalent & dire @ et © sont des solutions stationnaires du probléme parabolique correspondant.
En effet, pour tout ¢ € ®(L*) et t >0, on a

/Qutcpdx = /Q [Lup + f(z,u)p]dz = /Q [uL* o + f(z,u)p]da.

on fait fOT dt, et on obtient

/Qu(x,T);u(x,O)sodx:/Q{L*wé/oTu(m’t)dt+¢; /OTf(:p,u)dt}dﬂc.

on observe que u(x,t) — @ lorsque t — oo implique que
U(I‘7 T) — U(l‘7 O)

A T =90
T
lim / u(z, t)dt = a(x),
T—o0 0
T

Par le théoréme de la convergence dominée, on arrive a ’égalité :

OZ/Q{fLL*go+f(:1:,fL)go}dx

on peut écrire aussi
(@, L¥¢) + (f(z,u), ) = 0.

Il reste & montrer que si u est bornée, et (u, L*p) + (f(x,u), p) = 0, pour tout ¢ € D(L*),
alors u est une solution classique du probléme elliptique aux conditions limites. Dans la section
du semi-groupe des opérateurs, on a étudié les propriétés de Ly, on a déja la surjectivité de
Ly : Dy — L%*(Q), pour X assez grand, a fortiori la surjectivité de Ly : ®(Ly) — L*(), et
par le principe du maximum, on a 'unicité de solution du probléme elliptique aux conditions
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limites. Donc Ly : ©(L) — L?*() est bijective, ainsi Ly est inversible. On pose Ty = Ly*,
(@ u) = f(x,u) + Au, w = =Ty fr(z,u), alors pour tout ¢ € D(L*) = D(L}),

(u, Lxp) + (fa, 0) =0,
et
(w, Lxp) = =(Tafx, Lyp) = =(fx, TxLrp) = (= fr, 0)-
d’ott (w—wu, Lyp) = 0, par la surjectivité de L}, u = w = =T fa(x, u). Au sens des distributions
Lyu+ fa(z,u) = Lu+ f(z,u) = 0.
Montrons que si h € LP(2), alors v = Thh € W2P(). En effet, on prend une suite (hg)x>0

dans D(Q), telle que hy, % h, une suite des fonctions réguliéres (vy)g>0 est définie par

Lyvp, = hy, dans Q,
Bu, =0, sur 0f.

Par le lemme (3.3), on a

[or = vmllwzr < Cllhg = humllp
donc la suite (vg)x>0 est de Cauchy dans I'espace de Sobolev W2P(€2), on note v, — 9 € W2P(Q),
et on montre que v = . En effet, pour tout ¢ € D(L3)

(v, Lxp) = (Lav, ) = (h,p) = lim (hy, ) = lim (Lyvg, ) = lm (vg, L3p) = (0, L3g).

L reste encore un opérateur elliptique, donc pour A assez grand, L3 est surjectivé a valeurs
dans L?(Q), on a bien v = 9. Ainsi les conditions u € L®(Q2), et Lyu + f(x,u) = 0 implique

u € W2P(Q) pour tout 1 < p < o0. Sip > n, on au € CH¥(Q) avec a = 1 — %. De méme

fagon qu’on vient d’utiliser pour montrer v = T\h € W2P(Q) sous I'hypothése que h € LP(),
on peut montrer v = Thh € C?%(Q) sous I'hypothése que h € O, bien sur, cette fois, on a
besoin d’utiliser le lemme (3.4). Ainsi les conditions u € L>(2), et Lyu + f(x,u) = 0 implique
u € CHe(Q)

Finalement, on a montré que 4 et de méme v sont des solutions classiques. O

6. LA STABILITE DES SOLUTIONS

Définition 6.1. Une solution du probléme parabolique est dite stable en norme maximum si
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si ||ug(x) — Ullsw < 9, alors ||u(z,t) — Ul < d. Ou
u(x,t) est la solution du probleme

uw = Lu+ f(z,u),
(4) Bu =g,
u(z,0) = wup(x)

U est dit asymptotiquement stable si ||u(z,t) — Ul|oo — 0.

Théoréeme 6.2. Soit U une solution du probleme elliptique, ¢ et ¢ sont sous solution et sur
solution respectivement et ¢ < U < o dans 2. Si v satisfait le probleme de Cauchy :

vy = Lv+ f(z,v),
Bv =g,
U(ZE,O) :’Uo(l‘)

Si ¢ < vy < P, alors Pp(x,t) < v(z,t) < P(x,t), ou P(x,t) et Y(x,t) sont les solutions du
probléme ci dessous avec valueres initiales ¢ est . St T TU et T™ | U, alosr U est asympto-
tiquement stable et v(x,t) — U quand t — +00.

Lemme 6.3. (de comparaison) Si u, v deuz fonctions de C*(Q), u(z,t),v(x,t) sont les solu-
tions de probléme (1) avec les valuers initiales u, v respectivement. Si L uniformément elliptique
et u > v, alors u(x,t) > v(x,t).

On fait d’abord la démonstration du théoréme.
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Démonstration. On sait que ¢ | (b quand ¢t — +o0, et du lemme de comparaison on sait que

o(x,t) < v(x,t) < P(x,t). Donc si ¢ = 1, alosr U = ¢ = 1) et v(x,t) — U. O
Démonstration. (Prueve du lemme) de (1), onsait que w = v — u satisfait :
wr = Lw—i—f(x,v)—f(x,u),

(5) Bw = 0,

w(z,0) < 0
donc on peut trouver un D > 0 constant assez grande telle que % + D >0, est (2) devient

—wy+ Lw—Dw = —[f(x,v)+ Dv] + [f(z,u) + Dul,

(6) Bw = 0,

w(z,0) < 0

Sien un point P’ € Ep, u = 0. On prend Q = (z1,t1) € Ep, ou t; = inf{t|jw(z,t) = 0}. Alors
w(zx1,t1) = 0. Donc dans le domaine Epr Nt < t1, Lw — wy > 0. Par le théoréme 1.2.1(dans la
remarque dermiére, point (iii) dit que ce théoréme est encore vrai), on conclut que u = 0 dans

Ern{t <t1}. Ceci contredit le fait que u(0) < 0 et u est continue sur le bord. (]
On note A1 le premier valeur propre du probléme :
Lu+ fl(x,U)u =0,
(7) { Bu =0

On sait aussi que la fonction prore associée uq > 0
Le théoréme suivant nous donne une méthod a déterminer la stabilité d’une solution station-
naire.

Théoréme 6.4. Si \; < 0, alors U est stable comme la limite des suite engendrées par le sous
et sur solutions. Si A1 > 0, alosr U n’est pas stable et est la limite des suites engendrées par ¢

et 1.
Démonstration. Supposons A\ < 0, considérons la fonction U 4 euy :
LU 4 euy] + f(z,U + eur) = Lu+ f(2,U) + e[Luy + f'(z,U)u1] + O(e%u?)
=eMug + O(g2u?)

et
B(U+eu)=BU =g

Car uq > 0, \Mju; daomine le terme O(s ul) quand ¢ assez petit, U + cuq est une sur solution
quand € > 0 et une sous solution quand ¢ < 0.

Donc si on prend une valeur initiale auxilaiaire v, si ||[U — v||« assez petit, on peut trouver
un € > 0 telle que U — eu; < v < U + euq. car U — euy, U + eu; sont sous et sur solutions du
probléme elliptic, la solution dont le valeur est U — eu; est croisante, la solution dont le valeur
est U + cu; est décroisante. donc par le lemme de combaraison, on sait que |[v(z,t) — Ul|s < €,
donc U est stable.

Si A <0, 0n a U —euy sur solution est U + euq sous solution. Donc pour tout § > 0, U + duq
est croissante, donc U peut étre approchée arbitrairement par dessus des sous solutions, ceci dit
U est instable, mais ce n’est pas trivial d’avoir 'instabilité de U. O

7. EXEMPLES ET APPLICATIONS

Dans cette section, on va donner quelques exemples pour illustrer les applications de la mé-
thode monotone et le théoréme sur la stabilité de la solution.

Exemple 1. Considérons le probléme

—(A+ pu+ud =0,
u |go= 0.
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dans un domaine Q. On suppose p1 est la premiére fonction propre de Laplacien :
A1+ Mp1 =0,
¢1 loa= 0.

ot A1 > 0 est la plus petite valeur propre, on a @1 > 0 dans ). Pour construire des sur et sous
solutions, on pose u = oy, avec o une constante. Alors

(A +pu—u’ = (=)o — (0p1)° = opr[(n— A1) — o?¢i].
(1) Supposons p < A1, alors u = oy est une sur solution pour o > 0, sous solution pour
o < 0. Donc la solution triviale u = 0 est stable.

(2) Supposons u > A\i. Pour |o| assez petit, u = op1 est une sous solution si o < 0, elle est
une sur solution si o > 0. Dans ce cas, la solution triviale u = 0 est instable.

On peut montrer qu’il existe une solution positive qui est stable. En effet, on suppose
p1 est la fonction propre de Laplacien de la plus petite valeur propre avec une certaine
condition au bord, i.e.

{ Ag1+ M@ =0, dans ,

885'?/1 + @1 =0. sur 09.

Alors, pour e assez petit, A1 est proche de A\, et A1 > 0 pour tout e, @1 > 0 dans Q. Donc
pour |o| assez grand, [(u — A1) — 5233 est négatif, donc u = &y est une sur solution
pour & > 0 assez grand, et elle est une sous solution pour 6 < 0 assez grand. Entre la
sur solution a1, 6 > 0 assez grand, et la sous solution oy, o > 0, on a une solution
positive stable.

Exemple 2. Considérons le probléeme
{ Au+u? =0,
U ‘BQ: 0.

On a une solution triviale u = 0, dans quelque cas spécial, on peut construire des solutions non
triviales.

On montre un résultat qui dit que toute la solution positive est instable. En effet, soit w est
une solution non triviale, alors Aw = —w? < 0, par le principe du mazimum, on a w > 0. On
considére ¢ = ow. Alors

Ap + ¢* = o Aw + o*w? = o(o — 1)w?.

Ainsi, @ est une sur solution pour 0 < o < 1, et une sous solution pour o > 1. Ceci implique
que w est instable. En effet, si on pose z,(x,t) la solution du probléme
2z = Nz + 22,
2 Joa= 0,
2(x,0) = ow(x).
Alors, par rapport a t, zs est croissante pour o > 1, et elle est décroissante pour o < 1. Ceci
implique bien que w est instable.

On note aussi dans ce cas, la solution triviale est stable, car on a p = ocw est une sous solution
pour tout o < 0.
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