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Introduction

Avec la récente résolution de la conjecture de Poincaré et de la conjecture de
géométrisation par Grigori Perelman, la classification des variétés topologiques de
dimension 3 a fait un grand pas en avant. Actuellement, il n’y a cependant qu’en
dimensions 0, 1 et 2 que l'on sait entierement classer les variétés.

Nous nous intéresserons dans ce mémoire aux surfaces (plus précisément aux
surfaces compactes, connexes et orientables), et nous commencerons par démontrer
le théoreme de classification des surfaces a homéomorphisme pres dans la premiere
partie. Pour pouvoir ensuite étudier le groupe des homéomorphismes d’une sur-
face donnée (ce qui est tres utile pour la classification des variétés de dimension
3), une approche tres fructueuse et qui remonte au moins a Poincaré et Dehn est
d’utiliser de la géométrie hyperbolique sur ces surfaces. En deuxieme partie, nous
définirons donc ce qu’est la géométrie hyperbolique et nous démontrerons quelques
théoremes utiles de géométrie hyperbolique. Enfin, en troisieme partie nous étu-
dierons l'espace de toutes les structures hyperboliques dont on peut munir une
surface (appellé espace de Teichmiiller).

Nous remercions Frédéric Paulin pour ses nombreux et précieux conseils ainsi
que pour son implication dans ce travail, qui nous a beaucoup apporté tant sur le
plan mathématique que pour I'amélioration de la qualité de la rédaction.

1 Classification des surfaces

Dans cette partie, nous énoncerons et démontrerons le théoreme de classifica-
tion des surfaces topologiques compactes connexes orientables. Nous admettrons
certains résultats techniques nécessaires pour la démonstration.

1.1 Définitions

COHIHIGD(;OHS par préciser ce que nous entendons par SUTfCLCG. Nous noterons
RJr = [07 +OO[

Définition 1.1. Une variété topologique de dimension 2 a bord est un espace
topologique séparé, a base dénombrable de voisinages, et dont tout point possede un
voisinage homéomorphe a un ouvert de R, x R.

Un atlas sur une telle variété S est la donnée d’une famille d’ouverts (U;)icr
de S recouvrant S, d'une famille d’ouverts (V;);er de Ry X R et dune famille
d’homéomorphismes ¢; : U, — V; tels que les applications p; o <pj_1 C (Ui N
U;) = ¢i(U; NU;) (appellées applications de changement de cartes) soient des



difféomorphismes (c’est-a-dire sont restrictions de difféomorphismes entre ouverts
de R?). Il est dit orienté si de plus les changements de cartes ont un jacobien
strictement positif en tout point.

Une variété différentiable de dimension 2 a bord est une variété topologique
de dimension 2 a bord munie d’un atlas, maximal pour ['inclusion. Elle est dite
orientable si son atlas contient un atlas orienté, et orientée si elle est munie d’un
atlas orienté contenu dans son atlas, maximal parmi les atlas orientés.

Travailler directement avec un atlas de cartes n’est pas facile, ¢’est pourquoi
nous introduisons les recollements de polygones, qui permettent de donner une
description combinatoire des surfaces.

Définition 1.2. Un recollement de polygones est la donnée d’une famille finie
de polygones réguliers de R?, d’une orientation de chacun des cotés des polygones,
ainst qu’une application involutive de l’ensemble des cotés des polygones.

Par abus, nous appellerons encore recollement de polygones 1'espace topolo-
gique obtenu en quotientant la réunion disjointe des polygones par la relation
d’équivalence engendrée par les applications affines identifiant les cotés appareillés
et respectant l'orientation. En particulier, les points fixes de I'involution sont des
cOtés qui ne seront pas recollés.

Graphiquement, le recollement sera représenté par des fleches sur les cotés a
recoller, 'orientation étant donnée par le sens des fleches, et I'absence de fleche
correspond a un c6té non recollé.

On remarque qu’un recollement de polygones est une variété topologique (a
bord) et peut étre munie d’une structure différentielle :
— c’est un espace topologique séparé car la relation d’équivalence par laquelle
on quotiente est de graphe fermé
— c’est un espace topologique a base dénombrable d’ouverts car il est séparable
et localement homéomorphe & R x R (cf point suivant)
— on le munit d’un atlas de cartes de la facon suivante (cf figure 1)) :
— pour les points a I'intérieur d’un polygone, la carte est une translation sur
un disque inclus dans l'intérieur du polygone
— pour les points sur un c6té non recollé, la carte est la restriction a un
demi-disque d'une application affine de R? envoyant le coté sur le bord de
R, x R et le demi-disque dans R, x R
— pour les points sur un coté recollé, la carte est le recollement de deux
applications affines sur des demi-disques de méme taille
— pour les points sur un sommet, on considere des secteurs angulaires voi-
sinages de chacun des représentants et on dilate les angles par le méme
coefficient afin que la somme des angles d’ouverture vaille 180° ou 360°
selon le cas



—~(O point a l'intérieur d'un polygone

q—D point sur un co6té non recollé

———=b0 point sur un coté recollé

R —) point sur un sommet dont un c6té n’est pas recollé

>:¢® point sur un sommet dont tous les cotés sont recollés

R, xR

FI1GURE 1 — Structure différentielle sur un recollement de polygones.

On vérifie qu’il s’agit bien d'un atlas : le seul cas non trivial est le change-
ment de cartes entre une carte au voisinage d'un sommet et une carte au
voisinage d'un point d’un bord recollé. Le changement de cartes est bien un
difféomorphisme dans ce cas car on a multiplié les angles des points des deux
voisinages du sommet par la méme valeur.

Il se trouve qu’étudier les recollements de polygones suffit pour étudier toutes
les surfaces topologiques.

Théoréme 1.3 (Tibor Radé, 1925). Toute surface topologique d bord compacte
connexe est homéomorphe a un recollement de polygones.

En ce qui concerne les variétés différentielles, on a un résultat similaire qui
découle du résultat suivant

Théoreme 1.4. Deux structures différentielles sur une méme surface topologique
sont difféomorphes (c’est-a-dire qu’il existe un homéomorphisme de la surface en-
voyant un atlas sur l'autre).

On pourra se référer a [Moi77, théoréeme 3, page 60] pour une démonstration
du premier résultat et a [Mun60l théoreme 6.3] pour le second. Ceci nous permet
d’identifier completement variétés topologiques et variétés différentielles.

Un outil important de construction de surfaces est la somme connexe, que nous
définissons maintenant.



Définition 1.5. Soient S et S' deux surfaces connexes, on définit une somme
connexe de S et S’, notée S#S’, de la fagon suivante.

Soient D et D' deux disques fermés plongés dans S et S’ respectivement (c’est-
da-dire qu’il existe deuz cartes (U, ) et (U',¢") telles que D C U, D' C U’ et que
©(D) et ¢'(D') soient des disques fermés). On pose alors

S#S' = (S\ D)L, (S'\ D)
ot f est un homéomorphisme de 0D sur 0D'.

On peut montrer que toutes les sommes connexes de deux surfaces (connexes)
sont homéomorphes et que I'opération de somme connexe est associative a homéo-
morphisme pres, voir par exemple [Thu97, pages 28 et 29] pour une démonstration.

On notera enfin, pour n € N, S#" une somme connexe de n copies de S, soit
S#0 =S, la sphere de dimension 2 et S#(*1) = §#n L G Te tore de dimension 2
sera noté T.

1.2 Classification des surfaces compactes connexes orien-
tables

Le but de cette partie est de montrer le théoreme suivant

Théoréme 1.6 (Classification des surfaces compactes connexes orientables). Soit
S une surface (a bord) compacte connezxe orientable. Alors il existe une unique
paire d’entiers naturels (g,n) € N? telle que

S=T#\ |JD;
1=1

ot les D; sont les intérieurs de disques fermés deux a deuz disjoints plongés dans
S.

L’entier g est appelé le genre de S et n est le nombre de composantes de bord
et on note toute telle surface X, ,,.

Démonstration. Remarquons tout d’abord qu’enlever un disque ouvert a une sur-
face revient a faire une somme connexe de cette surface avec un disque donc les ¥, ,,
sont bien définies, car on a admis que les sommes connexes étaient bien définies.

D’apres le théoreme [1.3], on sait que S est homéomorphe & un recollement de
polygones. Montrons que S est de la forme X ,, par récurrence sur le nombre de
polygones.

S’il y a au moins deux polygones, on peut se ramener a un cas plus simple.
En effet, tout recollement connexe de n + 1 > 2 polygones est homéomorphe au



FI1GURE 2 — Fusion de deux polygones afin de se ramener au recollement d’un seul
polygone

recollement de n polygones : soit P et P’ deux polygones distincts recollés selon
un coté (cela existe par connexité de S); on peut alors « fusionner » P et P’ de la
facon indiquée sur la figure [2| et obtenir ainsi un recollement de n polygones. Plus
précisément, cela signifie que 1’'on consideére 'application

PUP U, P — P'U|P

: /
N {cp(x) s¥xEPI_JP
T sinon

ol ¢ : PUP — P est 'application affine par morceaux représentée (il existe une
unique application affine envoyant un triangle dont les sommets sont distingués
sur un autre). Cette application passe au quotient en un homéomorphisme.

Considérons donc le cas du recollement d’un seul polygone, qu’on suppose en
outre privé d’'un nombre fini n de disques ouverts d’adhérences disjointes, et pro-
cédons par récurrence sur le nombre de cotés (qui est supérieur ou égal a 3). Le
recollement est orientable car homéomorphe a la variété de départ (et donc difféo-
morphe), ce qui implique que si ’on oriente tous les cotés du polygone dans le sens
trigonométrique, deux cotés recollés entre eux auront des orientations opposées.
En effet, dans le cas contraire les deux cotés en question borderaient un ruban de
Mobius ce qui donnerait un atlas orienté sur le ruban de Mobius par restriction
de T'atlas orienté de S, mais c’est impossible car le ruban de Mobius n’est pas
orientable.

Etudions les cas des polygones a 3 ou 4 cdtés (sans démonstration, on laisse
au lecteur le soin d’expliciter les homéomorphismes et de vérifier qu’aucun cas n’a
été oublié, s’il n’est pas convaincu) :

— A donne Xy ,,11 (un disque fermé si n = 0)

— & donne X 41

- donne EO,n+1

— donne X 41




suppression de cotés
adjacents recollés

suppression de cotés
adjacents non recol-
lés

suppression d'un
cOté non recollé
entre deux cotés re-
collés

FIGURE 3 — Suppression de cotés dans les cas simples, par des applications affines
par morceaux

- donne X102 (un cylindre si n = 0)

- donne ¥, (une sphere si n = 0)

- donne ¥; ,, (un tore si n = 0)

On considere désormais que le polygone possede au moins cinq cotés. Si deux
cOtés successifs sont recollés entre eux, si deux cotés successifs ne sont pas recollés,
ou si trois cotés successifs sont tels que celui du centre n’est pas recollé et les deux
autres sont recollés entre eux, on se ramene a un polygone ayant strictement moins
de cotés (cf figure [3)).

Si aucun des cas ci-dessus ne se présente, on peut trouver quatre cotés a, b,
a~!, b~! du polygone, ordonnés cycliquement dans cet ordre sur le polygone (sans
étre nécessairement adjacents), et tels que a et a~! sont recollés et de méme pour
b et b~ (prendre pour a et a™! les deux cotés recollés les plus proches, et choisir b
entre les deux). Une succession de deux découpages et recollements comme indiqué
sur la figure 4| permet de se ramener au cas ou ils sont adjacents (avant chaque
recollement, on déplace les trous afin qu’ils ne génent pas les découpages, et apres
chaque recollement, on fait des applications affines par morceaux pour se ramener
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FI1GURE 4 — Découpages pour se ramener a des cotés recollés adjacents

T S

T4S

Cc

FIGURE 5 — Somme connexe d’un tore avec une surface plus simple

a nouveau a des polygones réguliers).
La figure [5| montre alors qu’il s’agit d’'une somme connexe d’un tore avec un

recollement d’un polygone ayant quatre c6tés de moins, ce qui montre 1’existence

dans le théoréme de classification.

L’entier n est unique car égal au nombre de composantes connexes du bord de

S (ou le bord de S est défini comme étant I'ensemble des points de S n’ayant pas
de voisinage homéomorphe a un ouvert de R?). Pour montrer 1'unicité de I’entier

g, on introduit la caractéristique d’Euler d’un recollement de polygones :

Définition 1.7. La caractéristique d’Euler d’un recollement de polygones P est

égale a x(P)=F — A+ S ou

o [ est le nombre de polygones

o A est le nombre d’arétes aprés recollement (c’est a dire le nombre d’arétes

non recollées plus la moitié du nombre d’arétes recollées)

o S est le nombre de sommets apres recollement (c’est a dire le cardinal de

limage de l’ensemble des sommets des polygones dans le recollement)



On peut montrer (cf [Thu97], proposition 1.3.10, page 25) que deux recolle-
ments de polygones homéomorphes ont la méme caractéristique d’Euler, donc on
peut définir la caractéristique d’Euler d’une surface S comme étant la caractéris-
tique d’Euler de n’importe quel recollement de polygones homéomorphe a S.

Supprimer un disque ouvert d’une surface diminue sa caractéristique d’Euler de
1, car cela revient a supprimer un polygone, et recoller deux surfaces selon un bord
homéomorphe a un cercle ajoute les caractéristiques d’Euler respectives des deux
surfaces, car on supprime le méme nombre d’arétes et de sommets. En particulier,
pour S et S’ deux surfaces connexes, on a x(S#S’) = x(S) + x(5') — 2.

On peut montrer alors par récurrence sur g que x(3g,) =2 —2g —n : d'une
part

X(Zon) = x(30) —n=x(S2) —n=2-n

et d’autre part
X(Egi1n) = X(Bgs) =n = x(Eg) +x(T) =2—n=2-29-2-n=2-2(g+1)—n

en utilisant le fait que x(T) = 0 et x(S2) = 2 comme cela se vérifie facilement sur
les recollements de polygones donnés plus haut.

Ainsi ¥,,, et ¥y, ne sont homéomorphes que si ¢ = ¢’ et n = n’/, ce qui
termine la démonstration du théoréme de classification des surfaces. O]



2 Le demi-plan de Poincaré

2.1 Définition et premieres propriétés

Soit X un espace topologique.

On appelle chemin d’extrémités = et y une fonction continue v : [a,b] — X
telle que y(a) = z et v(b) = y. On appelle chemin ouvert une fonction continue
v : la,b|— X. Un sous-chemin d’un chemin =y est la restriction de 7 a un intervalle
fermé inclus dans 'intervalle de définition. On précisera C* par morceaux si X est
une variété C! et si la fonction est C'' par morceaux.

Le demi-plan de Poincaré H% est la variété différentielle {z € C,Im(z) > 0}
munie, en tout point z, du produit scalaire

ol dsg,q est le produit scalaire euclidien usuelle.

La longueur hyperbolique d'un chemin C* par morceaux 7 : [a,b] — H% est
défini comme : "
Pl

10ng1<7) - a Im(fy(t))

La distance hyperbolique d entre deux points est définie comme la borne infé-
rieure des longueurs hyperboliques des chemins continus, C! par morceaux, reliant
ces deux points.

On note HZ = H2 UR U {oo} ¢ C muni de la topologie induite. On appelle
bord de H 1'espace topologique ]I-IT%R \ HZ et on appelle longueur C* la longueur
définie ci-dessus.

La fonction d : HZ x HZ — [0, +oo[ définie ci-dessus est bien une distance,
car elle est clairement symétrique, vérifie 'inégalité triangulaire par concaténation
des chemins, et possede la propriété de séparation. En effet, si x # y, il existe
une boule euclidienne B de rayon r > 0 suffisamment petit, d’adhérence contenue
dans HZ, centrée en z telle que tout chemin de z & y intersecte la frontiére de B
au moins une fois, donc par définition de la distance, une minoration simple de

I'intégrale donne
r

sup{Im(z), z € B} ~

Par définition, la longueur C' d’un chemin est supérieure ou égale a la distance
entre ses extrémités.

d(z,y) > 0

10



La distance entre deux points de H étant définie, on peut définir la longueur
(hyperbolique) d'un chemin (éventuellement infinie) :

longy,,,(v) = sup {D_d(y(t:),¥(tiy1)), 0=t <t; <+ <tp1 =1},
i—0

C’est une conséquence facile des définitions que longy,, (v) < long;(v). On
peut montrer que pour un chemin C!' par morceaux, la longueur et la longueur
C' coincident, mais la preuve est fastidieuse, et nous ne nous servirons que de
I'inégalité ci-dessus. En prenant la subdivision triviale, on a par définition que la
longueur d’un chemin est supérieure ou égale a la distance entre ses extrémités.

Un segment géodésique est un chemin ~y tel que
Vi, t' € la,b], d(v(t),y({)) =|t' —¢t.
Il résulte de la définition que si v est géodésique d’extrémités = et y, alors

long(v) = d(z,y) .

Une droite géodésique est un chemin ouvert tel que tous ses sous-chemins soient
des segments géodésiques, et qui n’est pas prolongeable par continuité.

Une géodésique désignera dans la suite une droite géodésique, ou I'adhérence
d’une géodésique dans ﬁﬁ. On pourra préciser « géodésique de HZ » pour faire la
distinction.

Dans la suite, on confondra une géodésique et son image, et de méme pour les
chemins géodésiques, étant donné que tous les reparamétrages géodésiques dune
géodésique correspondent a des isométries de R appliquées a U'intervalle de défini-
tion, et que nous préciserons leur orientation lorsque nécessaire.

On note Geo(H%) I’ensemble des demi-cercles centrés sur R et des demi-droites
verticales inclus dans HZ.

On note H(R) le groupe des homographies a coefficients réels de déterminant

1:
az+b

ol a, b, ¢ et d sont des réels tels que ad—bec = 1. L’application de SLy(R) dans H (R)

az+b
cz+d

associe 'homographie z est un morphisme de

b
d
groupes surjectif de noyau { £1d }, comme un simple calcul permet de le vérifier.

En particulier, H(R) est isomorphe & PSLy(R) = SLy(R)/{ £Id}, et par la
suite, PSLy(R) sera identifié & H(R). On note Isom (H2) le groupe des isométries
de HZ préservant l'orientation, et Isom(H2) le groupe des isométries de Hz.

qui a une matrice
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Proposition 2.1 (Géodésiques et isométries de H2). L’ensemble des géodésiques
de HZ est Geo(H3).

Sia, b€ R, alors d(ai, bi) = |In(2)].

Le groupe Tsom, (H3) est H(R).

Il agit transitivement sur les couples de points a distance 1.

z — —Z est une isométrie de HZ renversant l'orientation, qui engendre avec

Isom™ (H2) le groupe Isom(HZ).

Démonstration. Montrons que H(R) est un sous-groupe de Isom™ (H2). Si a, b, c,
et d sont réels et ad — bc = 1,

az+b  (az+b)(cz+d) ac|z|* +bd+ (ad + bc) Re(z) + i Im(z)

cz+d lcz + d|? B lcz + d|? '

En particulier, si z € H% alors

az+b Im(z
tm (2210) ()

= >0
cz+d lcz + d|? ’

d02nc aztb ¢ Hg, donc les homographies de H(R) sont bien définies de Hj dans

R-
Si v est un chemin C!, calculons la longueur C* de son image par une telle
homographie :

ay(t)+by\s Y (#)
ay+b 1 |(w(t)+d) | 1 |(cz+d)2‘ ! ‘7/(75)‘
long ( ):/ 7dt:/ dt:/ ————dt = long(y),
cy+d 0 72((:))12 0 I‘Izlz(zgl); o Im(v(t))

donc la longueur C* des chemins C! est conservée par ces homographies, d’ot, par
définition de la distance, ces homographies sont des isométries de HZ.

De plus, elles sont holomorphes donc elles préservent 'orientation (en chaque
point, la différentielle est une similitude directe). Ainsi, H(R) C Isom™ (H2).

Montrons que les demi-droites verticales sont des géodésiques. Soit v un chemin
C'. Posons v = 7, + 1y, avec 7, et 7, & valeurs réelles. Alors

s RO RO )
[ =l g

donc long, () > long, (i,) avec inégalité stricte des que 7, n’est pas constant.

12



Soient g : { .0 — H%{
r — ix
ai et bi. Par additivité, nous avons long, () > long, (iv,), avec inégalité stricte des
que v, n’est pas constant.
Remarquons que

DOl M
[zl S =)

sur un intervalle ot 7, est C' 1 avec égalité si et seulement si 7, est toujours positif
ou nul. En particulier, par additivité,

, et v un chemin C' par morceaux d’extrémités

b
long; (o) = 111(5) < long, (7).

Comme la longueur d’un chemin est définie par approximation par la somme
des distances séparant deux points consécutifs d’une subdivision, et que la distance
est elle-méme définie par approximation par les longueurs C! de chemins C* par
morceaux, la longueur d’un chemin est limite des longueurs C' de chemins C! par
morceaux de mémes extrémités, donc

long(vo) < long; (7o) < long(7)

pour tout chemin ~ d’extrémités ai et bi.

On en conclut que vy est, a reparamétrage pres, un segment géodésique, et
donc que les demi-droites verticales du demi-plan supérieur sont des géodésiques
de HE.

Si dans I'inégalite ci-dessus, on prend v = 7y, on obtient

long(v) = long; (7o) -

En particulier,

d(ai, bi) = long(vy) = long, (7o) = ln(Z) :

Si Dy désigne la demi-droite verticale de HZ d’équation Re(z) = 0, alors o est
I'unique segment géodésique d’extrémités ai et bi inclus dans Dy.

On rappelle que les homographies sont holomorphes sur la sphere de Riemann

C =CU{co}. On note H; 'homographie de matrice G 1 > Nous avons
1x — 1

. —1
iz + 1

)

13



donc I'image de Dy par H; est incluse dans le demi-cercle Sy de HZ centré en 0 de
rayon 1. L’homographie H; envoie 0 sur —1, et oo sur 1, donc par continuité des
homographies sur la spheére de Riemann, I'image par H; de Dy U { 0,00 }, qui est
connexe, est connexe, incluse dans Sy U {—1,1}, et contient { —1,1}, donc est
égale a So U { —1, 1 } AiIISi, Hl(D(]) = S().

t/2
On remarque que 'homographie définie par la matrice (e 0 et /2> est une

1t
01
est une translation horizontale envoyant 0 sur ¢ € R. Par homothéties de centre 0
et translations horizontales, on obtient a partir du demi-cercle Sy tous les demi-
cercles centrés sur R contenus dans HE.

Or, par définition d’une géodésique, les isométries envoient géodésiques sur
géodésiques, donc les demi-droites verticales et les demi-cercles centrés sur ’'axe
des réels sont géodésiques.

De plus, deux points distincts quelconques de ]I-IT%g sont reliés par exactement
une de ces géodésiques (soit ils sont sur la méme demi-droite verticale, soit il existe
un unique demi-cercle centré sur 1’axe des réels passant par eux).

homothétie euclidienne de centre 0 de rapport €', pour tout t € R et que

On a aussi montré de cette fagon que l'orbite de Dg sous l'action de PSLy(R)
contient Geo(H3,).

Puisque PSLy(R) agit en préservant la longueur et la longueur C, et que celles-
ci coincident pour les chemins géodésiques inclus dans Dy, on en déduit que pour
les chemins géodésiques, la longueur et la longueur C! coincident.

Montrons que l'action de PSLy(R) sur les couples de points a distance 1 est
transitive Si z et y sont deux points de HZ a distance hyperbolique 1, il existe
une unique géodésique de Geo(H%) contenant z et y. Or il existe un élément de
PSLy(R) envoyant cette géodésique sur Dy, et en particulier, elle envoie x et y
sur deux points de Dy a distance hyperbolique 1, notés z’ et y'. Il existe une
homothétie de centre 0 envoyant z’ sur 7, et y’ est envoyé sur un point de D
a distance hyperbolique 1 de i, donc sur ze ou sur é L’homographie de matrice
((1] _01 envoie ¢ sur ¢ et i sur ie, donc si x et y sont deux points de HZ, il existe
un élément de PSLy(R) envoyant z sur ¢ et y sur ie, donc l'action de PSLy(R) sur
les couples de points a distance 1 est transitive.

On note (zy) 'unique géodésique contenant x et y parmi les géodésiques de
Geo(H3), et [x,y] le sous-chemin d’extrémités x et y.
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Montrons qu’il n’y a pas d’autre segment géodésique de x a y. Comme 'action
de PSLy(R) sur les couples de points a distance 1 est transitive, on peut supposer
que x et y sont sur Dy. Soient v un segment géodésique ayant pour extrémités
x et y, v1 le sous-chemin de v ayant pour extrémités x et z, 7, celui ayant pour
extrémités z et y, ou z est un point quelconque de . Alors par définition d’'un
segment géodésique et égalité de long et long,; pour des chemins géodésiques, on
a:

long([z, y]) = long(7)
= long(y1) + long(72)
= long([x, 2]) + long([z, y])
= long, ([z, z]) + long; ([2,y]) = long, ([z, 2] U [2,¥]),

or [z,2] U|[z,y] est un chemin C! par morceaux donc d’apres une inégalité stricte
démontrée plus haut, z € Dy, d’ott v C Dy, donc v = [z, y].

Montrons que Isom™ (H2) = H(R). Commencons par un lemme, qui nous ser-
vira de nouveau par la suite.

Lemme 2.2. Soient x € HZ et v une géodésique.
Alors il existe un unique point y € v tel que d(z,y) = d(z,7), et de plus, [z,y]
intersecte y orthogonalement en y, si x ¢ .

On dira que [z, y| réalise la distance de x & =.

Démonstration. On peut supposer que z ¢ ~. Par transitivité de l'action de

PSLy(R) sur les géodésiques, on peut supposer que 7 est un paramétrage de Dy.

R — R,

t — d(y(t),2)
Si z est la projection orthogonale euclidienne de x sur Dy, une démonstration

ci-dessus montre que d, > d,, or d, tend vers +00 en +o0o (c’est la valeur absolue

d’un logarithme), donc d, aussi.

On identifie Dy a R grace a 7, et on note d, : { ou z € H2.

En particulier, il existe un compact, sur lequel d, atteint un minimum, tel que
le minimum atteint soit un minimum absolu de d,. Si ¢ est un point en lequel d,
atteint son minimum absolu, soit y = 7(¢).

Montrons que [z,y] intersecte orthogonalement Dy en y. Supposons par I’ab-
surde que cela ne soit pas le cas. Pour tout z € [z,y], [z, y] réalise la distance de z
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a 7y, car si iy € v est tel que [z,y'] est strictement plus court que [z, y], alors

long([, 2]) + long([z,y]) = long([x, y])
= d(z,y)
= d(z,7)
<d(z,y') < long([z, 2]) + long([2, ¥]) ,

ce qui est absurde.

Pour z € HZ, on note p(z) la projection orthogonale euclidienne de z sur Dj.
En calculant la longueur du segment horizontal d’extrémités z et p(z),
on obtient : 1p(2) |
p(z) — 2
d(z,p(z)) < ———.
Si z € [x,y] est suffisamment proche de y, si v est un paramétrage C' de [z, y]
telle que v(a) =y, v(b) = z, alors

b @)

o Tm(y(e)

d(z,y) >

b 1Y)l
= /a max (Im(z), Im(y))
||z = yl|
~ max (Im(z), Im(y))

max (Im(z), Im(y))

car on sait que [z,y] est un arc de cercle donc pour z suffisamment proche de v,
Im o v est monotone entre z et y, donc atteint son maximum en z ou en y.

Soit v : [0,1] — HZ un paramétrage C! de [y, z]. Au voisinage de 0 :
Y(t) =y + 7' (0)t + o(t) = y + at + ibt + o(t)
avec a,b € R.

t)) —y(t t
p(y(1) =@ _ oft) = lal
Im(~(t)) Im(y) + bt Im(y)
t) — b
bl el
min(Im(y(t)), Im(y)) ~ Im(y)

donc si b # 0, alors d (y(t), p(7(t))) < d (7(t),y) pour ¢t suffisamment proche de 0,
ce qui est absurde puisque [y(t), y| réalise la distance de y(t) & Dy, et par définition,

p(v(t)) € Do. O

t+ o(t)
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Soit f une isométrie de HZ préservant l'orientation. Puisque PSLy(R) agit
transitivement sur les couples de points a distance 1, quitte a composer f par une
homographie de PSLy(R), on peut supposer que f(i) =i et f(ie) = ie, autrement
dit que 7 et e sont des points fixes de f.

L’isométrie f envoie géodésiques sur géodésiques donc par unicité de la géodé-
sique reliant i et ie, f(Dg) = Dy, et puisque f est une isométrie, f fixe méme les
points de Dy car, par la formule pour la distance entre deux points sur Dy donnée
ci-dessus, un point sur Dy est entierement déterminé par sa distance a ¢ et a ie.

Soit ¢ Dy, alors il existe un unique segment géodésique [z,y] réalisant la
distance de x a Dy, et de plus, il est orthogonal & Dy en y. Le chemin f([z,y]) =
[f(x),y] réalise aussi la distance de f(x) & Dy, donc est orthogonal & Dy en y
d’apres I'unicité indiquée dans le lemme précédent, donc z, y et f(x) sont alignés
sur une géodésique (celle contenant [x,y] et [f(z),y]). Si x # f(x), alors, y étant
le milieu de [z, f(x)], un vecteur tangent en y a [z, f(x)] est envoyé sur son opposé
par T'f, ce qui est impossible car un vecteur tangent en y a Dy, orthogonal au
premier, est envoyé sur lui-méme par T'f (car Dy est fixée par f), d’ou f renverse
l'orientation, ce qui est absurde. Ainsi, x = f(x) d’ou f = Id, ce qui conclut.

L’application f : z — —Z est bien définie de ]I-T%& dans ]I-TI?&, et c’est une isométrie
puisque pour tout chemin ~ de classe C*,

bW, =T, )

o Im(f(~(t))) o Im(—7(t)) a Im(v(t))
La conjugaison renverse l'orientation et z — —z la conserve (c’est une rota-
tion d’angle 7), donc f renverse lorientation. Si g est une isométrie de HZ, soit
g € Isom™ (H2), soit fog € Isom™(H3), donc Isom(H2) est engendré par f et
Isom™ (H3). O

dt .

On remarque que les isométries préservant ’orientation sont holomorphes, deux
isométries coincidant sur un ouvert non vide coincident partout, par le théoréme
des zéros isolés.

2.2 Aire hyperbolique
Si X est un borélien de HZ, on définit son aire hyperbolique par :
1
mmzéww@.

On remarque que 'aire hyperbolique est positive ou nulle, strictement positive
si et seulement si X n’est pas de mesure de Lebesgue nulle, et si X NY est de
mesure de Lebesgue nulle, alors A(X UY) = A(X) + A(Y).
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Un polygone hyperbolique a n sommets, ou n-gone, est un ensemble consti-
tué de n points de ﬁﬁ deux a deux distincts appelés sommets, que 1'on note
Ay, Ag, ..., A, et des chemins géodésiques reliant deux sommets consécutifs mo-
dulo n appelés arétes. On notera A; A,y ... A, ce n-gone.

Si AjAs ... A, est un n-gone, on désigne par 7 le chemin continu C*! par mor-
ceaux obtenu par concaténation des arétes. On dit que le n-gone est convexe si
I’ensemble des indices de 7 par rapport aux points de C est de cardinal 2 (c’est-
a~dire vaut {0,1} ou {0,—1}). Par la suite, tous les polygones seront supposés
convexes. L’aire hyperbolique d'un polygone est définie comme celle de son inté-
rieur, qui est I’ensemble des points tel que ~ soit d’indice non nul par rapport a
ces points.

On définit les angles hyperboliques comme égaux aux angles euclidiens. Les
isométries préservant 'orientation étant holomorphes, elles préservent les angles
euclidiens et celles renversant ’orientation sont antiholomorphes donc les opposent.

Théoréme 2.3 (Formule de Gauss-Bonnet). L’aire d’un triangle hyperbolique

ABC wvaut ™ — (CT‘l\B + ABC + B/C'\A), ot l'angle en un sommet a l'infini est
nul.

Démonstration.
Lemme 2.4. Les isométries préservent ['aire.

Démonstration. En effet, soient f : 2z — Z;st, a,b,c,d € R, ad—bc=1, X C HZ.

Par la formule du changement de variables, puisque f est un difféomorphisme

C! de X sur f(X), de dérivée z — m donc de jacobien z W, on a :

1
A = [ ey
1 dz dy
x Im (f(x +iy))? |c(z + iy) + d|*
B le(z + iy) + d|* dx dy
B /X y? lc(z 4+ 1y) + dJ*
dx dy = A(X).

1
u2

Pour la symétrie z — —Z, le résultat est évident (le calcul est encore plus simple),

ce qui conclut. O

Un triangle idéal est un triangle dont tous les sommets sont sur le bord de HZ.
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Lemme 2.5. L’aire d’un triangle idéal est .

Démonstration. Considérons le triangle idéal de sommets —1, 1 et oo. Son aire
est :
/ /ﬂydydm / ml’—ﬂ'.

Tous les triangles idéaux sont isométriques, car si ABC' est un triangle idéal,
il existe une isométrie envoyant (AB) sur Dy, et quitte & composer par l'isométrie
Z —%, on peut donc envoyer A sur oo et B sur 0. Puisque C # A, C est envoyé
sur R*, donc quitte a composer par une homothétie de centre 0 de rapport positif
et éventuellement par une symétrie, on peut envoyer C' sur 1 en fixant 0 et co.

Ainsi, tous les triangles idéaux sont isométriques au triangle de sommets oo, 0
et 1, donc tous les triangles idéaux sont isométriques.

Par le lemme précédent, ils ont donc tous la méme aire, égale a 7. O]

Les angles aux sommets d'un triangle idéal sont nuls, car soit un sommet est a
I'infini, auquel cas on définit ’angle comme nul, par continuité, soit il est réel et
alors les géodésiques s’intersectant en ce sommet sont orthogonales au bord donc
tangentes entre elles, donc forment un angle nul.

Un triangle deuz-tiers idéal est un triangle dont deux sommets au moins sont
sur le bord de HZ.

On note A(f) I'aire d’un triangle deux-tiers idéal dont le plus grand angle vaut
0 € [0,7]. Cette quantité est bien définie, car deux triangles deux-tiers idéaux
correspondant au méme angle 6 sont isométriques. En effet, soit ABC' un triangle
deux-tiers idéal tel que A € HZ, alors il existe une isométrie envoyant A sur i, B
sur 0, et C' dans {2z € H%,Re(z) > 0}, en préservant les angles (non orientés).
Le sommet C' est alors envoyé sur ﬁ — m si @ # 0, comme un simple calcul
trigonométrique permet de le montrer (on rappelle que les géodésiques ne passant
pas par l'infini sont des demi-cercles centrés sur un réel), ce qui conclut (le cas
idéal 0 = 0 a déja été traité).

On note S(#) = m — A(6). La fonction S est définie sur [0, 7], et on a vu que
S(0) = 0. Le cas # = 7 correspond a un triangle plat, d’aire nulle puisque de
mesure de Lebesgue nulle, donc S(7) = 7.

On prolonge S a R de la fagon suivante : si x € R, on pose x = ar + b,a €
7,0 < b < 7 la division euclidienne de z par 7, alors S(z) = ar + S(b).

Lemme 2.6. L’application S est R-linéaire. En particulier, S = idg.

Démonstration. Soient 0 0" deux angles tels que 8 + 6 < 7w, ABC un triangle
deux-tiers idéal tel que BAC = 0, D un point du bord de ]HIR tel que DAC soit
un triangle deux-tiers idéal tel que DAC =0 et DAB = DAC + CAB =0 +9.
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Alors BDA est un triangle deux-tiers idéal d’angle 6 + ¢, et A(BAD) +
A(BCD) = A(BCDA) = A(BCA) + A(DCA), or BCD est idéal, d’ou A(0 +
0)+m=A0)+ A0), dou S(+6)=S5(0)+ S().

Siz € [0,7], alors S(27) = 25(x), et sixw € [T, 7], S(2z —7) = S(2(x — 7)) =
25(x — 5) = 2S(x) — 258(3) = 2S(x) — S(m) = 25(x) — 7, or par définition,
S(2x) =7+ S(2z — pi) dou S(2z) = 25(x).

Il est ensuite immédiat que Vo € R, S(2z) = 25(x).

Siz,y € R, et x = an+b, y = cw+d sont leurs divisions euclidiennes respectives
par 7, alors S(z) + S(y) = (a + )7 + S(b) + S(d), et soit b+ d < 7 auquel cas
S(b) + S(d) = S(b+d), soit m < b+ d < 2w, auquel cas en supposant b < d,
ona S(b+d) =25("4) =25(8) +25(4) = S(b) + S(d), d’ott dans les deux cas
Sex+y)=(a+c)n+S0b+d) =(a+c)m+S0b)+S(d) =S(x)+ S(y).

On a donc : Vp,q € Z,q # 0, Vo € R, pS(z) = S(pr) = ¢S(Ez) d'ou S(Ez) =
£S(z), donc S est Q-linéaire.

Or S est continue car l'aire d'un triangle deux-tiers idéal varie continument
par rapport a l’angle, par théoréeme de continuité sous le signe intégral (il est facile
d’en vérifier les hypotheses, puisque l'intégrale est explicite, en utilisant le triangle
décrit plus haut pour le calcul), donc S est R-linéaire.

Puisque S(7) =7, S = idg. O

Ainsi, A(0) = m—60 pour 0 € [0, 7] donc la formule de Gauss-Bonnet est vérifiée
pour les triangles deux-tiers idéaux.

Soitt ABC' un triangle hyperbolique.

Soient B’ le point d’intersection de (AB) avec le bord de H situé du coté de
B, C' I'intersection de (BC') avec le bord du c¢6té de C, et A’ I'intersection de (C'A)
avec le bord du c6té de A (on dit que X € (YZ) est du coté de Y si Z ¢ [X,Y]).
Alors

7= A(ABC)
— A(AAB') + A(B'BC") + A(C'CA") + A(ABC)
= (CAB + ABC + BCA) + A(ABC),
d70t1 —_— —_— —_—
A(ABC) = — (CAB + ABC + BCA).
]

En particulier, la somme des angles d’un triangle hyperbolique est toujours
inférieure a m, strictement s’il n’est pas plat, donc un triangle hyperbolique ne
peut avoir deux angles droits.
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De méme, la somme des angles d'un quadrilatere hyperbolique est toujours
inférieure a 2w, strictement s’il n’est pas plat, donc il n’existe pas de rectangle
hyperbolique.

2.3 Classification des hexagones hyperboliques marqués a
angles droits

Le résultat principal de cette partie est central pour expliciter 'espace de
Teichmiiller du pantalon, défini dans la troisieme partie. Un hexagone hyperbo-
lique a angles droits est un hexagone hyperbolique convexe tel que deux arétes
ayant un sommet commun s’intersectent a angle droit en ce sommet. Un hexagone
hyperbolique marqué est un couple (ABCDEF, AB) ot ABCDEF désigne un
hexagone hyperbolique et AB le segment géodésique [A, B, orienté de A vers B.

Le groupe des isométries de HZ agit sur 'ensemble des hexagones hyperboliques
marqués a angles droits (par I'action naturelle sur les parties de H), puisque ces
isométries sont holomorphes donc conservent les angles.

On note Hex,, I’ensemble des hexagones hyperboliques marqués a angles droits
quotienté par cette action.

Théoreme 2.7. L’application

_ Hex,, — (R})?
U (ABCDEF,AB) +— (long(AB),long(CD),long(EF))

est une bijection.

Démonstration. Montrons que f est bien définie.

Si (ABCDEF,AB) et (A’B'C'D'E'F'; A'B’) sont dans la méme classe d’équiva-
lence (sous I'action des isométries de HZ), alors il existe une isométrie h de HZ telle
que h(ABCDEF) = A'B'C'"D'E'F’ et h(AB) = A'B’, en particulier h(A) = A et
h(B) = B'. Le sommet C est I'unique sommet de ABCDEF adjacent & B mais
différent de A, et de méme symétriquement pour C’, or I'isométrie h préserve ces
propriétés topologiques, donc h(C) = C’, et de méme, h(D) = D', h(E) = E’ et
h(F) = F', or h est une isométrie d’ou

(long(AB),long(C'D),long(EF)) = (long(A’B’),long(C'D"),long(E'F")),
donc f est bien définie.
Pour tout hexagone marqué (ABCDEF, AB), il existe une isométrie envoyant

B sur i et A sur 'unique point iz de Dy de partie imaginaire supérieure a 1
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tel que d(A, B) = d(i,iz). Quitte & composer par z +— —Z, on peut supposer
ABCDEF C {z € H3,Re(z) > 0}.
Dans chaque classe d’équivalence, on appelle « canonique » un tel représentant.
Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.8. 5i Dy et Dy sont deuxr géodésiques ne s’intersectant pas dans ]I-IT%,
alors il existe un unique segment géodésique [x,y], x € Dy, y € Do réalisant la
distance de Dy a D-.

De plus, [x,y] est l'unique segment géodésique orthogonal & Dy et a Ds.

Démonstration. Quitte a composer par une isométrie préservant I'orientation, on
peut supposer Dy = Dy.

La condition sur D; et D, se transporte en la méme condition sur Dgy et D;.
L’orthogonalité est préservée car les isométries préservent les angles.

Alinsi, apres composition par cette isométrie, D, est un demi-cercle non tangent
a Dy, et leur distance euclidienne M est strictement positive. On note N la partie
imaginaire maximale des points de D;.

On identifie Dy a R grace a un paramétrage v de Dy, et on note

d ‘{]R — R*
' t — d(y(t), D1)

Alors d; est continue (par continuité de la distance a une partie et de ), et propre,

car
deuet (V(t)a x)

B T T R TIE) A
donc en 400,
deucl(’}/(t% Dl)
et en —o0, ; § M
1(t) > 7Im('y(t)) — +00.

La fonction d; admet donc un minimum absolu, et on note x un point de Dy
tel que = y(t) ou dy(t) est le minimum absolu de d;.

Alors, par le lemme 1, la distance de z a D; est atteinte, et soit [z, y] un segment
géodésique réalisant cette distance. Il réalise donc la distance de Dy a D;.

Il réalise aussi la distance de y a Dy donc il est orthogonal a Dy et a D;.

Si [/, '] est un autre segment géodésique réalisant la distance de Dy & Dy, alors
xx'yy’ est un quadrilateére a angles droits, ce qui est absurde d’aprés le théoréeme
de Gauss-Bonnet. O]
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On remarque que si BC est une aréte d’un hexagone hyperbolique a angles
droits, AB et CD les deux arétes adjacentes, alors (AB) et (C'D) ne s’intersectent
pas dans HZ, sinon soit I leur intersection, alors le triangle /BC a deux angles
droits, ce qui est absurde.

Par le lemme précédent, BC' est donc 'unique segment géodésique réalisant la
distance de (AB) a (CD).

Soient long(AB), long(BC) et long(AF') trois réels strictement positifs, © =
exp(long(AB)).

Supposons que long(AB), long(BC) et long(AF') sont des longueurs d’arétes
d’un hexagone hyperbolique marqué a angles droits, et soit (ABCDEF, AB) un
représentant canonique de cet hexagone hyperbolique marqué.

On peut le construire de la fagon suivante. Posons B = i, A = iz. On trace
les deux demi-cercles de H% de centre 0 de rayons respectifs 1 et x. Ce sont les
uniques géodésiques intersectant a angle droit AB en A et B respectivement.

Sur chacun de ces demi-cercles, il existe une unique position possible pour F
et C réalisant les longueurs long(BC) et long(AF) (car sur une géodésique, la
distance a un point de la géodésique est réalisée exactement deux fois, et ici, on
s’est restreint au quadrant supérieur droit du plan donc il ne reste plus qu’une
seule solution).

On trace Dy et Dy les uniques géodésiques orthogonales a BC' et AF passant
par respectivement C' et F'.

D’apres la remarque précédente, DE est obtenue alors comme 'unique segment
géodésique réalisant la distance de Dy a Ds.

Tout représentant canonique satisfait cette construction unique, donc il y a
unicité du représentant canonique. On a donc représenté tous les hexagones hy-
perboliques marqués a angles droits d’une fagon canonique (unique).

On ne suppose plus que long(AB), long(BC) et long(AF) sont des longueurs
d’arétes d’un hexagone hyperbolique marqué a angles droits. On peut néanmoins
faire la construction précédente, a la différence pres qu’il n’existe pas de segment
géodésique réalisant la distance de Dy a Dy si ces géodésiques s’intersectent (ce
qui ne pouvait étre le cas précédemment car on savait que la construction donnait
un hexagone hyperbolique a angles droits).

On note dans l'ordre croissant a et b les extrémités de la géodésique (C'D) ainsi
que c et d les extrémités de (E'F). La construction précédente permet d’obtenir
un hexagone hyperbolique a angles droits tant que ¢ > b.

On fixe long(BC) et long(AF'). Dans la construction précédente, quand x =
exp(long(AB)) varie, puisque les homothéties de centre 0 sont des isométries, les
segments AF sont homothétiques de centre 0, donc les géodésiques (E'F') aussi
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par construction, donc le rapport g est constant. Appellons xg, ¢y et dy les réels
obtenus dans la configuration ou b = ¢. Alors pour = > xy, on a ¢ > ¢y = b donc
la construction précédente donne un hexagone hyperbolique a angles droits.

On pose x = txg, alors ¢ = tcyg = tb et d = tdy. 1l existe un hexagone hyperbo-
lique a angles droits ABCDEF tel que
long(AB) = In(z) si et seulement si ¢ > 1.

Montrons que long(DFE) comme fonction de ¢t > 1 est bijective dans RY. Il
existe une isométrie préservant 'orientation qui envoie D sur D' = i et E sur
E’" € Dy avec Im(E") > 1.

Elle envoie (CD) et (EF) sur des géodésiques orthogonales a Dy, donc sur
des demi-cercles centrés en 0 de rayons respectifs 1 et » > 1. Par préservation de
I'orientation, on obtient que a est envoyé sur —1, b sur 1, ¢ sur r et d sur —r.

Siw,x,y,z € C sont deux a deux distincts, on définit leur birapport

w2 = EEZY),
(y —w)(z —x)
Lemme 2.9. Les homographies conservent le birapport. Autrement dit, si
f: ¢ — E«% avec a,b,c,d € C,ad — bc =1, alors Vw,x,y,z € C deuz a
z cz+d

deuz distincts,
[w,z,y, 2] = [f(w), f(x), f(y), [(2)] -

Démonstration. Un calcul le montre :

[f(w), f(x), fy), f(2)]
(az + b)(cw + d) — (aw + b)(cx + d))((az + b)(cy + d) — (ay + b)(cz + d))
b)(cw + d) — (aw + b)(cy + d))((az + b)(cx + d) — (az + b)(cz + d))

= [w,x,y,z] . O

Puisque les isométries préservant 1’orientation sont des homographies, on ob-
tient ainsi :

(b—a)(d—c) tlb—a)(do—0b)  4r

(c—a)d—b)  (th—a)(tdy—b) (r+ 12

On note
x(b—a)(dy —b) kx

T = b =) wdo—b) ~ Pla)

ou P(x) = (bx — a)(dox — b), et

_m—l

9(z) = —3—,
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et alors la relation précédente s’écrit :

f(t)=g(r+1).

On a ¢'(z) = % < 0 pour z > 2, donc I'équation g(r + 1) = f(t) admet, &
t > 1 fixé, au plus une solution r > 1, et méme exactement une par construction
(puisque 'hexagone existe).

Résoudre cette équation revient a résoudre une équation polynomiale du se-
cond degré en r, et & ne considérer que la plus grande solution (celle strictement
supérieure a 1), ce qui donne :

L4/ 4f(1)
B 2f(t)

donc r est une fonction C* de ¢, pour ¢ > 1.

r(t -1,

La longueur long(DE) = In(r) est donc une fonction C' de ¢ > 1. Quand
t— 17, f(t) — i donc long(DFE) — 0 et quand t — 400, f(t) — 0 donc
long(DE) — 400, donc par le théoreme des valeurs intermédiaires, long(DFE)(t)
est surjective dans R} .

Pour montrer qu’elle est injective, il suffira de montra que sa dérivée est stric-
tement positive, soit, - > 0, soit r’ > 0, soit encore en posant R =r + 1, R > 0.

Or, en dérivant par rapport a t la relation f(t) = g(R), on obtient f'(t) =
R'¢'(R). On a déja vu que pour r > 1, i.e R > 2, ¢'(R) < 0, donc il suffit de
montrer f’(t) < 0 pour conclure.

Or, pour R > 2, ou autrement dit ¢t > 1, f(t) = g(R) > 0 d’ou f'(t) < 0 <=

In(f(t)) < 0.

car a < b < dy et t > 1, ce qui conclut. O
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3 Variétés hyperboliques et espace de Teichmiil-
ler

Nous allons maintenant combiner les notions introduites dans les deux pre-
mieres parties en introduisant la notion de surface hyperbolique. De la méme fagon
qu’une variété différentielle est une variété topologique munie d’une structure sup-
plémentaire afin de pouvoir utiliser du calcul différentiel, une variété hyperbolique
est une variété topologique munie d’une structure supplémentaire pour pouvoir
utiliser de la géométrie hyperbolique.

3.1 Définitions

Définition 3.1. Soit S une surface, une structure hyperbolique sur S est un at-
las mazimal de cartes (Us, ;)icr @ valeurs dans {z € HE | Re(z) = 0} telles que
les applications de changement de cartes soient des isométries locales préservant
lorientation. Une surface hyperbolique est une surface munie d’une structure hy-
perbolique.

On peut alors transporter toutes les notions que l'on a définies pour le plan
hyperbolique dans les surfaces hyperboliques :

Une géodésique sur une surface S munie d’une structure hyperbolique o est un
chemin, géodésique dans chacune des cartes de la structure hyperbolique.

L’angle entre deux chemins s’intersectant en un point est I’angle correspondant
lu dans une carte autour de ce point. Cet angle ne dépend pas de la carte choisie
car les changements de cartes sont conformes (car isométriques).

La longueur d’'un chemin ~ est définie de la fagon suivante : soit 0 =ty < t; <
-+« < tpy1 = 1 une subdivision de [0, 1] telle que pour tout 7, v([t;, t;11]) soit inclus
dans une carte ;. Alors

n

ga(’y) = ZE(SOZ o 7|[ti,ti+1])

1=0

ot £ est la longueur dans HZ. Cette définition ne dépend pas des choix des cartes ¢;
puisque les changements de cartes sont des isométries, et ne dépend pas non plus
de la subdivision choisie, car on peut toujours prendre une subdivision plus fine
que deux subdivisions données, et la longueur pour cette subdivision coincidera
avec les deux autres. La longueur ne dépend pas non plus du paramétrage car ¢
n’en dépend pas.

Si S est connexe (donc connexe par arcs), la distance entre deux points est la
borne inférieure de I’ensemble des longueurs des chemins reliant ces deux points.
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Définition 3.2. Notons Hom(S) le groupe des homéomorphismes de S, et Homg(.S)
le groupe des homéomorphismes de S isotopes a l’identité, c’est a dire que ¢ €
Homg(S) si et seulement s’il existe H : [0,1] x S — S continue telle que H(0,-) =
v, H(1,-) = Idg et pour tout t € [0,1], H(t,-) est un homéomorphisme de S.

Définition 3.3. On définit le groupe modulaire de S, noté Mod(S), comme étant
le quotient de Hom(S) par Homg(S).

Le groupe Hom(S) agit a gauche sur 'ensemble des structures hyperboliques
sur S par

V- (@i, Ui)ier = (i o 0(Uy))ier -

En effet, les changements de carte sont ¢; 0™ oo ;' =005
Cette action se restreint en une action de Homg(S) sur ’ensemble des structures
hyperboliques sur S.

Définition 3.4. Soit 2g +n > 2. On définit l'espace de Teichmiiller de ¥, et on
note Teich(X,,) l'espace quotient de l’ensemble des structures hyperboliques sur
Ygn par Uaction ci-dessus de Homg(X,,,).

On remarque que Mod(%, ) agit sur Teich(X,,,), car Homy (X, ,,) agit triviale-
ment sur Teich(X,,,) donc I'action de Hom(3, ,,) sur Teich(X,,,) passe au quotient.

3.2 Résultats préliminaires

Afin de calculer les espaces de Teichmiiller des surfaces, nous aurons besoin
d’un certain nombre de résultats topologiques que nous énongons ici.

3.2.1 Homotopie, isotopie et géodésiques

Dans un espace topologique E, un chemin est une application continue -y :
[0,1] — E et un lacet est une application continue v : S; — E. Un chemin (resp.
lacet) est dit simple s’il est injectif (resp. injectif sur [0, 1]).

Une homotopie entre deux fonctions continues f et g d’un espace topologique
X dans un espace topologique Y est une application continue H : [0,1] x X — Y
telle que H(0,-) = f et H(1,-) = g. Si f et g sont des plongements, une isotopie
entre f et g est une homotopie H entre f et g telle que H(t,-) est un plongement
pour tout t € [0, 1]. Les relations « étre homotope a » et « étre isotope a » sont
des relations d’équivalence.

Si vy et ' sont des chemins tels que y(0) = 7/(0) et v(1) = +/(1), une homotopie
relativement aux extrémités entre v et 7 est une homotopie H entre 7 et +' telle
que pour tout ¢t € [0,1], H(t,0) =~(0) et H(t,1) =~(1). Siy et v sont des lacets,
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une homotopie de lacets entre 7y et v est une homotopie H entre v et 4 telle que
pour tout ¢ € [0,1], H(t,-) est un lacet.

On admet les propositions suivantes. Pour des démonstrations, voir par exemple
[Far10l, proposition 1.7, page 29] pour la premieére et [Hir76, théoreme 1.3, page
180] pour la seconde.

Proposition 3.5. Soient S une surface et v et v deuz lacets simples homotopes,
alors v et v sont isotopes.

Proposition 3.6 (Isotopies ambiantes). Soient S une surface et v et v deuz
lacets simples isotopes dont les images ne rencontrent pas la bord, alors il existe
un homéomorphisme de S isotope da l'identité qui envoie y sur ~'.

Proposition 3.7. Soit C un ensemble fermé (pour la topologie uniforme) non vide
de chemins de [0, 1] dans une surface hyperbolique compacte, stable par reparamé-
trage des chemins. On suppose que pour tout chemin de C, il existe un chemin
géodésique par morceaur dans C de longueur inférieure, et strictement inférieure
pour un chemin non géodésique. Alors il existe un élément de C de longueur mini-
male, qui est de plus géodésique.

Démonstration. Soient m = inf {long(v),y € C} et (7,) une suite minimisante
(dont la suite des longueurs tend vers m). On peut supposer que 7, est géodé-
sique par morceaux, par hypothese sur C. Quitte a reparamétrer, comme -, est
géodésique par morceaux, on peut supposer qu’il est long(y,)-lipschitzien. Par le
théoreme d’Arzela-Ascoli, on peut extraire une sous-suite de (v,) qui converge
uniformément vers v € C, de longueur m minimale car la longueur est continue
pour la norme uniforme. Par hypothese sur C, le chemin v est géodésique. ]

Corollaire 3.8. Soit v un lacet simple non homotope a un point, sur une sur-
face hyperbolique compacte S. Alors il existe un unique lacet vy, homotope a ~y de
longueur minimale et qui est géodésique.

Démonstration. L’existence de 7, découle du théoreme précédent appliqué a la
classe d’homotopie de 7 (la condition d’étre une homotopie de lacets est une condi-
tion fermée, et on peut toujours approcher uniformément un chemin par un chemin
géodésique par morceaux homotope).

Pour I'unicité, nous renvoyons a [Farl(, proposition 1.6 page 27].
]

Corollaire 3.9. Soient S une surface hyperbolique compacte ety un chemin reliant
deux points x ety de S, alors il existe un unique chemin géodésique reliant x et vy,
homotope a v relativement aux extrémités. O
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Corollaire 3.10. Soient S une surface hyperbolique compacte et v un chemin
reliant deux composantes connexes du bord de la surface, alors il existe un unique
chemin géodésique de longueur minimale reliant ces deux composantes de bord,
homotope a v par une homotopie au cours de laquelle les extrémités de v restent
dans la méme composante de bord. O

3.2.2 Nombres d’intersection

Si a et b sont deux classes d’isotopie de lacets simples, le nombre d’intersection
de a et b, noté i(a, b), est défini comme étant le minimum des cardinaux de v, N,
lorsque v, et 7, parcourent respectivement a et b. Si v, Ny, = i(a,b), on dit que
Ya €t Y, sont en position minimale.

Pour calculer le nombre d’intersection de deux classes de lacets, on admet le
critere tres utile suivant :

Proposition 3.11 (critére du bigone). Deuz lacets simples transverses sur une
surface S sont en position minimale si et seulement si deux arcs entre deux points
(distincts) d’intersection, l'un appartenant au premier lacet et l'autre au second,
ne bordent jamais un disque fermé plongé dans S (on appelle un tel disque un
bigone).

Proposition 3.12 (minimalité des géodésiques). Deuz géodésiques fermées simples
distinctes sur une surface hyperboliques sont en position minimale.

Pour des démonstrations, voir par exemple respectivement [Farl(, proposition
1.3, page 23] et [Farl0l corollaire 1.5, page 26].

Pour s’assurer de 'existence de représentants géodésiques dans une classe d’ho-
motopie donnée, on peut utiliser les corollaires du théoreme [3.7]

3.2.3 Revétements

Tous les résultats de cette partie sont des résultats classiques de théorie des
revétements, nous renvoyons a [Pau| ou [Hat02] pour les démonstrations.

Définition 3.13. Soit B un espace topologique. La paire (E,p) est un revétement
de B si E est un espace topologique et p : E — B une application continue
telle qu’il existe un espace discret non vide F tel que pour tout x € B il existe
un voisinage U de z et un homéomorphisme ¢ de p~ (U) vers U x F tel que si
7 U x F' = U est la projection sur le premier facteur, alors pl,-1) = m 0 ¢.

Comme conséquence de la définition, un revétement est surjectif et un homéo-
morphisme local. Si B est une surface munie d’une structure hyperbolique, cette
structure se releve d’une unique maniere en une structure hyperbolique sur E de
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telle sorte que sur les cartes de E sur lesquelles p est un homéomorphisme local, il
envoie la structure de E sur celle de B.

Proposition 3.14 (Existence et unicité du revétement universel). Pour toute sur-
face S, il existe un revétement simplement connexe (g,p) de S. Un tel revétement
est appellé un revétement universel.

Deux revétements universels de S sont homéomorphes par un homéomorphisme
qui commute avec les projections.

R—)S1

" . i alors (R, p) est un revétement

Exemple : Soit 'application p : {

universel de S;.

Proposition 3.15 (Relévement des chemins). Soient B un espace topologique et
(E,p) un revétement de B. Soit v : [0,1] — B un chemin et soit & € p~'(7(0)).
Alors il existe un unique chemin (appellé chemin relevé) 4 : [0,1] — E tel que

70) =T etpoy =1,

Proposition 3.16 (Relevement des homotopies). Soient B un espace topologique
et (E,p) un revétement de B. Soit v, et vo deur chemins sur B et H une homotopie
entre 1 et vo. Soient 7, un relevé de v, dans E, alors il existe un unique relevé
Fy de o et une unique homotopie H de 4, vers 3, telle que po H = H.

3.2.4 Application développante

La proposition suivante est extrémement importante, c¢’est elle qui fait le lien
entre la géométrie locale d'une variété hyperbolique et sa géométrie globale.

Proposition 3.17. Soit S une surface hyperbolique simplement connexe. Alors il
existe une application localement isométrique D de S dans H, unique a composi-
tion par une isométrie de HZ pres.

Démonstration. On fixe un point base xy sur S et une carte (g, U) contenant
xo. On définit D(xg) = po(zo). Soient z € S, [ro, 2] un chemin simple reliant
xo a x. Puisqu’il est simple, la topologie de [0, 1] coincide avec la topologie in-
duite par celle de S. On recouvre [zg,x] par un nombre fini de domaines de
cartes (¢, Ui)izo,..n telles que U; N [z, x] =|a;, b;[ (fermé pour les extrémités)
avec (a;)i—o...n €t (bi)i=o, n strictement croissantes, a;11 > b;_1.

On peut le faire de la fagon suivante : pour tout point y du chemin, il existe un
domaine de carte U, le contenant, qui intersecte [x¢,x] en un ouvert (de [zo, z]).
La composante connexe de cet ouvert est la trace d'un ouvert de .S, donc on peut
ne considérer que des cartes intersectant [z, z] selon un intervalle. On en extrait
un recouvrement fini, et on peut supprimer des cartes de la fagon suivante. On
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considere les intersections des cartes avec [z, x]. Si une intersection est incluse dans
une autre, on peut supprimer la carte correspondante, et si trois intersections ont
une intersection triple, on peut aussi supprimer une des cartes, tout en conservant
un recouvrement. On obtient ainsi des cartes recouvrant [z, 2] que 'on ordonne
par la borne inférieure de leur intersection avec [z, x]. Toutes les propriétés sont
alors vérifiées.

Si U; et U; ont une intersection non vide dont on a choisi une composante
connexe, @; o goj_l est une isométrie locale de H%, donc, au voisinage de la compo-
sante connexe distinguée de U; N Uj, c’est la restriction d’une unique isométrie de

——— 1
H, notée @; 0 @
Si (¢4)i=o....n est une suite de cartes recouvrant un chemin, on note iso((¢;);) =
—

—
—

wooprtopopyto---op, 1ot Cette notation a un sens dés que deux cartes
successives s’intersectent et qu'une des composantes connexes de 'intersection est
distinguée.

On définit D(z) = iso((¢;):) © n ou les composantes connexes distinguées sont
celles rencontrant [z, z]. Montrons que cette définition ne dépend pas du choix du
chemin et des cartes.

A partir de maintenant, les composantes connexes distinguées seront sous-
entendues (et correspondent a des intersections avec un chemin).

Lemme 3.18. Si (a, A), (b, B), (¢, C) sont trois cartes dont l'intersection est non

e~

g 2
vide, alors aoc ' =aob tobocl, soitiso((a,c)) =iso((a,b,c)). En particulier,
on peut insérer ou supprimer une carte d’une suite de cartes en conservant l’iso-
métrie associée, a condition que l’intersection triple avec les cartes adjacentes soit
non vide.

Démonstration. En effet, cette égalité est vérifiée sur I'ouvert ¢(AN BN C') car on
n’a pas besoin d’étendre les changements de cartes en des isométries globales. Les
deux membres de I'égalité sont donc deux isométries de H% qui coincident sur un
ouvert non vide, elles sont donc égales. O]

-----

des cartes correspondantes (¢9 = ¢g car la premiere carte est fixée). Puisque
S est simplement connexe, il existe H une homotopie relativement aux extrémi-
tés entre vy et ;. L'image de H est compacte, donc on peut la recouvrir par
un nombre fini de cartes (y;, W;), de sorte que la seule carte recouvrant xy soit
(o, Up). Soient U, = H-Y(U;), V! = HY(V;), W/ = HY(WW;). La famille (W})

est un recouvrement ouvert de [0,1] x [0, 1]. On consideére les fonctions, définies
respectivement sur [0, 1] x {0}, [0, 1] x {1}, [0, 1] x [0, 1] par go(z) = max; d(z, U),
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g1(z) = max; d(z, V/¢), go(x) = max; d(z, W/¢). Ces fonctions sont continues, ja-
mais nulles donc atteignent leurs minima, strictement positifs, et soit ¢ > 0 le
minimum des minima, et % < €.

Soit C;; le carré [L, EE] x [L ZHL] et (¢ . W, ;) une carte recouvrant H(C; ;)
parmi les (¢g, Ux) si j = 0, parmi les (Y, Vi) si j = n — 1, parmi les (xx, Wk)
sinon. En particulier, (& ;, Wo.;) = (®0, Up). De telles cartes existent par définition
de n.

Montrons que is0((&;;)i) © &n—1,; = 180((&i j+1)i) © €n—1,j+1 au voisinage de x.
Par le lemme précédent, on peut insérer dans le terme de gauche §; ;11 entre & ;
et &1 pour i € [0,n — 2]. En effet, les carrés correspondant ont un point
d’intersection triple, donc les cartes aussi. Ensuite, on peut supprimer les & ;
(entre &1 41 et & j11) pour ¢ € [1,n — 2]. On obtient ainsi iso((&; ;);) 0 {n_1j =
i50(80,55 (&ij+1)is €n-15) © €n15- O1 €05 = o = o 41 AU i50(Eo 5, (§i541)i En1) ©

En—1; = 180((&ij+1)i) © En1,41 © 57:_11,]- 0 &,-1,;. Or au voisinage de x, on a par dé-
—_—

finition &, 111 0 &, 11 ;0 Enmry = Enorjar Aol is0((&i5)i) © En1,j = 180((&ijs1)i) ©
En—1,j+1-

Montrons que is0((&;0):) © £n—10 = 1s0((p;);) © ¢r. En effet, par définition,
(&0, Wio) = (¢j,,Uj,) pour certains j;, avec jo = 0 et j,_; = k. L’hypothese
d’intersection successive des W; o et les hypotheses sur les U; impliquent que |71 —
Jil < 1. On consideére la plus courte sous-suite de (&; o); telle que I'isométrie associée
soit définie et égale a iso((&;0);). On la note encore (§;);. Il est alors impossible
que j;4+1 = J; sinon on peut supprimer & o, et s’il existe j;,41 = j; — 1, on considere
le plus petit ¢ pour lequel cela se produit, il est non nul et on peut supprimer & .
On a donc j; = ¢ d’ou 'égalité souhaitée.

On a de méme is0((&;n—1)) © En1.n—1 = 150((1);) © Y, d’0U is0((5)i) © 1, =
iso((1));) 0¥, , donc D est bien définie, ce qui démontre 'existence d’une applica-
tion développante. Elle est uniquement déterminée par le choix de z( et g, donc
elle est unique & une isométrie de HZ pres. O

Proposition 3.19. $i S — S est le revétement universel d’une surface hyper-
bolique compacte S, alors toute application développante de S dans HZ pour la
structure hyperbolique relevée sur S est injective.

Démonstration. Soient Z et § deux points distincts de S, 4 un chemin qui les relie,
qui se projette en un chemin v de x & y sur S non trivial. Par le théoréme [3.7]
il existe un segment géodésique non trivial de z a y homotope a v relativement
aux extrémités. Cette homotopie se releve en une homotopie de 4 a un segment
géodésique de T a gy, dont I'image par I'application développante est un segment
localement géodésique, donc géodésique de HZ, donc simple, donc & et § ont des
images distinctes par I'application développante, qui est donc injective. O
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3.2.5 Difféomorphismes du pantalon

Un pantalon est une surface (topologique) homéomorphe a X3, c’est-a-dire
a une sphere privée de trois disques. Cette section établit la classification des
difféomorphismes du pantalon a isotopie pres.

On admet les résultats suivants.

Théoreme 3.20. Si M et N sont des variétés C*, toute application continue de
M en N est homotope a une application C* de M dans N. Deuzx applications C'*
de M dans N qui sont homotopes sont différentiablement homotopes.

Théoréme 3.21 (théoreme de Jordan-Schonflies). Soit v un lacet simple sur
Se. Alors Se \ Im(y) est constituée d’exactement deux composantes simplement
connexes.

Proposition 3.22 (Difféomorphismes du cercle). Tout difféomorphisme du cercle
S1 préservant l'orientation est isotope a l'identité.

Pour des démonstrations, voir par exemple respectivement [Paul, théoreme 6.16,
page 232], [Moi77, théoreme 2, page 71] et [Hat02, théoreme 1.7, page 29].

Proposition 3.23 (Difféomorphismes du disque). Les difféomorphismes du disque
fixant le bord sont isotopes a l’identité.

Démonstration. Soit f un tel difféomorphisme, dont on peut suppposer qu’il fixe
le centre du disque (quitte & composer par une transformation de Mobius). Alors
Hy = 1Id,
z — tf(3)si]z] <t
Ht . .t
z — zsi|z| >t

pour t €]0, 1], définit une isotopie de l'identité a f. Pour obtenir une homotopie
C*, on utilise le théoreme [3.20] O

On peut maintenant établir la classification.

Théoréme 3.24 (Difféomorphismes du pantalon). Tous les difféomorphismes du
pantalon préservant l'orientation et chaque composantes de bord sont isotopes a
l'identité.

Démonstration.

Lemme 3.25. Deux chemins C* simples dans le pantalon dont le vecteurs vitesse
ne s’annulent pas, ayant leurs extrémités sur les mémes composantes de bord,
n’intersectant les composantes de bord qu’en leurs extrémités, sont isotopes. C’est
aussi vrai sur le cylindre.
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Démonstration. Soient 7y, et v, deux chemins C! simples sur le pantalon P inter-
sectant 0; P en une extrémité et d, P en l'autre, n’intersectant pas 0 P. L’idée de
la preuve consiste a contracter les trois composantes de bords en trois points de
facon a se ramener au cas de deux chemins de mémes extrémités dans le plan, puis
a relever l'isotopie trouvée dans le pantalon.

On consideére un plongement de P dans le bord C' du cube unité, difféomorphe
a Sy (pour une structure différentielle induite par un homéomorphisme avec S,),
de sorte que chaque composante de bord 0; P du pantalon soit un cercle C; inclus
dans une face F;, centré en A; le centre de Fj;, de rayon % On note D; le disque
ouvert de bord C;.

Soit f une fonction C* (C' suffit) de Ry dans R, égale & x — £ sur [0, 5], et
valant 1 sur [2, 4-00[, strictement croissante sur [3, 2]. On identifie F} avec le carré
unité dans le plan complexe. Soit

,_{Fi—DZ- — F
pi - 2 — f(l2Dz

L’application p; est un difféomorphisme de F; — D; dans F; — {A;}, et il pré-
serve les secteurs angulaires en 0 (identifi¢ a A;) car il préserve les demi-droites
d’extrémité 0.

On peut « recoller » py, ps, et ps en p, fonction C*° de P sur C tel que
plr—p, = pi, et difffomorphisme de P — (D; U Dy U D3) sur C — {A;, As, Az}
On identifie C' — {A;, Ay, A3} au plan R? privé de deux points A; et Ay par un
difféomorphisme. On note «o; = p(v;).

Les applications a; et oy sont deux chemins simples de R? d’extrémités A; et
Ay, or R? est simplement connexe donc il existe une homotopie C* de a; a ay
relative aux extrémités, donc une isotopie C' h de a; a s relative aux extrémités,
telle qu’a chaque instant, aucun vecteur vitesse ne s’annule. On note h; le chemin
donné par lisotopie h a linstant ¢ (hg = aq, hy = a3).

Montrons que h se reléve & P en une isotopie de v; & 2. Soit by = p~ (heljo,ap)-
Montrons que le chemin ouvert h; se prolonge continiiment en 0 et en 1. On se
place au voisinage de A;, on utilisera la méme méthode au voisinage de Ay. On
note vy(t) = h;(0) # 0. Alors h, tend vers 2?’;0(2)‘ en 0. En effet, p; préserve les
secteurs angulaires en 0, or si on note Sec I’ensemble des secteurs angulaires en 0
contenant vy(t), et si S € Sec, pour un temps s suffisamment petit, on a hy(s) € S
donc hy(s) € S. De plus, par construction, d(hy(s), Dy) — 0, donc pour s — 0,

hi(s) = DiN(Ngegee S) = 2?’50% t))| , ce qui conclut. On note encore h; le prolongement

de Ry en 0 et en 1. Puisque h est C, les h, induisent une isotopie i de v1 & s, ce
qui conclut.

Sur le cylindre, on peut faire la méme démonstration en compactifiant R?, de
facon a obtenir une sphere privé de deux points au lieu de trois. O
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Lemme 3.26. Soit C' un cylindre, C'y une de ses composantes de bord, Cy 'autre
composante de bord. Si f est un difféomorphisme de Cy isotope a l’identité par
une isotopie h, alors f et h se prolongent sur C en f et h respectivement en un
difféomorphisme de C fizant Cs et en une isotopie de f d Uidentité firant Cy
chaque instant.

Démonstration. Le cylindre C' est diffSomorphe a [0,1] x Sy, ou Cy = {0} x S et
Cy = {1} xS;. On définit alors f(t,s) = (t, hi(s)) ou hy est I'isotopie h au temps ¢,
et hy(t,s) = (t, hya—vy+e(s)). On vérifie immédiatement les propriétés voulues. [

Lemme 3.27. Soit f un difféomorphisme d’une surface S a bord dont une com-
posante de bord est notée Cy. Si f préserve lorientation et Cy, alors f est isotope
a un diffeomorphisme de S qui préserve [orientation et qui fixe C;.

Démonstration. Le difféomorphisme f induit sur C; un difféomorphisme préser-
vant 'orientation. Par le théoreme [3.22] puisque C; est difféomorphe a un cercle,
le difféomorphisme induit par f=! sur C) est isotope & 'identité, par une isotopie
notée h. Soit v une courbe « proche » de C1, de fagon a ce que v et C; délimitent
un cylindre. Par le lemme précédent, h se prolonge a ce cylindre en une isotopie h
de Didentité & un difféomorphisme du cylindre noté f—1, fixant v & chaque instant.
Cette isotopie et ce difféomorphisme ce prolongent a S par l'identité a I'extérieur
du cylindre en une isotopie continue et un homéomorphisme de S noté g, qu'on
peut supposer étre un difféfomorphisme par des arguments de convolution, et f est
isotope a g o f, qui fixe (. O

Lemme 3.28. Soit S une surface a bord, possédant au moins deuxr composantes
de bord Cy et Cy, et soit v un chemin simple reliant Cy et Cy en ne les intersectant
qu’une fois. Soit S’ la surface obtenue en découpant S le long de v, C" sa compo-
sante de bord issue de Cy, Cy et . Alors tout difféomorphisme de S fixant Cy, Cy
et v induit un difféeomorphisme de S" fixant C', et réciproqguement.

Démonstration. Les variétés a bord S — (C1UCyU7) et S’ —C”’ sont difféomorphes.
Soit f un difféomorphisme de S fixant C, C5 et 7y, alors f et son inverse induisent
des difféomorphismes de S — (C; U Cy U7), donc de S" — C’; qui se prolongent en
des difféomorphismes de S’ fixant C’, et de méme réciproquement. m

Lemme 3.29. Soit f un difféomorphisme du cylindre C préservant [’orientation
et firant 0,C'. Alors f est isotope a lidentité par une isotopie fizrant 0,C' a chaque
imstant.

Démonstration. Soit f un tel difféomorphisme. Soit 7 un chemin vertical (pour le
plongement usuel du cylindre dans R?) reliant les deux composantes de bord du
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cylindre C', d’extrémités A; € 0,C et Ay € 0,C. On veut dans un premier temps
isotoper f(7) et v par une isotopie fixant 0;C' a chaque instant.

En considérant un plongement de C' dans le plan, on peut, de méme que pré-
cédemment, contracter 0,C' en un point, de fagon a envoyer C' sur un disque fermé
D (dont le bord C} est difféomorphe & 9,C) de centre Ay, par une application C*
notée p.

L’application p|c_s,c est un difféomorphisme sur D — {A,}, donc f induit un
diffeomorphisme de D — {A,} fixant le bord C}, prolongeable par continuité en
un difféomorphisme de D, qui fixe le bord C] et le centre As, noté fp. On note
a = p(v), B = fp(a), et on vérifie immédiatement que S = p(f(7)). Les chemins
a et S ont pour extrémités A; et As.

Par la proposition [3.23] fp est isotope & l'identité par une isotopie qui fixe le
bord C et le centre As a chaque instant, et cette isotopie induit une isotopie de
f = fp(a) a a relative aux extrémités. Par la construction de relevements faite
dans la démonstration du lemme |3.25| une isotopie de 3 a « relative aux extrémités
se reléve en une isotopie de f(v) a v fixant Aj.

Par la proposition [3.6] cette isotopie se prolonge en une isotopie du cylindre
fixant 01C a chaque instant, et quitte a composer par cette isotopie, on peut
supposer que f fixe 7. Par le lemme [3.27, on peut supposer que f fixe aussi les
composantes de bord, en choisissant sur chaque composante de bord des isoto-
pies fixant les extrémités de v a chaque instant, de facon a relever dans C' des
difféomorphismes fixant toujours ~.

La surface obtenue en découpant C' selon v est difféomorphe a un disque D, et
par le lemme précédent, f induit sur D un difféomorphisme fp fixant le bord, ce
qui donne par la proposition [3.23| une isotopie de fp a I'identité fixant le bord a
chaque instant, qui se releve donc par le lemme précédent en une isotopie de f a

I'identité fixant 0;C a chaque instant, ce qui conclut.
O

Soit maintenant f un difféomorphisme du pantalon P préservant ['orientation et
chaque composante de bord. Soit v; un chemin C* simple dont les vecteurs vitesse
ne s’annulent pas, reliant deux composantes de bord en ne les intersectant qu’aux
extrémités. Alors f(1) est aussi un chemin simple, reliant les mémes composantes
de bord en ne les intersectant qu'une fois, donc par le lemme [3.25| il existe une
isotopie de f(71) & 71, qui s’étend par la proposition en une isotopie du pantalon
notée h. Quitte a composer f par cette isotopie, on peut supposer que f fixe v;.

De méme que dans la preuve du lemme [3.29, on peut supposer que f fixe
aussi O P et J,P. On note C' la surface obtenue en découpant P le long de ~,
difféomorphe a un cylindre, et B la composante de bord de C' issue de 0, P, 0P et
7. Par le lemme[3.28], f induit sur C' un difféomorphisme fs préservant I’orientation
et fixant B, et par le lemme [3.29] ce difféomorphisme est isotope & l'identité par
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une isotopie h fixant B a chaque instant. Par le lemme [3.28] cette isotopie se releve
en une isotopie h de f a l'identité, ce qui conclut. O

3.3 Pantalons hyperboliques

Définition 3.30 (pantalons hyperboliques). On fizera dans toute la suite un pan-
talon P, de composantes de bord (0;P)i=123, et un pantalon hyperbolique sera par
définition une structure hyperbolique sur P.

L’objectif de cette partie est de calculer ’espace de Teichmiiller du pantalon,
ce qui nous permettra ensuite de calculer I'espace de Teichmiiller de toutes les
surfaces. On rappelle que si vy est un chemin sur une surface hyperbolique munie
d’une structure o, £,(7) désigne la longueur de v pour la structure o, définie dans
la section B.11

Théoréme 3.31 (espace de Teichmiiller du pantalon). La fonction

{Teich(P — (R%)?
o — (ly(0;P))123

est une bijection.

Démonstration. On commence par remarquer que cette application est bien dé-
finie. En effet, ¢,(0;P) est bien définie (car ne dépend pas du paramétrage) sur
I’espace des structures hyperboliques sur P, et si h est un homéomorphisme de P
isotope a 'identité (en particulier h préserve les composantes de bord de P), alors
soit 4; un paramétrage de 9;P, 0 =ty < t; < --- < t,, = 1 une subdivision de [0, 1]
telle que 7;([t;,t;+1]) soit dans une carte ¢; de o, on a

Eh.g(ﬁip) = Eh U(h o) ’yz)

(h o fyl|[t]7tj+l]))

>
0
= ZE 07Z|[tﬂ7t]+1])
0
lo(

par définition de 'action de h et de la longueur. Par passage au quotient, 1’appli-
cation ci-dessus est donc bien définie.

Montrons la surjectivité. Soient a, b, c € R%, d’apres le théorémeil existe un
hexagone hyperbolique a angles droits H dont les cotés alternés ont pour longueurs
a/2,b/2 et ¢/2. On recolle deux copies de H le long de leurs trois autres bords de
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maniere isométrique de fagon a lui donner une structure hyperbolique de méme
que pour les recollements de polygones généraux. Le fait que les hexagones sont a
angles droits montre que le recollement est bien muni d’une structure hyperbolique,
et il est clair que les longueurs des composantes de bord du pantalon ainsi obtenu
sont bien a, b et c.

Montrons 'injectivité. Soit v, 7o et 3 trois géodésiques telles que ; relie 911 P
et 0;40P, de longueurs minimales. Elles existent par le théoreme [3.7] Elles sont
simples car de longueur minimale. Elles intersectent les bords en leurs extrémités
orthogonalement, d’apres le lemme [2.8]

Montrons qu’elles sont disjointes. Si par I’absurde v; et 7, s’intersectent, soit x
un point d’intersection. Il ne peut y avoir qu'un seul point d’intersection, sinon v; et
72 formeraient un bigone (voir la démonstration du critére du bigone), simplement
connexe, qui se reléverait en un bigone géodésique de HZ, ce qui est impossible.

Soit z appartient a 03P, auquel cas dans une carte locale, ce sont des géodé-
siques orthogonales & une troisieme géodésique (le bord) en un méme point, donc
elles sont confondues dans la carte, donc les images de leur relevées dans le revé-
tement universel a partir de x par 'application développante sont confondues (car
dans H, deux géodésiques distinctes s’intersectent en au plus un point), donc elles
sont confondues, ce qui est absurde. Soit il n’appartient pas a d3 P, auquel cas si on
note y et z les extrémités de v, et v sur 3P, x, y et z forment un triangle avec des
sous-chemins de 7y, 75 et 3P, ayant un angle droit en y et un autre en z. Soit zyz
est simplement connexe, auquel cas on peut le relever en un triangle géodésique
a deux angles droits dans HZ, ce qui est absurde, soit il ne I'est pas auquel cas il
contient une des composantes de bord d; P ou 0; P, ce qui est impossible car v et
9 ont une extrémité sur une de ces composantes, et devraient donc réintersecter
le triangle, donc 7, et 5 auraient au moins deux points d’intersection.

On note A; et B; les extrémités de ; (A; € 0,41 P, B; € 0;12P). Les ; n’inter-
sectent les bords qu’en leurs extrémités, sinon en lisant dans une carte au voisinage
d’une autre intersection, on obtiendrait que v; « traverse » le bord. Les bords ne
s’intersectent pas entre eux. Le lacet Ay B A;ByA3Bs = v, obtenu comme conca-
ténation des chemins ~; et de segments géodésiques B;A; ;1 choisis sur les compo-
santes de bord 0,42 P (il y en a deux possibles), est donc simple, et en considérant
un plongement du pantalon dans la sphere Ss, on obtient par le théoreme de
Jordan—Schonflies deux composantes simplement connexes de Sy \ 7. On en choisit
une, si elle contient une composante de bord 9; P, en changeant le choix de B;A; 1,
elle ne le contient plus, et de cette facon, on obtient un chemin v qui délimite une
partie simplement connexe dans le pantalon. Elle se releve alors dans HZ en un
hexagone hyperbolique a angles droits H;, caractérisé, d’apres le théoreme [2.3| par
la longueur de ses cOtés B Ay, BaAz et B3A;. On obtient de la méme facon un
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autre hexagone hyperbolique a angles droits Hs, en renversant les choix de B;A;41,
cet hexagone ayant dans le pantalon les mémes cotés A; By, A3 Bs et A3B3 que H;.
Il est donc isométrique a Hy, et en particulier,

long(B;Ai1) = W-

Les hexagones hyperboliques a angles droits obtenus sont caractérisés par les
longueurs des bords du pantalon. Le pantalon hyperbolique P est obtenu par
recollement de H; et Hso, par construction.

Soit une autre structure hyperbolique sur le pantalon, avec les mémes longueurs
de bords, Hs et H4 les deux hexagones isométriques obtenus par la construction
ci-dessus. Alors Hq, Ha, Hsz et H4 sont isométriques, donc les deux structures hy-
perboliques sur le pantalon sont isométriques, par une isométrie préservant 1’orien-
tation et les composantes bord. Cette isométrie est donc un difféomorphisme du
pantalon, isotope a l'identité d’aprés le théoréme [3.24] ce qui conclut. O]

3.4 Espace de Teichmiiller de la surface de genre g

Apres avoir calculé 'espace de Teichmiiller du pantalon, nous allons traiter le
cas des surfaces quelconques. Plus précisément, nous montrerons dans cette partie
le résultat principal de ce mémoire, a savoir que l'espace de Teichmiiller de >, est
en bijection avec (R%)%73 x R3973.

Dans toute la suite, on fixe une orientation sur X,. On notera aussi S la surface
)

g-

FI1GURE 6 — Une décomposition en pantalons de la surface de genre 4

Soit (7;)ieq1,39—3] une numérotation quelconque des lacets (orientés) sur S indi-
qués en rouge sur la ﬁgure@ (généralisée de fagon évidente a une surface de genre g).
Cette disposition de lacets est telle que les adhérences des composantes connexes
du complémentaire sont homéomorphes a des pantalons dont les composantes de
bord sont des 7;. A chaque 7; on associe un autre lacet (orienté également) ¢; de la
fagon suivante : notons P, ;. et P; _ les deux pantalons ayant 7; comme composante
de bord, la réunion de v; et des intérieurs de P, | et de P, _ donne un ouvert de S
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FIGURE 7 — La courbe ¢; permettant de calculer le parametre de torsion autour
d’une géodésique de la décomposition

homéomorphe (et méme isotope) a celui de la figure 7| et ¢; est la courbe (définie a
homotopie pres) correspondante sur cette méme figure (en vert). D’apres le critere
du bigone [3.11], les nombres d’intersection sur la figure sont minimaux, & savoir que
les v; ne s’intersectent pas entre eux et ¢; intersecte ~; deux fois mais n’intersecte
pas les autres ;.

Soit o une structure hyperbolique sur Yy, on note S, la surface ¥, munie de la
structure hyperbolique o. D’apres le théoreme 3.7 appliqué aux classes d’homotopie
des lacets, on peut homotoper (donc isotoper) dans S, les ; et les ¢; a des uniques
géodésiques v;, et ¢;, pour la structure hyperbolique o et d’apres la proposition
[3.12] les nombres d’intersection sont conservés par minimalité.

Montrons que les surfaces obtenues en découpant S, le long des v; , sont homéo-
morphes a des pantalons. Soient S; = ¥, .. les surfaces obtenues, pour 1 <i < k.
n; est toujours supérieur ou égal a 1 sinon S; serait une composante connexe de X .
On rappelle que découper selon un lacet simple ne change pas la caractéristique
d’Euler totale, et que la caractéristique d’Euler de X,,, est 2 — 2g — n. Ainsi, on

a:
2k—2Zgi—Zni:2—2g

oril y a 6g — 6 composantes de bord (deux fois plus que de courbes selon lesquelles
on découpe), ce qui donne

k—(Zg—Q):Zgi.

Puisque le genre d’une surface est toujours positif, il y a au moins 2g — 2 surfaces
parmi les S; de genre 0, or aucune ne peut étre homéomorphe a une sphere, un
disque ou un cylindre car les 7, , ne sont pas homotopes a des points ni homotopes
entre eux, donc chacune de ces surfaces a au moins 3 composantes de bord, soit
au moins 6g — 6 composantes de bord en tout. Comme il y a exactement 6g — 6
composantes de bord, on en déduit que toutes les surfaces S; sont de genre 0 et
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ont exactement 3 composantes de bord, donc elles sont toutes homéomorphes a
des pantalons.

Les longueurs des géodésiques v, ,, notées ¢;(0) > 0 seront les premiers pa-
rameétres dans la bijection de Teich(S) dans (R%)%~3 x R*~3. Les 3¢g — 3 autres
parametres seront des « parametres de torsion » décrivant comment la structure
des pantalons a été « tournée » avant les recollements.

Soit ¢ € [1;3g — 3]. Soient P_ et P, les deux pantalons (topologiques) de la
famille (S;) qui contiennent +; ,. On les munit respectivement d’homéomorphismes
¢y : Py — P envoyant v;, sur 01 P (la distinction entre Py et P_ est faite grace
a Porientation de 7;,). Soit ¢ un lacet de P_ U P, dans la classe d’homotopie de
Ci.s, €0 position minimale avec 7; ,. On note A le point d’intersection de v, , et c
tel que l'orientation de v, , suivie de celle de ¢ donne celle de S, et on suppose que
w4 (A) = ¢@_(A). En reparamétrant ¢ et en composant par ¢, on en déduit deux

chemins cy : [0,1] — P tels que c+(0) = A, cx(1) € O, P et c+(]0,1]) C P.

On considere o4 les structures hyperboliques sur P induites par celle de S et
par les applications ¢ ; on note hy les géodésiques (pour o) de P de longueur
minimale dans la classe d’homotopie laissant les extrémités sur 0;P de cy (qui
existent et sont uniques d’apres le corollaire . On considere H des homotopies
associées, allant de cy a hy. On pose By = Hy(1,0) = ho(0). HL(.,0) =~/ est
un chemin d’extrémités A et By, inclus dans ;.

On définit les deux demi-parameétres de torsion di calculés par rapport a ¢ de
la fagon suivante : on peut munir un revétement universel orienté de d; P (qui est
donc homéomorphe & une droite) d’'une métrique de fagon a ce que la projection
sur 01 P soit localement isométrique (par exemple en considérant la restriction
de l'application développante du pantalon a 0, P). Soit alors 4/, un relevé de 7/,
dans un tel revétement universel de 0, P, d’extrémités Ai et Bi. On pose alors
dy = d(Ay, By), la distance étant une distance algébrique dont le signe est calculé
grace a l'orientation de 0, P.

La distance algébrique di. ne dépend pas du relevé de /. choisi, puisque ceux-ci
différent d’une isométrie, ni de ’homotopie H. choisies par propriété des revéte-
ments universels.

On peut ainsi définir le parametre de torsion calculé par rapport a ¢ par

po =l

Remarque 3.32. Le parametre de torsion 6, , est congru a 27“ d(B, B_) modulo
27, ou la distance est la distance algébrique dans v;, ce qui ne dépend que de la
classe d’homotopie de ¢ (qui est par hypothése celle de ¢; ), car hy est défini dans
une classe d’homotopie, et By = hy(0).
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On définit alors le parametre de torsion autour de la géodésique v; , comme le
parametre de torsion calculé par rapport a ¢; .

Théoréme 3.33 (espace de Teichmiiller de la surface de genre g). L’application

Hyp(Z,) — (R%)*? xRS
o +—— (ll,...,lggfg,el,...,eggfg)

que l'on vient de définir passe au quotient en une bijection de Teich(X,) sur
(R* )3973 X R?)gf?)
i .

Démonstration. Montrons la surjectivité de cette application. Pour cela, étant don-
nés des parametres de longueur et une décomposition en pantalons de .S, on va fixer
une structure hyperbolique o ayant ces parametres de longueur (ce qui est possible
en recollant des pantalons hyperboliques ayant les bons parametres de longueur),
puis pour obtenir les parametres de torsion voulus, on va tordre les pantalons de
la décomposition de S avant de les recoller, induisant ainsi les torsions voulues sur
la structure hyperbolique recollée.

Sur chaque ¥;, on choisit un point noté A;. On se donne I; € (R%)*™? des
parametres de longueur.

On fixe des difféomorphismes ¢; 1 de P, 1 vers P, et on munit P de structures
hyperboliques o; + de facon a ce que la longueur de toute composante de bord
Ve de P 1 soit I, et que ;- }r o ¢; _ soit une isométrie sur v; fixant A;. De telles
structures hyperboliques existent par le théoréme [3.31]

Dans la famille (P, 1), chaque pantalon apparait trois fois (une fois pour cha-
cune de ses composantes de bord). On choisit ci-dessus la méme structure hyper-
bolique pour les trois occurrences du méme pantalon (topologique).

On définit o la structure hyperbolique sur S obtenue par recollement des struc-
tures o; + grace aux @; 4.

On peut définir alors ¢;, de méme que précédemment (ici, 7;, = 7 par
construction).

On choisit dans P, ; une courbe 7, 1 qui délimite avec v; un cylindre, et un
difffomorphisme f; de ce cylindre dans le cylindre [0, 1] xS; préservant I’orientation,
envoyant ~; sur {1} xS; isométriquement (ot S; est muni de la métrique géodésique
usuelle).

On note 7, : éS; : i.l(Ha)
[0,1] x Sy, on définit la torsion R, d’angle o € R par : R,(t, s) = (¢,7a($)).

Sur le pantalon Py, on définit la torsion d’angle av € R (relative a la compo-
sante de bord ;) : Tw() = f; 'oR,of;, difféomorphisme de P, 1 en prolongeant par

la rotation du cercle d’angle a. Sur le cylindre
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I'identité en dehors du cylindre délimité par ; ;+ et v;. On note .o, 4 la structure
Tw®.0; ..

La torsion sur P, , induit ainsi une nouvelle structure sur S, notée a'.o.

On note 0; le parametre de torsion de o en +;. Calculons le parametre de
torsion de a(?.o en v;, noté ;. Le difféomorphisme Tw ) agit sur h,; , en déplagant
ses extrémités dans le sens de ~; d'une distance congrue a % modulo /; , donc oy
est congru a 0; ¢ + o modulo 27, d’apres la remarque m

Montrons que le parametre de torsion «; varie continiiment avec le parametre

de la torsion R,,.

Lemme 3.34. Soit H une isotopie de lacets dans P,y U P;_ allant de ¢;, a un
lacet ¢, telle que pour tout t € [0,1], H(t,-) intersecte ~y; exactement deux fois.
Alors le parameétre de torsion calculé par rapport d ¢, est le méme que le parametre
de torsion calculé par rapport a ¢; .

Démonstration. En relevant ¢ et l'isotopie dans le revétement universel de ~;, on
obtient que le parametre de torsion calculé pour le lacet H(t,-) varie contintiment
avec t. Or, par la remarque [3.32] il est constant modulo 27, donc il est constant,
ce qui conclut. O

Lemme 3.35. Soit H' une isotopie de lidentité de P, vers un homéomorphisme
de P; ; tel que pour tout t € [0,1], H'(t,-) se restreint en une isométrie sur ;. On
note oy la structure obtenue en recollant o; _ et H'(t,-).0; +, alors le paramétre de
torsion en ~y; de oy est une fonction continue de t.

Démonstration. Par un argument utilisant le lemme de fermeture d’Anosov, on
peut montrer que ¢;,, varie continfiment en fonction de t (car on fait varier la
structure hyperbolique « contintiment » ), or a chaque instant, ¢; ,, et v; sont des
géodésiques pour la structure o; donc ces lacets s’intersectent minimalement, exac-
tement deux fois, d’apres la proposition [3.12]

Il existe donc une isotopie de lacets H” dans P, U P, _ allant de ¢;,, a ¢;, =
Ciop telle que pour tout ¢ € [0, 1], H"(¢, ) intersecte ~; exactement deux fois, donc
par le lemme [3.34] (quitte & ne regarder l'isotopie H” que jusqu’a l'instant t), le
parametre de torsion en y; de o; est égal au parametre de torsion en v; de o, calculé
par rapport a ¢; 4.

On note hy ,, (respectivement dy; et) les géodésiques hy (respectivement les
demi-parametres de torsion et I’ homotopie) définis dans le calcul du parametre de
torsion en v; de o, par rapport au lacet ¢; ,,. On note H. = Hy ¢ les homotopies de
Cti0 & hy , définies dans celui de 0 = 0y. Alors puisque la structure hyperbolique
sur P, _ n’est pas modifiée au cours du temps, h_,, = h_, et par définition de
'action d’'un homéomorphisme sur une structure hyperbolique, h ,, = H'(t, h),
donc d_; = d_ y et la composition des homotopies H et H' donne une homotopie
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de ¢;y & hy,,, qui permet (en larrétant a hy ,,) de calculer les demi-parametres
de torsion d, ;. Les demi-parametres d; ; varient donc contintiment par rapport a
t, et donc les parametres de torsion aussi, ce qui conclut.

O

Puisque Tw() est isotope & l'identité, on obtient en particulier que o; varie
continfiment avec le parametre de la torsion R, or «; est congru a 6; o+« modulo
2w, et pour « = 0, on a a; = 0;¢, donc on a toujours o;; = 6;9 + a. On a donc
montré que la torsion du pantalon hyperbolique F; ; par I’homéomorphisme Tw®
augmente le parametre de torsion de la structure hyperbolique recollée o en 7, ,
de a.

Par définition de Tw(, le parameétre de torsion de a(?.o en 7; pour j # i est
constant en tant que fonction de o modulo 27, or il varie contintiment, donc il est
constant. La torsion en ¢ ne modifie donc pas les parametres de torsion en j # 1.

On obtient donc que pour tout choix de parametres de torsion (;), il existe
des parameétre (q;) tels que la structure agl).ag). .. .ag?;g_},?’).a sur S possede ces
parametres de torsion, et les parametres de longueurs fixés précédemment, ce qui
conclut pour la surjectivité.

Pour montrer I'injectivité, étant données deux structures hyperboliques sur S
ayant les mémes parametres, on va montrer qu’on peut passer d’une structure a
I’autre en faisant agir un homéomorphisme isotope a I'identité, sachant que cela
est possible dans des pantalons. Le probleme est de recoller les homéomorphismes
isotopes a l'identité sur les pantalons pour obtenir un homéomorphisme isotope a
I'identité sur S. On va montrer que, quitte a tordre les pantalons, on peut recoller
les homéomorphismes des pantalons le long de leurs bords.

Soient o et ¢’ deux structures hyperboliques sur S dont les parametres de lon-
gueur et de torsion sont les mémes. Quitte a composer par un difféomorphisme de
S isotope a l'identité, on peut supposer qu’elles induisent la méme décomposition
en pantalons hyperboliques.

Etudions la situation sur deux pantalons P, et P_ recollés le long de ~. Par le
théoréme [3.31] les structures o et ¢’ induisent sur P, et P_ des difféomorphismes
isotopes a I'identité, respectivement f, et f_ tels que f,.o0p =o' et f_.o_ =o',
dont on note les isotopies a 'identité respectivement H, et H_. A chaque instant
t, la structure recollée a partir de Hy ;.04 et H_,.0_ possede un parametre de
torsion en v noté #;. Par définition, puisque o et ¢’ ont mémes parametres de
torsion, 6y = 6. Le parametre de torsion varie contintiment avec le temps d’apres
le lemme [3.35], donc T'wg,—g, © Hy 4 est une isotopie dans Py de f; a I'identité.

Montrons que Twg,—g, © Hy|, = H_,|,. La structure recollée a partir de
Twey—g, © Hy4|y.04 et H_,.0_, notée oy, possede un parametre de torsion en vy
égal & (0y—0;) + 0, = 0y, d’apres le calcul précédent de la torsion induite par Tw,,.
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Les géodésiques h_; dans P_ et les géodésiques h, ; dans Py (définies comme pré-
cédemment par rapport aux structures o;) ont leurs extrémités a la méme distance
quel que soit t , d’apres la remarque |3.32 et puisque le parametre de torsion ne
dépend pas de t. Puisque T'wg,_g, © H 4| et H_,|, agissent par isométries sur 7,
on en déduit que leur action est la méme, soit Twe,—g, © Hi 4|y = H_ 4.

On peut donc recoller T'wg,_g,0H ; et H_; en un homéomorphisme de Py UP-_,
ce qui donne une isotopie de P, U P_ envoyant la structure o sur la structure o’.
En faisant de méme sur tous les recollements de pantalons, on obtient une isotopie
de S envoyant o sur ¢’, ce qui montre que l'application définie dans 1’énoncé du
théoreme [3.33] passe au quotient dans l'espace de Teichmiiller en une application
injective, ce qui conclut. O
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