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Temps de mélange

Exercices 2

1 Distance en variation totale
On rappelle que si u, v sont deux mesures de probabilité sur €2 fini ou dénombrable, on
définit
|| — vl|rv = sup u(A) — v(A).
ACS
On a vu en cours des caractérisations alternatives de la distance en variation totale.

Par ailleurs, si P désigne le noyau de transition d’une chalne X irréductible sur €2, et qui
possede une unique mesure stationnaire m, on définit pour ¢ > 0,

= Ptlr. ) —
d(t) Iggg” (z,-) = 7llrv,

et enfin pour € > 0,

tmi(e) = If{t > 0:d(t) <&}, tmix = tmix(1/4).

Exercice 1 Vérifier que dry (u,v) = ||pn — v||7y définit une distance sur l'espace P(2) des
mesures de probabilités sur €.

Il suffit de remarquer que puisque u et v sont des probas, pour tout A C €,

w(A) —v(A) = —(u(A¢) — v(A°)), ce qui permet de voir que

i = vty = sup p(A) = v(A) = sup |u(A) = v(A)].
ACQ ACQ

Symétrie, positivité, séparation, et inégalité triangulaire découlent alors facilement.

Exercice 2 Montrer que
= vllrv =1= 3 minfu(e), v()}.
z€Q

Notons que min{u(z),v(x)} vaut v(z) lorsque x € B := {y € Q : u(y) > v(y)} tandis que ce
minimum vaut p(z) lorsque = € BC. ||y — v||ty = p(B) — v(B). On a donc

S nl@) Av(a) = v(B) + u(B) = v(B) + 1 — u(B) = 1 — ||u— |1y
el

Exercice 3 Soient (X,,n > 0) et X des variables aléatoires a valeurs dans Z, (v, n > 0)
et vy leurs lois respectives. Montrer que
(loi)

X, — Xoo & ||lUn—vsollTy — 0.



Si [|Vn — Vool|Tv = 3 3 4ez [Vn (%) — voo()| tend vers 0 alors pour tout z € Z,

Un(x) = Voo(x) et on a bien la convergence en loi de X,, vers X.

Inversement si X,, tend en loi vers X, fixons € > 0. Comme {X,,, X} est tendue, on peut
trouver K. tel que

sup{P(|X,| > K),P(|Xoo| > K),n € N} < ¢/3.

Comme par ailleurs P(X,, = ) = P(X, = z) pour tout entier z, on peut trouver un entier
ngo tel que pour tout n > ng,

> IP(Xy =) - P(Xo = )| < /3,
o <K
et il découle que
2llvn — voolltv = Y IP(X, = 2) — P(Xoo = 2)| < &,
TEZ

comme souhaité.

. o C(1/2 1/2
Exercice 4 Soit Q = {1,2} et P = (1/2 1/2

d(0) = 1/2, d(t) = 0,¢ > 1.

). Calculer d(t) pour tout t > 0.

Exercice 5 Que vaut ||u — v||Tv lorsque i et v sont des lois de Bernoulli de parametres
respectifs p,q?
2lp — ql.

Exercice 6 On fixe p € [0, 1]. Soit x la loi d’une variable Bernoulli de parametre p et v
celle d’une variable de Poisson, également de parametre p.
Montrer que

= vllTv = p(1 — exp(—p)).
En remarquant que p + exp(—p) — 1 > 0, on obtient que B := {z € N: pu(z) > v(z)} = {1},
et donc
= vllrv = p(1) = v(1) = p — pexp(—p),

comme souhaité.

Exercice 7 Si pu, pg sont des mesures sur Z on peut définir le produit de convolution

pr o po(z) = > mype(z —y), v€Z
YEL

et la mesure produit (sur Z?)
pa % pa(z,y) = p(2)pe(y),  (z,y) € Z°.
Montrer alors que si p1, p2, V1, V2 sont des mesures sur Z on a

|[p1 * 2 — w1 x val[Tv < |[un X pe —v1 X valltv < ||u1 — vil|rv + [|p2 — vallTv.



2H/~01*,LL2—V1*V2HTV = ZZM Yoz —y ZVl va(x —y)

€L |YyEL YyEL
< D DY Im@pa(z —y) — vi(y)va(z — y)|
€L yEL
= YD m@pa(z) - vi(y)ra(z)|
YEL €L
= 2[|u X p2 —v1 X vo|lTv
< D Im@pe(y) = @) + Y ri(@)p2(y) — vi(@)v(y)l

z,YyEZ T,YEZ
= 2[|p1 — p2llTv + 2|1 — v2l|TV,

ou a la derniere ligne on a utilisé que uo,v; sont des probas.

Exercice 8 On considere des nombres {py m € [0,1],n € N,0 < m < n} tels que

Ap 1= Z Pnm —2 A >0, Or<nax Prm 2 0
m=0

On définit alors ji, la loi de > | &,.m, ot les variables &, m ~ Ber(pp,m) sont
indépendantes. On note par ailleurs v, la loi d’une variable de Poisson de parametre A,, et
v celle d’'une variable de Poisson de parametre A.

1. A P’aide des exercices précédents établir que

n
[ptn = vn||Tv <2 Z Prm (1l — exp(—pnm))-
m=0
2. En déduire que lorsque n — oo, ||pn — v||Tv — 0

3. Quel résultat classique cet exercice permet-il de généraliser ?

1. py, est la convolée des lois de n lois de Bernoulli de parametres respectifs
Prm, 0 <m < nj; v, est la convolée de n lois de Poisson, également de parametres
respectifs py, . L’exercice 7 permet d’affirmer que la distance entre les convolées est
bornée par la somme sur m € {0, ...,n} des distances entre Bernoulli et Poisson de
parametre py, . Or I'exercice 6 permet justement de borner la distance entre une loi
de Bernoulli et une Poisson de méme parametre, ce qui amene au résultat souhaité.

2. En utilisant par exemple que 1 — exp(—ppnm) < Pnm, on obtient

Z pn,m(l - eXp(_pn,m)) < max pnm Z pnm - A maX pn m»

qui tend clairement vers 0 d’apres nos hypotheses.

3. Lorsque pn0 = 0,ppm = A/n,1 < m < n, on retrouve le résultat bien connu qu’une
variable Binomiale de parametres n, A\/n converge en loi vers une variable de Poisson
de parametre A. Mais le résultat qu’on vient de démontrer est beaucoup plus général.



Exercice 9 Soit X,Y des variables bindmiales de parmetres respectifs n,p et n, g avec
neN et 0<p<g<1 Onnote plaloide X, vlaloideVY.

a(1—p)
IOg(p(lﬂn

1. Montrer que si kg = {nlog(}_?))J ,on a

= vllrv =P(X < ko) — P(Y < ko).

2. Dans cette question on suppose que p = 1/2 et que pour un ¢ € Ry,
qg=q(n) = % + 2\%. On note p et vy, les lois respectives de X, Y,

Montrer alors que
P n c
07 2

n

puis que
lim ||g— vul||lrv =P(Z € [—¢/2,¢/2]),
n—oo

ol Z est une variable dont on précisera la loi.

3. Sans faire les calculs, se convaincre qu’on pourrait faire un raisonnement similaire et

obtenir des limites non dégénérées (ni 0 ni 1) lorsque a € (0, 1) est fixé, p, = a +

est fixé et ¢, = a + 2% (avec ¢1 < c2).

4. Qu’implique les questions précédentes lorsque p,,, ¢, approchent la méme valeur

N

a € [0,1] avec |gn, — pn| << v/n? Et lorsque py,, ¢, approchent la méme valeur a avec

‘Qn_pn| >> \/ﬁ?

1. Puisque p < g, il est clair que la fonction x — p*(1 — p)"~* — ¢*(1 — ¢)"~* décroit sur

[0,n], et s’annule en

log (%)

log (43=2)

ro=T"n

Ainsi P(X = k) — P(Y = k) est positive ssi k < ko, et le résultat souhaité découle alors

de I'une des caractérisations de la distance en variation totale.

2. Le développement de kg est obtenu grace a I’expression de la question précédente. Par

ailleurs, le TCL permet d’affirmer que
2X —n <€
N

P(X < ko) =P ( + 0(1/¢ﬁ)) —P(Z < ¢/2),

ou Z ~ N(0,1). Par une généralisation du TCL (e.g. le TCL pour les martingales), en

remarquant que E[Y,,] = § + C\Q/ﬁ, Var[Y,| = 4 — %7 on a

W < _g + 0(1/\/ﬁ)> = P(Z < —c/2),

ce qui conduit au résultat souhaité.

P(Y, < ko) :[F’<

3. Il est clair qu’'on peut obtenir de maniére similaire un DL pour le ky(n) correspondant.

En utilisant par exemple le TCL pour les martingales, on va obtenir un résultat du
méme genre lorsque X,, ~ Bin(n,p,), Y, ~ Bin(n, ¢,), & savoir une limite non
dégénérée de la forme P(Z € [f(c1),g(c2)]), avec f(c1),g(c2) € R (en fait f et g sont
méme des fonctions affines).



4. Lorsque |gn, — pn| << y/n la distance est majorée par le cas précédent avec c;
arbitrairement proche de ¢z, et on obtient donc une limite nulle pour ||w, — vs||TV -

A Tinverse lorsque |g, — pn| >> /n, la distance est minorée par le cas précédent avec
¢ arbitrairement éloigné de ¢y, et on obtient donc que ||, — vy||lTy — 1.

Exercice 10 Soit X,Y des variables de Poisson de parametres respectifs A\, A + ¢ avec
A>0,£>0. On note p la loi de X, v laloi de Y.

1. Montrer que si kg = bog(ﬁg)J , on a

= vllry =P(X < ko) —P(Y < ko).

2. Dans cette question on va considérer I’asymptotique A — oo. Montrer que si
(= VA +o(A*), avec ¢ > 0, on a

ko= X+ (g) VA +o(VN),

et en déduire que
lim ||p—v||lrvy =P(Z € I(c)),
A—00

ou on précisera la loi de Z, et l'intervalle I(c).

Par un raisonnement similaire a celui de I'exercice précédent on obtient le résultat souhaité

avec Z ~ N(0,1) et I(c) = [—c/2,¢/2]

Exercice 11

1. Montrer que pour tout ¢t > 0

d(t)= sup [|[uP"—x|lrv,

reP(Q)
puis que
dity=sup Y (u(x) —7(z))P(x,y).
HEP(Q),ACR e 4

2. Montrer que d(t) := max, yeq ||P!(z,) — Pi(y,-)||Tv vérifie, pour tout ¢ > 0,

E(t) = sup H,uPt — l/PtHTv,
HeP(Q)reP(Q)

et en déduire une égalité similaire a celle obtenue pour d(t) dans la question
précédente.

1. L’inégalité < et évidente puisque P(Q) D {0,,x € Q}.
Par ailleurs, pour tout u € P(Q2), on a

|uPt = |ty = *Z > (@) Pz, y) — 7 (y)

yeQ lzed

5 S @) P, y) — 7ly)] < dlo).

yeQ xeN

IN



Puisque 7 est stationnaire on a m = P! et donc par ce qui précede et la définition de
la variation totale, on obtient

dt)= sup  pP'(A) —nP'(A),
LEP(Q),ACQ

ce qui est le résultat souhaité.

. Comme dans la premiére question 'inégalité < est évidente. Par ailleurs pour tous

w,v € P(Q), on a

|uP" = vP'||lry = *Z > u(@)Pl(a,y) = > v(z)P'(z,y)

yeQ lzed zeQ
1 _
< 520D mav(y) Y |Pa,y) - Plzy)| < d().
yeN 2€Q ye

On obtient alors que

ity= swp S (ul@) - v(e) P y).
w,veP(Q),ACQ reQyeA

2 Autres distances

Exercice 12 Soit, pour un t > 1, Ef(,u, v) = ||uPt — vP|1y.

1.

1.

2.

=P .
Montrer que d, est une pseudo-distance sur P(£2).

2. Donner un exemple de chaine et d’un ¢t > 1 pour laquelle Ef n’est pas une distance.
3. Donner un exemple de chaine pour laquelle d; est une distance pour tout ¢ > 1.

4.
5

. Montrer que t — d(t) est décroissante.

=P L
Montrer que t — d; (u,v) est décroissante.

La positivité, la symétrie, I'inégalité triangulaire découlent de ces propriétés pour dry .

1-— . . . .
Pour P = < 1 _i 1]3 > on a vu que quelque soit u, la loi de X est toujours la méme,
de sorte que dans ce cas, quelque soient u,v, et t > 1, df(u, v) =0, et on n’a donc
dans ce cas évidemment affaire qu’a une pseudo-distance, pas une distance.

1-— .
Pour P = < ‘ p 1 g q) avec p + ¢ # 1, on peut facilement montrer que

pw#v = uP #vP, et donc u # v = uP' # vP', dans ce cas dI’ vérifie la séparation et
est donc une distance.

Supposons que (X, Y;) réalise un couplage optimal de uP? et vP!. Sachant Xy, Y;, on
peut alors définir X1, Y341 de la fagon suivante :

- Si Xy #Yy, Xip1 ~ P(Xy,-) et indépendamment Y;yq ~ P(Y, ).

- Si Xy =Y, Xop1 =Yg ~ P(Xy,).



Les variables (X1, Y;+1) réalisent un couplage de uP'™! et de vP*!, et on obtient
i (11, v) < P(Xp1 # Yerr) < P(Xy £ Y3) = dF (u,v).

5. On a
d(t) = maxd? (6, ).

€
Le maximum pour d(t + 1) est réalisé, disons, en x;11, et la question précédente
entraine alors que

d(t + 1) - df—,i—1<5$t+177r> < df(5$t+1a7r) < d(t)

Exercice 13 Si 7 est la distribution stationnaire d’une chaine X sur {2, pour une fonction
f:Q — R, on peut définir, pour p > 0, sa norme ¢P(r) :

1/p
| fllp = [Z If(l")lpﬂ(fv)] :

e

sa norme ¢ (7) étant ||f||co = maxgeq |f(2)].
Le cas p = 2 est particulierement intéressant puisque

oghe = 3 F@)g(a)n(a)
€S

définit un produit scalaire sur ’espace {f : @ — R}.

1. Si v et p sont deux mesures de probabilité sur €2 que vaut
-7l
m  wi

2. Soit f: Q — R. Etablir que ||f]|, croit avec p > 0.

3. Montrer que

Plz,) |

s

O

4. Montrer que
P, y)

1
d(t) < - max )

2 z,yeQ

_4
1. Clairement
v
1% -2 =2lu- vl
™ wi
2. Supposons g > p > 1, et notons Py la loi de X ~ 7 :

p/q
Ir1e = CSU@Wﬂ@)

e
(Ex [|F(X)])P/
E-[IF(X)IP] = |If1

ot inégalité de la derniere ligne ci-dessus est due & Jensen avec ¢ : x — xP/4

v



3. D’apres la premieére question
P'x) |

s

-1

)

L1Pe) -aly =|

2
Pt(z, iy
¥ -1 ‘ , comme souhaité.

2

et d’apres la deuxieme ceci est borné par H

4. En notant que ||f||sc = limy o || f||p on voit qu'on peut étendre le résultat de la
-\ . \ ¥ 7 .
deuxieme question a p € R, . On en déduit

fﬁ($’)

™

fﬁ(xv)

™

P'(z,y)
m(y)

20 =

—1|| <max

1 z€Q

-1

)

— 1” = max

o z,ye)

comme souhaité.

Exercice 14 La distance de Hellinger entre deux probabilités sur €2, u et v, est donnée par

di(u,v) = |5 (V) — Vol@))?

z€Q

1. Fixons zg € Q et introduisons gz, (z) = %, x € . Etablir que

dr (P (w0,),7) = ||\/Jzort — 1l]2-

2. Montrer que
= vllrv < du(p,v).

3. En déduire que

tmix(e) <inf{t > 0: Voo € Q dy(P'(zo,-),7) < e}

1. D’apres la définition de g;,, on a

2

Pt(zo,z) (x
> (e 1)

e

- \/ S (VP )~ V@) = du(P (o, ),m).

€N

|[v/9zot — 12

2. On a

2||P! (20, ) = 7llrv = llgwoe — L = Y 7(x)
€N

gxo,t(x) - 1‘ (\/gafo,t + 1) -

Par Cauchy-Schwartz, ceci est borné par

> (o) gxo,xx)—l)z > o) gxo,t<x>+1)2.

€N e




Le premier terme du produit ci-dessus est exactement ||,/Gugz — 1||2 = du (P (zo, ), )
d’apres la premiere question. Quant au second terme du produit, on a

> (=) < oot (T) — 1)2 =242 7(x)y/Iaor-

z€Q e

A nouveau par Cauchy-Schwartz,

> (@) Gmor < 1,

€

on conclut donc que
2|\ — vllry < 2dg (PY(xo, ), ).

3. évident d’apres la question précédente et la définition de tyix(e).

3 Chaine retournée dans le temps

Soit X est une chaine de Markov irréductible, de distribution stationnaire 7. On définit
pour z,y € ),
5 m(y)P(y, z)
o

P(x =
( ) y) (
Exercice 15

1. Montrer que P est bien définie, et que c’est le noyau de transition d’une chaine X sur
(1, également irréductible. On note PP, la loi de cette chaine issue de p.

2. Montrer que 7 est également une distribution stationnaire de X.

3. Montrer que pour tous ¢t > 0, zg, ..., ¢ € £, on a
P, (Xo = 0, ..., X; = a) = Py (XO — o Xy = wo) .

4. Que se passe-t-il lorsque X est réversible ?

1. X irréductible sur € fini ou dénombrable implique que 7(z) > 0 pour tout z € €,
comme on ’a vu dans la feuille 1, ceci permet d’assurer que P(x,y) est bien défini
pour tous x,y € (.

Pour vérifier que c’est un noyau de transition, fixons x € Q) et calculons

yeN yeN W(x
1

ou on a utilisé que 7 est stationnaire.
Enfin remarquons que puisque 7(z) > 0 pour tout = € Q, P"(z,y) > 0 implique
P"(y,x) > 0 également, de sorte que l'irréductibilité de X entraine celle de X.



TPy) = Y m(z)P(x,y)

€N

= Y 7Py, x) =7(y),

el

et donc 7 est également stationnaire pour P.
3. On a, en utilisant la définition de ﬁ,

@,r ()?0 = 1y, ...,)?t = 1:0> = W(xt)ﬁ(xt,xt,l)...ﬁ(xl,:ro)
= P(:L't_l,wt)...P(.%'o,xl)ﬂ($0)
= ]P)ﬂ— (XO :xo,...,Xt :J,‘t)

4. Lorsque X est réversible, P= P, de sorte que les lois de X sous P, et de X sous @u
coincident.

Exercice 16 Dans cet exercice on suppose que X est une marche sur le groupe G (fini)
dont la distribution d’un pas est dictée par la distribution p. Précisément, le noyau P de X
est tel que

P(g,hg) = u(h)  Vg,h€G.

On suppose que H = {h : pu(h) > 0} engendre G. On note P le noyau de la chaine retourné,
d(t) = maxeq |Pt(x,-) — 7| |7y et fmix(e) := inf{t >0 dit) < e}.

1. Montrer que la chaine retournée reste une marche sur le groupe G, et décrire la
distribution jz correspondante.

2. Montrer que pour tout g € G,t >0 on a
P'(id, g) = P'(id,g™").
En déduire que pour tout € > 0, tyix(e) = t/m:((f-:)

1. D’apres un exercice de la feuille 1, on a affaire & une marche irréductible sur G,
I'unique distribution stationnaire est uniforme sur G. La chaine retournée est donc une
marche sur G dont la distribution de pas est dictée par i telle que
fi(h) = u(h™1),h € G, en effet

P(g,hg) = P(hg,g) = u(h™Y)  Vg,h €G.

2. Pour g € G, notons A(g) := {(z1,...,2¢) € G : x1...xy = g}. Observons que
(21, .., 24) € Ay(g) est équivalent & (z; ', ...,z7") € Ay(g™h), et donc

Pt(id,g) = Z HN ()

(1'17 7‘7775)6*’4?( )

- > e

(xlv 7xt)€Ai( )

= > Huyz = P(id,g7")

(Y1,yt)EAL (g7 1) =1

10



Reste alors a voir que

at) = 2|P(id, ) — iy = Y Pt<z'd,g>—|é|
geG
Dt -1 1
- X |Pas -
gelG
= 3 |Pid.g) - | = 2P ) =l = )
g'eG

4 Couplages : deux exemples

Un couplage {(X¢,Y;),t > 0} avec noyau de transition P est tel que sous P, ,, pour tout
t>0, X; ~ P(x,-),Y; ~ Pt(y-), on note Teouple := inf{t > 0: X; = Y;}. On verra en cours
que

d(t) < E(t) < max Px,y(Tcouple > t)'
z,yeN

Exercice 17 On considere le couplage suivant de deux marches paresseuses sur le tore
discret (Z/nZ)¢. Au temps t +1 :
— Indépendamment, et indépendamment des étapes précédentes, on tire

1 avec proba 1/4

it+1 ~ Unif{l,...,d}, &1 =14 —1 avec proba 1/4, By ~ Ber(1/2), et enfin
0  avec proba 1/2

—1 avec proba 1/2°
s oy ltHl oyttt U1 _ oyl oyl
781th fY;' ;onpose X,'\') =Y, 17 = X,"T 4§
— Si X' £ Y on pose

1 avec proba 1/2
Gt1 =

X =X 4 B, Y =Y+ (1= Biga) G

— On laisse les autres coordonnées des deux chaines inchangées.

1. Montrer que {(X4,Y;),t > 0} est un couplage de marches paresseuses sur le tore
discret de dimension d.

2. Soit i € {1,...,d} et Z} :== X} — Y}, t > 0. Montrer que (Z{,t > 0) est une chaine de
Markov sur Z/nZ dont on précisera le noyau de transition.

3. Estimer max, yeq Eq y[r;] ot 7; = inf{t > 0: Z{ = 0}.

4. En déduire finalement que pour la marche paresseuse sur (Z/nZ)% on a

< oy (1)

11



1. Conditionnellement & (X;,Y;) = (z,y), on a

d
Xep1 = Z Liy=i Xy (]l{wi:yifo—l:O} + 1{Bt+1:0,xi¢yi})
i=1
d
+ Z L =i( Xt +€;) (]I{Ez+1=17xi=y"} + 1{Bt+1:1,Ct+1:1@i#yi})
i=1

d
+ Z Ljy=i(Xi — ei) (1{Et+1=*17wi=yi} + IL{Bt+1=1th+1=*1,96i7'9yi})

i=1

Pour déterminer la loi de X;11, notons que 4441, &+1, Bey1, (1 sont indépendantes, et
indépendantes des étapes précédentes, donc leur lois respectives ne sont pas affectées
par le choix de z,y.
Or P(§441 = 0) = P(By+1 = 0) = 1/2 de sorte que P(X;41 = X;) = 1/2. Similairement
P(’Lt = i,§t+1 = 1) = P(Zt = i, Bt+1 = ]., Ct+1 = 1) = 4*1(1 de sorte que
P(Xp1 = Xe+ €)= 25,0 =1,....d, et de méme P(Xy41 = Xy —¢;) = 4,1 = 1,....d.
Ainsi (X;);>0 est bien une marche paresseuse sur (Z/nZ)?. La preuve pour (Y;);>o est
en tous points similaire.

2. Pour k € Z/nZ, travaillons conditionnellement & {Z; = k} et notons Q}, la mesure

correspondante. Si k = 0 = n, les deux marches évoluent ensemble et donc
Qé(Zf_H = Z} =0) = 1. En revanche, si k € {1,....,n — 1}

o o d-1

QZ‘( tZ+1 = ZZ) = —d

Q(Zip=2e+1) = Q(Xip = Xe + 1LY = V) + Qu(Xepy = X, Vi =Y - 1) =
o . 1

(2 =2 —1)= —.

Q(Zin t ) 2%

Ainsi (Zf)tzo est une marche simple symétrique, dgl—paresseuse sur {0, ...,n},

absorbée en 0, n.

3. On a affaire au probleme classique de la ruine du joueur, et on sait que
E, y[7i] = d(xi — y;)? (ceci provient du fait que pour la marche simple S sur Z,
(S — t)¢>0 est une martingale) qui est maximum pour (x; — y;)? = %2. On conclut que
2
4. De la question précédente on déduit que
d d*n?
max max E, ,|7;| < max E, |7 < ——.
iE{l,...,d} 2yeQ) x,y[ 1] = ;m,yGQ x,y[ z] — 4

Remarque : Un peu plus de travail permettrait d’obtenir une borne en Cdlog(d)n?.

Comme Teouple = Max;e(1,.. 4y Ti, la formule du cours et I'inégalité de Markov
permettent de conclure que

Ex [TZ} d2n2
d(t) < P t) < Y <
(8) < max Poy (Teoupte > £) < max max — " < —

)
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d’o\E tmix < d?n?, et finalement grace au résultat découlant de la sous-multiplicativité
de d(t), on conclut au résultat souhaité.

Exercice 18 On considere (Xy,¢t > 0) la marche simple, paresseuse, sur ’arbre binaire
enraciné de profondeur k. On note | X;| la profondeur de X;.

1.

Montrer que (| X¢|,¢ > 0) reste une chaine de Markov dont on déterminera le noyau de
transition.

2. Déterminer les mesures stationnaires respectives de X, | X|.
3. Soit 7; = inf{t > 0: | X;| = k}. Estimer E = Eg[r3,] + Eg[r0).

4. On définit (X, Y;)>o itérativement, comme suit :

— Si | X¢| = |y, alors X et Y effectuent au temps ¢ + 1 un mouvement similaire dans
I’arbre.

Par exemple si elles se trouvent a une profondeur i € {1,...,k — 1}, alors avec proba
1/2, les deux chaines restent sur place, avec proba 1/6, X1 est le parent de X; et
Yi+1 celui de Yy, avec proba 1/6, X;41 est le premier descendant de X;, Y41 celui de
Y:, enfin avec proba 1/6, X; 11 est le deuxieme descendant de Xy, Y41 celui de Y.
Si elles se trouvent toutes deux & profondeur k, avec proba 1/2 elles restent toutes
deux sur place, et avec proba 1/2 elles remontent au parent correspondant.

Enfin si elles se trouvent toutes deux a profondeur 0, on peut les faire évoluer
ensemble.

— Si | X¢| # |Yi|, on tire Byyq ~ Ber(1/2). Si By41 = 0, X;41 est I'un des voisins de X
choisi uniformément, tandis que Y41 =Y}, et si Byy1 = 1, Xy41 = X, tandis que
Yi41 est choisi uniformément parmi les voisins de Y;.

Montrer que {(Xy,Y;),t > 0} est un couplage de deux marches simples paresseuses sur

I’arbre binaire.

Expliquer pourquoi E[reouple] < E. En déduire une borne supérieure sur tpix(¢) pour la
marche simple paresseuse sur I’arbre binaire de profondeur k.

. (|X¢])e=0 est une chaine projetée de X, a valeurs dans {0, ..., k}. Son noyau de

transition ) vérifie

Q(i,i) =1/2,i €{0,....k}, Q0,1)=1/2,Q(k, k—1)=1/2,
Qli—1)=1/6,ie{l,..k—1}, QU,i+1)=1/3,ie{l,...k—1}

Ainsi, | X| est une marche paresseuse, asymétrique (biais 1/3 vers k), sur {0, ..., k},
réfléchie en 0, k.

. La chaine X est une marche simple (paresseuse) sur 'arbre binaire T, si d, désigne le

degré d'un noeud z € T, notons que d =) 7 dy =2 +3 Zf__ll 20 4 9k = 9k+2 _ 4 et

la mesure stationnaire 7 est donc donnée par w(z) = 2'611721‘—4‘

Quant a la chaine |X|, sa mesure stationnaire A peut étre calculée directement, ou
bien a partir de m. On trouve que

1 3 x 212 k=2
= —— ) = ———— 1 1,...k—1 = .

A(0) = 7(0)
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3. Posons u; = E;_1[r%] — Ei[m%],7 = 1, ..., k. Par Markov simple au temps 1, on trouve

1 1
Eo[rx) = 1+ -Eq[m] + QEO[T;@], et donc u; = 2,

2
1 1 1 1 .
Ei[m] =1+ 6Ei,1[7'k] + gEiH[Tk] + §Ei[7'k}, et donc u;41 = §ul +3,ie{l,...k—1}

On en déduit que
' k
uj=—2""+6, et donc Bo[rg] = Y u; = 6k — 2°(1 —27%).
i=1

De méme en posant v; = E;[7] — E;_1[r9], il vient
v =2, v; =2v41+6,i€{1,....k—1}

et donc v_; = 23T — 6,

k—1

Eplro] = > v = 2%% — 8 — 6k.

i=0

Finalement
E=-25(1—-27F) 423tk g =93tk _ 164 237K

On notera au passage que n = 21 — 1 est le nombre de noeuds de notre arbre, on a
donc trouvé que E = 4n — 12+ O(1/n).

4. Considérons X :

P(Xip1 = Xi) = P(Xepr = Xo | [Xe] = [Vi)P(1Xe| = [Vi]) + P( X1 = X | [ Xe] 7 [V)P(|Xe] 7 (Vi)
1

_ %P(|Xt| = [¥il) + B(Bu = DP(Xi| # [¥i]) = 5.

Par ailleurs si X;y1 # Xy, il est facile de voir qu’il est choisi uniformément parmi les
voisins de X;. Ainsi X est bien une marche paresseuse sur 7. Le raisonnement pour Y
est identique.

5. Supposons que X,Y sont respectivement issus de x,y. Sans perte de généralité (X et
Y jouant des roles symétriques) on peut supposer que |z| < |y|. Notons que notre
couplage impose que | X;| < |Y;| pour tout ¢ > 0.

Lorsque X atteint une des feuilles de 'arbre (i.e. lorsque |X| = k) on a forcément

| X¢| > |Yi| et donc |Xy| = |Yy|. Les chaines projetées sont donc couplées & partir de 7.
Notons alors og = inf{t > 7, : | X¢| = 0}. Puisque 09 > 7%, on a | Xy,| = |Ys,| =0, et
donc les chaines se trouvent toutes deux & la racine au temps og. On a donc

Teouple < 09, et donc quelque soient x,y, Ey y[Teouple] < E comme souhaité.

D’apres la formule du cours et I'inégalité de Markov on en déduit que

E 23tk _ 16423k  4n
— < < —,
t t R

ou on rappelle que n = 28t — 1 est le nombre de noeuds de notre arbre.

On en déduit tyix < 16n, et
1
tmix(€) < 16n [log2 <>-‘
€
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