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Temps de mélange

Exercices 3
1 Couplage, suite

Exercice 1 Soit P irréductible, apériodique (on rappelle qu'il existe r > 0 tel que P" a
toutes ses entrées supérieures ou égales a une constante § > 0), et 7 la distribution
stationnaire associée.

On considere le couplage (X,Y) de chaines de noyau P, issues respectivement de pu, v, tel
que X et Y évoluent indépendamment jusqu’au temps

7 =1inf{t > 0: X; = Y3},

apres quoi elles évoluent ensemble.

1. Montrer que

d(t) < sup Pu.(r>1).
w,veP(Q)

2. Montrer que 7 < rG, ou G est une variable géométrique dont on précisera le
parametre.

3. Quel résultat a-t-on redémontré ?
1. Pour tout p, v, (X, Y;) réalise un couplage de pP? et vP! et donc
|uP! = vP|lry < B(X; # Y5) = B(r > 1),

Comme d(t) = sup,, ,ep(q) ||#P" — vP'||rv on en déduit le résultat souhaité.

2. Puisque ming yeq P"(z,y) > 6 on a quels que soient u,v, k € N
Puv(t < (k+1)r|7>kr)>0.

On en déduit le résultat souhaité avec G de parametre 0.

3. On a montré pour t =1k + 5,0 < j <r,
d(t) = d(rk + ) < d(rk) < d(rk) < (1 -6k = (1 - s/,

et on a donc redémontré le théoreme de convergence.

Exercice 2 On considere la marche sur le groupe G = &,,, dont la loi de transition est
dictée par la relation P(g,hg) = u(h),g,h € G, ou p est telle que

plid) = T (i) =y i #7,

n

(i j) étant la transposition des entiers 7 et j.



1. Vérifier que la marche est irréductible, apériodique, réversible. Quelle est sa
distribution stationnaire ?

2. On considere la dynamique suivante : au temps ¢, on tire indépendamment et
indépendamment des étapes précédentes i, j; ~ Unif{1,...,n}. On choisit alors

op = (op—1(it) jt) o op—1.

Quel est le noyau de transition () de la chalne qui correspond a cette dynamique ?

3. On couple deux chalnes de noyau @ en effectuant systématiquement les mémes choix
pour i, j;, t > 1. Montrer que

Tcouple <71+ ...+ T,
N n—i4+1)2
ou 7; ~ Geom <(T) )
4. Déduire des questions précédentes que pour la chaine de noyau P,

on?m?
tmix S 3 .

On notera qu’on s’intéresse ici & un mélange de cartes. Pour P, une étape du mélange
consiste a échanger les deux cartes situées en des positions i, j; du paquet (et ne rien faire si
it = Jt-

1. On se sert des résultats d’un exercice de la feuille 1. Tout d’abord
H={heG:puh)>0}={id, (i j),1 <i>j<n} engendre G, donc la chaine est
irréductible, et son unique distribution stationnaire est la distribution uniforme sur G.
Comme p(id) > 0 la chaine est clairement apériodique. Enfin puisque (i j) = (i j)~*
on a facilement que u(g) = p(g~1),g € G de sorte que la chaine est réversible.

2. La dynamique consiste a aller piocher la carte 7; et I’échanger avec la carte en position
Jj¢- Sans surprise, elle est en fait identique a la dynamique initiale. En effet comme i
est uniforme, il en est de méme de oy_1(i;) et donc pour des k, ¢ € {1,...,n}

1

Plo—1(iy) =k, jr =€) = ok

de sorte que Q = P.

3. Notons que ce couplage peut s’interpréter en termes de mélange de cartes : on dispose
de deux jeux de n cartes, et a ’étape ¢, on va chercher la carte ¢; dans chacun des
deux paquets, et dans chacun des deux paquets, on 1’échange avec la carte qui était
située a la position j; au temps ¢t — 1.

On note o, s les deux chaines couplées. Pour ¢ > 0, on note

Ar={ie{l,...,n}:01(i) = s:(3) }.

Quatre scenari sont envisageables lors de 1’étape au temps t :

~ Si oY (i) = s, (i), i.e. si au temps ¢ — 1, la carte 4; est dans la méme position
dans les deux paquets, et si o, (ji) = s;.% (ji) i.e si les cartes qui étaient en
position j; coincidaient au temps t — 1, alors on ne fait qu’échanger des cartes qui
avaient la méme position dans les deux paquets et |A;| = |Ai_1].



~ Sio (i) = s (i) et si oY (i) # s, (i) alors on a déplacé la carte i, de sa
méme position au temps t — 1 dans les deux paquets vers la position j;. On a
également déplacé les cartes qui se trouvaient en position j; au temps t — 1 vers la
méme position dans les deux paquets, mais comme il s’agit de deux cartes
distinctes, on obtient & nouveau dans ce cas que |A;| = |A;—1| + 1.

— Sio Y (i) # s, (i) et sioo; Y (Gi) = 5%, (i), alors au temps ¢, on a ramené la carte
¢ & une méme position dans les deux paquets, mais on a également déplacé la méme
carte (qui se trouvait en position j; au temps ¢ — 1 dans les deux paquets) a des
positions distinctes dans les deux paquets, de sorte qu’encore une fois |A;—1| = |A¢|.

— Sio Y (i) # s (i) et sioop Y (i) # 572, (Gie), alors on a ramené la carte i; dans la
méme position j; dans les deux paquets, les cartes qui occupaient cette position au
temps t — 1 sont déplacées vers des positions distinctes, et dans ce cas on a
forcément |A¢| > |Ai—1].

On en déduit que quelque soient ¢t > 1, et i € {1,...,n}

_ n—i+1)?
BA > Al | 4| =i -1y = B LFD
Si on note T; = inf{t > 0: #A; > i},7; = T; — T;—1, on a pour toutes distributions
o i1 2 s
initiales ; Teouple < Tn, €t 7; < Geom ((”TH'I) ), comme souhaité.
4. On a quelque soit les distributions initiales

TL2 TL27T2
<

(n—i+1)2~ 6

E[Tcouple] = E[Tn] < ZE[TZ] —
i=1

s 2.2 o
Comme P(Teouple > t) < ElTeouple] /t on déduit que tmix < 4"6” , comme souhaité.

Exercice 3 On considére la dynamique suivante sur I’espace des coloriages {1, ..., q}V du
graphe G = (V, £) (on pourra se restreindre, ou pas, au sous-ensemble 2 des coloriages
admissibles, pour lesquels z(v) # z(w) lorsque v ~ w, i.e lorsque (v, w) € £). On suppose
dans la suite que |V| = n, que les noeuds de G ont degré uniformément borné par A, et que
le nombre de couleurs ¢ vérifie ¢ > 3A (de sorte qu’en particulier, il y a de nombreux
coloriages admissibles est la chaine restreinte a I’espace 2 est irréductible).

Pour des coloriages x,y € {1, ..., q}v on note

p(@,y) =D L)y}
veY

le nombre de noeuds ou les couleurs different entre z et y.
Soient (v, ¢t)>0 1.i.d uniformes sur V x {1, ..., ¢}. le pas de la dynamique au temps ¢
consiste a changer uniquement la couleur du noeud v; en la couleur ¢; si le coloriage obtenu
est admissible en v, (i.e. si aucun des voisins de v ne possédait déja la couleur ¢; au temps
t — 1), sinon on ne fait rien.
Plus précisément, pour une configuration z € Vi--4} on définit ¢ € {1,...,q}" par

z¥(w) == z(w) Yw #v, x(v)=c,

et alors
Xt = X;}Elct]l{Xt,l(w);éct Yw~wvy } + Xt—l]l{ﬂwNvt:Xt,l(w):ct}‘



. Montrer qu’on peut réaliser un grand couplage pour cette dynamique, quitte a faire les
meémes choix (v, ¢¢)i>1 de noeuds et de couleurs pour toutes les chaines.

. On suppose que z,y € {1,...,q}" sont tels que p(x,y) = 1 et on considere les chaines
X? XY issues respectivement de x,y. Montrer que
qg—3A

Elp( X% XN <1-—
[p(XT, 1)]_ ng

. Lorsque p(z,y) = r, montrer que

q— 3A
BT X)) < plo) (1- 222,
On pourra utiliser la question précédente et ’existence de x1, z9, ..., x,—1 tels que
pla.a1) = plwr,w2) = o = pla,—1,y) = 1.

. En déduire que quelque soient x, vy,

o t
P(XF £ XY) <n (1 1 mj’A>
puis que
tmix(2) < [ = n (log(n) + log(= ™).

. Le choix commun des (v, ¢¢)>1, i.e. le couplage libre, permet clairement de coupler les
chaines {(X})i>0,2 € Q}.

. Puisque p(z,y) = 1 on peut trouver v € V, tel que y(v) € {1,...,q} \ z(v) et y = 2.
Pour que p(X¥, X{) =0 il faut et il suffit que v; = v et que le coloriage obtenu soit
admissible en v ; mais comme x possede au plus A voisins, au moins ¢ — A choix de
couleurs sont possibles et

1g—A g¢g—A
P(p(XE, XY)=2)> [V} = .
(p(XT, X{) =2) = |V| . -

Il est également possible que p(X¥, X7) = 2, si on change une couleur d’un voisin w de
ven z(v) (resp. en y(v)) ce qui force XT = z, et si le coloriage obtenu pour X7 est
admissible en w (resp. X{ =y et si le coloriage obtenu pour X7 est admissible en w).
Il y a au plus A voisins de x, et pour chacun de ces voisins, au plus deux choix de

couleurs qui risquent de résulter en p(X7, X{) = 2. On a donc
2A
P(p(XT,X{)=2) < —.

(p( 1> 1) ) = ng

Enfin si p(X{, X{) ne vaut ni 0, ni 2, il vaut forcément 1. On a donc

q—A+%<_q—3A

Elp(XT7,X{) -1 < —
plxt. X - < -2y 20 L

comme souhaité.



3. On considere g = x,x1, X2, ..., Tr—1, T = Y tels que

)0(330>$1) = p(:rl,:rg) = ... = p(xr_l’xT) = 1.

Comme p est une distance sur €2 on a

ﬁ
I
—

p(XT, XY) <)Y p(X7*, XTE).
0

e
Il

D’apres la question précédente,

—3A
Elp(X* X <r(1-2
[P( 15 1)]_7"< ng )7

comme souhaité.

4. Par récurrence (quitte a conditionner aux valeurs prises au temps 1), on obtient

E[p(X7, X1)] < p(z.y) (1 -

et comme diam(€2) =n on a

x7y

—3A\*
Bl X <0 (1102

et on conclut puisque par Markov
P(Xy # X/) =P(p(X}, X{) > 1) < E[p(Xy, X))

5. On a donc établi que

- —3A\'
d(t) <d(t) < max P(X? £ X)) <n(1-14
(0 a0 < mugPOXE £ X0 <0 (1222

et on conclut a l'inégalité souhaitée pour tpix().

2 Temps stationnaires, temps stationnaires forts

Exercice 4

1. On considere (Y;,t > 0) une suite de variables intégrables, i.i.d et 7 € N intégrable tel
que pour tout t > 0, {7 >t} est indépendant de Y;. Montrer I'identité de Wald :

D Y
t=1

ol par convention, la somme dans ’espérance est nulle si 7 =0

E = E[7]E[V1],

2. On suppose a nouveau les (Y, ¢ > 0) i.i.d on note F; = o(Yp, ..., Y;) et on suppose que
7 est un (F;)s>o-temps d’arrét intégrable. Montrer que l'identité de Wald est vérifiée.



1. On a

d oWl =) Witz
t=1

t>1
dont Pespérance est finie (elle vaut E[7]E[|Y1|]) grace aux hypotheéses. Par convergence

dominée, on déduit que

T

>y,

t=1

=E | Yilgsy| =E[FEM],
t>1

ou pour la derniere égalité, et comme plus haut, on a utilisé I'indépendance de
Vi, Lg;5gy pour voir que E [Vl opn] = E[V1]P(T > ¢).

2. Si 7 est un (Fy)i>o-temps d’arrét, on a que {7 >t} ={r <t —-1}°€ Fi_;. Or Y; est
indépendante de F;—; = o(Yp, ..., Yi—1) et donc de {7 > t}. On est donc dans le cadre
de la question précédente.

Exercice 5 Soit P une matrice stochastique dont toutes les lignes sont identiques (et
toutes les entrées sont strictement positives). Montrer que pour tout ¢ > 1, 7 = ¢ est un
temps stationnaire fort de la chaine X de noyau P.

Quelle conséquence peut-on tirer de cette observation pour la marche simple, 1/n-paresseuse
sur le graphe complet a n sommets ?

Dans ce cas on a clairement pour tous 7,5 € Q, P(i,7) = 7(j), de sorte que, quelque soit la
distribution initiale, X; ~ 7 (et donc X; ~ 7, pour tout ¢ > 1). Ainsi, pour tout ¢t > 1 7:=1¢
est un temps stationnaire, comme il est déterministe, on vérifie immédiatemment que c’est
est également un temps stationnaire fort.

La marche simple, 1/n-paresseuse, sur le graphe complet & n sommets est un exemple d’une
telle situation (ici 7 est la mesure uniforme sur les n sommets du graphe). On en déduit que
7 =1 est un temps stationnaire fort pour une telle marche et que tix(¢) = 1 pour tout
e€(0,1)

Exercice 6 Soit G un graphe, v un noeud de G, et 7 un temps stationnaire fort pour la
marche simple sur G issue de v.

Soit H le graphe consistant en deux copies identiques Gi, Gy de G gluées en le noeud v (de
sorte que degy, (v) = 2degg(v)).

1. Montrer que pour tout x € H, T := T, + 7 est un temps stationnaire fort pour la
marche sur H issue de z.

2. Que peut-on en déduire dans le cas ou G est le graphe complet a n sommets, et qu’on
considere la marche 1/n-paresseuse sur ce graphe ? Calculer dans ce cas max, E;[7], et
en déduire une borne supérieure pour le temps de mélange de la marche sur H.

1. Pour tout élément w € V' on note w; son représentant dans G;, et wy son représentant
dans Gy (dans le cas particulier w = v, on a w1 = we = v).
Si X est la marche sur H on note Y la marche projetée sur G (deux noeuds de H étant
équivalents s’ils sont égaux ou représentent le méme élément de G). Par hypothese 7
est un temps stationnaire fort pour la marche projetée Y.

Par symétrie, mg(w) = 27y (w) pour tout w # v (et mg(v) = my(v)).



Par Markov au temps T, et le fait que 7 est stationnaire fort pour Y,

P:c(Tv + 7= kvXTv-‘rT € {w17w2})
= Pu(Ty+7 =k Yrr = w)

k
= Y Pl =OPy(r=k— LY, s =w)
=0

= Y Pu(Ty = OPy(7 =k — £)mg(w)
= P (T, + 7 =k)rg(w).

Reste a observer que toujours par symétrie, il y a bijection entre les trajectoires
conduisant en k pas de x & wy # v et passant par v et les trajectoires conduisant en k
pas de x a wy et passant par v (il suffit de garder la partie de la trajectoire de = a v,
puis de remplacer dans le reste de la trajectoire tout élément de G; par son pendant
dans Gz_;). On en déduit que pour tout w # v

PI(TU + 7= k, XTU+.,- = wl) = Px(Tv + 7= k,XTv+T = UJQ).
Il découle que pour w # v,

P(Tv + 7= k,XTU+.,- = wl)

k
1
= 5 Y P(T, = OPy(r =k — £, Y,y = w)
(=0
1 k
= 5 > Po(T, = OP(r =k — {)mg(w)
=0

2. Soit G le graphe complet a n sommets, v le noeud distingué. Pour tout x # v, on a
T, ~ Geom(1/(n — 1)). D’apres l'exercice et la question précédents on a donc que
T, + 1 est un temps stationnaire fort. On en déduit que dans cet exemple la marche
simple sur H vérifie d(t) <P(T, +1>t+1) = (1— %)t On déduit que

fnie(€) < log(c)/ log <1 _ i) o sos 1 log (i) .

3. Sans perte de généralité on peut poser v = 0. On avait vu dans la feuille précédente
2
que max, E.[To] < 7, et que le temps de mélange

Exercice 7 Soit (X;,t > 0) la marche simple sur Z/nZ, on note P, sa loi lorsqu’elle est
issue de xg. Pour x € Z/nZ, on note T, = inf{t > 0 : X; = z}. On introduit alors

7:= max 1}
T€ZL/nL



—_

. Expliquer pourquoi, si « € {1,...,n — 1}, on a
Po(Xr =) = Po(mz-1 < Tut1)Pe—1(Te41 < 7)) + Po(Te—1 > To41)Prt1(Te—1 < 72)

En déduire la loi de X.

2. Soit £ ~ Ber(1/n). On introduit 7 = (1 — £)7. Montrer que 7 est un temps stationnaire
pour X.

3. Le temps T est-il un temps stationnaire fort pour X 7
1. Pour que X, = x il faut que tous les sites soient visités avant z, et en particulier x — 1
et 4+ 1. Selon lequel des deux est visité en premier (au temps T = 7,1 A To41),

lautre doit étre visité avant x, ce qui conduit a ’égalité de I’énoncé (en utilisant
Markov au temps T'). Plus précisément

{Xe =2} ={T =701 < To1 < T} U{T = Tpq1 < Tp1 < Tu},
et par exemple par Markov en T, _1,
Po(T = 141 < Tag1 < Tz) = Po(T = 72—-1)Po1(Tg1 < T)-

Reste a voir par symétrie que Pp_1 (7541 < 72) = Pog1(7o—1 < 72) = Po(m2 > 71) €t
donc pour tout z € {1,...,n — 1} on déduit

1

Po(XT :l‘) :PO(TQ > 7'1) = n_1

On note qu’on aurait pu retrouver la derniére égalité directement par un argument de
ruine du joueur.

On en déduit donc que X est uniforme sur {1,...,n — 1}.

2. OnaP(X;z=0)=P( =1) =1/n. D’apres la question précédente, pour
ke{l,..,n—1},

n—1 1

ce qui permet de conclure que 7 est un temps stationnaire.

3. En revanche 7 n’est pas stationnaire fort : par exemple { Xz = 0} = {7 = 0} de sorte
que T n’est pas indépendant de Xx.

Exercice 8 Soit (Xt(n),t > 0) la marche simple, paresseuse sur Z/(2"Z), on note tI(:l)X
temps de mélange.
On va construire un temps stationnaire fort par récurrence sur n. Supposons que 7, est un

temps stationnaire fort pour la marche X et considérons pour j > 0,

son

t—1
Ty =inf{t >0: Y |x0TY - X)) = 251,
s=0

On introduit alors 7,41 =17, + 1.



1. Trouver un temps stationnaire fort lorsque n = 1.

2. Montrer que 7,11 est un temps stationnaire fort de X (n+1),

4"—1

3. Montrer que E[7,] = *5—. En déduire une borne sup pour #

mix*
1. 71 = 1 convient (voir I'exercice 1.1).

2. 1l s’agit d’observer que X:(FTH), X:(FZH), ...X}:H), ... sont les pas d’une marche simple

R , 1 .
paresseuse, sur 27 /2" 17, Par hypothese de récurrence, XY(Z:JF ) est uniforme sur

27,/2" 17 et est indépendant de 7,. Il est alors facile de déduire que X%Jri)l reste
indépendant de 7, et est quant & lui uniforme sur Z/(2"'7).

3. Notons que Tj41 — T = G; + G;- ou Gj, G;,j > 0 sont i.i.d suivant une loi géométrique
de parametre 1/2. 11 découle par Wald que E[7,+1] = 4E[7,,] + 1, ce qui conduit a la
formule souhaitée puisque E[r;] = 1. On en déduit que

W o AT—1 4

2
mix < 4 3 < §(2n) )

ce qui est non seulement moins général, mais également moins précis que la borne
obtenue par couplage dans la feuille 2.

Exercice 9 On considéere la chaine (o4,t > 0) sur &, issue de o¢ = id et définie par la
dynamique suivante : au temps ¢t > 1, indépendamment et indépendamment des étapes
précédentes on tire j; ~ Unif{l,...,n}, et on définit alors

ot = (]t 1) OCO0¢_1.
On introduit par ailleurs pour 79 = 0, et pour k € {1,...,n — 1},
T, =1inf{t > 0:0(n) =n — k}.
1. Montrer que o est irréductible, apériodique. Est-elle réversible ?
2. Soit k € {1,...,n — 1}, quelle est la loi de 7, — 7,1 7

3. Vérifier qu’indépendamment de 7,, (o5, ,(1),...,0, ,(n — 1)) réalise une permutation
uniforme de {2,...,n}. On pourra utiliser une récurrence sur n.

4. En déduire que 7,1 + 1 est un temps stationnaire fort.

5. En utilisant un exercice de la feuille 1, en déduire que tmix(e) < nlog(n) + log(1/e)n.

Pensons a un jeu de n cartes numérotées de 1 a n, ot o(i) indique la position de la i-eme
carte (de sorte que les cartes sont initialement ordonnées). Le pas de la dynamique au temps
t correspond a insérer la carte du haut du paquet en une position j; choisie uniformément
parmi {1,...,n}, ce qui fait remonter d’une position chacune des cartes situées aux positions
2,...,j¢ apres ’étape du temps ¢ — 1. Formellement

oo (D) =G, oe(o7(0) =i — 1,0 € {2, ..., 5} et op(o; (1) = 4,5 € {ji + 1,...,n},

de sorte qu’on a bien
oroo, =0y ... 1).

On note F; = 0(js,s < 1).



1. Pour voir que la chaine est irréductible on peut par exemple voir que si ¢ < j sont

fixés, on peut retrouver la transposition (i j) en effectuant
(G..Do(j—i...0)o(j... 100 " Lo(j—i4+1...1)o0(j...1)" L.

La chaine est clairement apériodique puisque p(id) = P(o,0) = 1/n. Enfin elle n’est

clairement pas réversible : u((3 2 1)) = 1/n, mais u((3 2 1)71) = 0.

. On a7, =inf{t > m_1jt >n—k+1}, et les (ji,t > 0) étant i.i.d on en déduit que

Th — The1 ~ Geom(%). On en déduit que 7,,_1 + 1 a exactement la loi du temps de
collection de n coupons.

. On apour £ € {n—k+1,...,n}, puisque j; est indépendante de F;_1,

Prr=tjs=4) = Plrp1 <t—1<m,je>n—k+1,j=1{)
= P(Tk,1St—l<Tk,jtZn—k+1>P(jt=€‘jt2n—k+1)
1
(Te = 1)

de sorte que j;, ~ Unif{n —k+1,...,n}, indépendamment de 7.

Une récurrence sur k montre alors que (o, (n — k4 1), ...,0(7) " *(n)) réalise une
permutation uniforme de {(J;kl (n—Fk+1),.., J;kl(n))}, et que cette permutation est
indépendante de 7 (autrement dit, ordre des k cartes qui se situent en dessous de la
carte n au temps 73 est uniforme parmi les k! ordres possibles, et cet ordre est
indépendant de la valeur prise par 7).

Reste a observer qu’en 7,,_1, la carte n se trouve en haut du paquet, de sorte que
{(o71,(2),...,071 (n)} ={1,...,n— 1}, et on conclut donc qu'indépendamment de
Tn—1 (07, ,(1),...;0-, ,(n — 1)) réalise une permutation uniforme de {2,...,n}
(autrement dit, au temps 7,1 ou la carte n parvient en haut du paquet, les cartes
1,....,n — 1 se trouvent aux positions 2, ..., n, leur ordre est uniforme parmi les (n — 1)!
ordres possibles, et cet ordre est indépendant de la valeur de 7,_1).

. Il est évident que 7,,—1 (F;)-est un temps d’arrét Au temps 7,,—1 + 1 on insére la carte
n & une position choisie uniformément dans {1, ...,n}, indépendamment des étapes
précédentes, d’apres la question précédente, o, ,+1 est uniforme sur G,,, et est
indépendante de 7,,_1 + 1. On conclut que 7,1 + 1 est un temps stationnaire fort.

. D’apres ce qui précede, 7,_1 + 1 est un temps stationnaire fort dont la loi est celle du
temps Teollee de collection de n coupons.

D’apres le théoreme 6.1 et la feuille d’exercices 1, on en déduit que

d(nlog(n) + log(1/e)n) < P(1p—1 + 1 > nlog(n) + log(1/e)n) < exp(—log(l/e)) = ¢,
et donc tmix(e) < nlog(n) + log(1/e)n.

Exercice 10 On consideére la chaine (0y,t > 0) sur &, issue de oy = id et définie par la

dynamique suivante : au temps t > 1, indépendamment et indépendamment des étapes
précédentes on tire iz, j; ~ Unif{l,...,n}, et on définit alors

Ot = (it jt) C0t-1-

On considere alors le processus (de marques) (M, t > 0) a valeurs dans P({1,...,n}), et
défini comme suit.
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_ MO — @

— Pour ¢t > 1, si at:ll(it) € My 1 ousi iy = j; on pose My = My 1 U {a;ll(jt)}. Sinon on pose
My = M.

On introduit enfin 7 = inf{t > 0: M; = {1,...,n}}.
1. Montrer que le noyau de transition de o est le () défini dans ’exercice 2.

2. Montrer que 7 est un temps stationnaire fort.

3. Montrer que si k € {0,...,n — 1},
(k+1)(n—k)

PM| = b+ 1| M| = b) = 2
En déduire qu’avec probabilité qui tend vers 1 lorsque n — oo,
7 = 2nlog(n) + o(nlog(n)),

puis une borne supérieure pour . Comparer au résultat de I'exercice 2.

Pensons a un jeu de n cartes numérotées de 1 a n, ou o(i) indique la position de la i-eme
carte (de sorte que les cartes sont initialement ordonnées). Le pas de la dynamique au temps
t correspond a tirer deux positions i, j; choisies indépendamment et uniformément parmi
{1,...,n}, et d’échanger les cartes situées aux positions i, j;..
On note F; = o (is, js, s < t).

1. On a affaire & une marche sur le groupe &,, avec P(o,s00) = u(s), ou

n
lid) = Pliy = ji) = S B(iz = ju = i) = n/n® = 1/n,

i=1

et pour i # 7,
pl(@5)) =Plie =4, je = J) +P(ie = j, je = 1) = —.
On retrouve donc bien le noyau de transition de ’exercice 2.
On notera que contrairement & l'exercice précédent, p(h) = u(h=1) Yh € &, et on a
donc affaire a une chaine réversible.
2. Notons 73 := inf{t > 0 : |[My| = k}.

, on note pour ¢t > 7, mgk) = at(o;kl (Jr.)) la position au temps t de la k-éme carte

marquée. On note M; = {mgz),t > 7;} les positions des cartes marquées au temps t.
On va démontrer, par récurrence sur k, qu’indépendamment de 7, M, est un tirage
uniforme de k éléments de {1,...,n} et que (m%), ey m(T],:)) réalise une permutation
uniforme de M-, .

Pour linitialisation, fixons ¢ € {1,...,n}, on a

]P)(let,./\/lt:{i}) = Plet,it:jt:i)
= PT1>t—1,it:jt:’i)



comme souhaité.

Fixons k € {2,...,n}, et supposons que 'assertion que 1’on cherche & démontrer est
valide au rang k — 1. Pour i € {1,...,n},
]P)(Tk = t,mgk) = Z) = P(Tk >t—1>7,_1,4 € Mkfl,jt =1 @f Mt—l)
+P(re >t — 12> 71,50 € Mp_1,0r =1 ¢ My—1)
FP(rp >t — 1> 71,0 € My_1,0p = jir =i & My—1)

Pour le premier terme de la somme, on peut écrire grace au fait que 4, j; sont
indépendants de F;_1

Plrg >t —1> 11,0 € My_1, st =1 ¢ My_1)

= Z Plrgy >t =127 1, My1 = Aiy € A, jir = 1)
AC{L,nP\{i}:|Al=k—1
= Z Plrg >t =127, M1 =Air € A i ¢ A)P(in § A,ji =i | i ¢ A, ju € A)
AC{L,...n}\{i}:| Al=k—1
1
= — Z Plrpy >t—1>m 1, My 1=Ais € A, ji ¢ A)

1 ‘ ‘ .
— mP(Tk >t—1>7 1,0t € My_1,5: & My_1,i ¢ My_1)
De maniere similaire on obtient

P(Tk >t—1> Tk—l,it =1 ¢ ./\/ltfl,jt c Mtfl)

1
= mP(Tk >t—12>7p 1,9 & My—1,j5e € My_1,i ¢ My_1),
Plrp >t —1>7m_1,0 € My_1,ig =jr =1 ¢ My_1)
1 . . .
= mP(Tk >t—12> 71,0 = j ¢ Mi_q1,1 @f Mt—l)'

On conclut que

1

Plne=tome =i) = o=

P(r, =t, i & My_1),

ce qui entraine qu’au temps 7y, la k-éme carte marquée est sélectionnée uniformément
parmi les cartes non marquées jusqu’alors, indépendamment de 7y.

L’hypothese de récurrence au rang k — 1 permet d’affirmer qu’indépendamment de
TrL_1, et pour tout s > 7.1, {ms ,i < k — 1} est un tirage uniforme de k — 1 éléments
de {1,...,n} et que (mgl), s mgk_l)) réalise une permutation uniforme de cet
ensemble. On en déduit I'assertion au rang k.

Au rang n, 7 = 7, et Iassertion permet justement d’affirmer que 7 est un temps
staionnaire fort.

. Si |My| = k, pour que |M;| =k + 1 il faut et il suffit que 'on choisisse deux fois la
méme carte non marquée, ou bien qu’on choisisse une carte marquée et une carte non
marquée. Comme les choix de cartes sont i.i.d uniformes,

P(My| =k + 1] |My] = k) = (”n—f N k‘(n—k)> (k1) k)

n2 n2 ’
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(k+1)(n—k) ) .

et Tpr1 — 7 ~ Geom < o

Or
E[r,] = n? Z k(nl—k) = 2nlog(n) + o(nlog(n)),
k=1

- k+1)(n—k 1
Var[r,| = ”4; <1 - (k4 7)1(2 )> K2(n — k)2 = 0(n?) << E[n]%,

et on conclut en utilisant Chebychev que lorsque n — oo,

P(|7 — 2nlog(n)| > nloglog(n)) — 0.

3 Constante de Cheeger et bornes inférieures sur ¢,

Exercice 11 Soit

QA,B):= Y  7(x)P(x,y).

r€A,yEB
Montrer que pour tout S on a Q(S, 5¢) = Q(5¢, S). La constante de Cheeger est alors
définie comme 5 g
o* = inf QLS. 5% )

seP@):n(s)<1/2 m(S)

En utilisant que 7P = 7, que P(z,-) est une distribution (et que les sommes sont finies), on
trouve

Q(S,8° = Z 7(x)P(z,y)

x€SyeSe

= > w@P@y) - Y w@)Pxy)
zeQ,yese reSe,yese

= Zﬂ(y)—ZTr(x) ZP($,Z/)—ZP($>9)
yese zEST yeQ yes

= W(SC) — Z 7T(.T) 1-— ZP(mvy)

zese yes

=Y r@)Play) - QSS),

reScyesS

comme souhaité.
Notons que pour tout S C Q tel que 7(S) > 1/2,

Q.59 _ Qs.S)
©(S) — w(S°)

Dans la suite de ce paragraphe on admet le résultat du cours : tyix > 4‘})*.
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Exercice 12 Calculer ®* lorsque X est la marche simple paresseuse sur Z/nZ. Que
peut-on déduire sur t.,;x dans le cadre de cet exemple ?

En estimant directement Eg[T], ou T := inf{t > 0 : | X;| > n/4} montrer qu’on a en fait
tmix = %2

Dans ce cas 7 est uniforme, P(z,y) = %ﬂ{\x—m:l} + %]l{x:y} de sorte que

_ 98]
151
ou 9S8 = {(x,y) : x € S,y € S}. Mais quelque soit S : 7(S) < 1/2 on a |0S| > 2, de sorte

que le minimum est réalisé si on prend S = {0, ..., [n — 1/2|}. On a alors [0S] = 2,
|S| = [n/2] et donc

()

2
[n/2]

n/2
s 2]
Mais une borne ad hoc est finalement bien meilleure. Posons A := {—|n/4], ..., |n/4]} de
sorte que m(A) < 1/2. On a, pourvu que t < an?,

*

On en déduit donc

PHO,A)>P(T>t) = 1-P(T<t)

n

> 1-P Xi| >
> (r}clgfl k| 4)
16E[ X2
> 1—#:1—16%
n

ou a l’avant-derniere ligne, on a utilisé I'inégalité maximale de Doob pour la sous-martingale
| X|. On en déduit que tyix > 2—4, une bien meilleure borne que celle obtenue via l'inégalité
de Cheeger, qui permet d’affimer, d’apres un exercice de la feuille 2 fournissant une borne

supérieure du méme ordre grace a un argument de couplage, que tyix = O(n?).

Exercice 13 Calculer ®* dans I’exemple de la question 2 de I'exercice 5 (deux copies d'un
graphe complet gluées en un sommet). En déduire une borne inférieure sur le temps de
mélange, puis que tpix = O(n) dans cet exemple.

Notons Gy, G les deux copies, v le noeud en lequel on les glue. On est dans le cadre d’une
marche simple, 1/n-paresseuse sur un graphe, et donc

_on |0S]|
n—1% cqds
Cette quantité est minimisée lorsque S = G; \ {v} : pour ce choix 7(S) est proche de 1/2, et

tout autre choix de S va augmenter drastiquement |0.5].
Pour S = G; \ {v} on trouve que S = {(z,y) € £ :x € S,y € S} = {(x,v),x € G1}

¢(5)

n n—1 1
(b*:¢ = =
(5) n—1nn—1) n-1

de sorte que tmix > "T_l. Avec I'inégalité obtenue en 5.2, on déduit que

n—1
4

S tmix S lOg(4)n’
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ce qui est le résultat souhaité.

Exercice 14 Dans le cadre de 'exercice 5 avec G = Z/nZ (de sorte que H est constitué de
deux copies de Z/nZ gluées en un sommet), montrer que tyix > Cn2. A Daide des exercices
précédents, expliquer alors pourquoi on peut affirmer que ¢y, = ©(n?) (on pourra
considérer des marches paresseuses).

Ici G1, G2 sont des copies de Z/nZ, sans perte de généralité on peut supposer v = 0. Un
élément k € {1,...,n — 1} correspond donc & un unique élément dans Gi, et a un unique dans
G.

Pour des marches paresseuses La constante de Cheeger est

2105 2
Yowes e  2(n—1)

et ceci permet seulement d’affirmer que ¢y > ”T_l.

En revanche, il est facile de voir que tix est borné inférieurement par la méme borne que
celle obtenue dans I'exercice 11 pour le temps de mélange sur Gy (quitte a répéter la preuve
de l'exercice 11), et donc

P+ = 0(S) =

n2

tle Z 7'
Pour la borne supérieure, on peut utiliser un argument de couplage. On suppose que P est
le noyau de transition de la marche paresseuse sur H, et que @ est tel que P = (Q + Id)/2.
On couple les deux marches X, Y comme habituellement : si elles sont ensemble on leur fait
effectuer la méme transition sous P, sinon on tire une variable de Bernoulli et selon la valeur
obtenue on fait évoluer 'une des deux marches suivant Q).
Par ailleurs on note X,Y les marches projetées sur Z/nZ.
Enfin on note 7° = 0, et pour i > 1,

ol =inf{t>7": Xy =vouY; =0}
Ti = ll’lf{t Z O'Z'Yt = ?t}
Ces temps sont des temps d’arrét. Si o' = 7! = 0 on fait partir les deux marches de 0, et

dans ce cas
Tcouple = inf{t >0: Xy = }/t} =0.

Sinon, en tout temps ¢ > ¢!, au moins 1'une des deux marches (au moins une des marches
est alors passée par 0) a autant de chances de se trouver dans G; que dans Go. On a donc

1
]P(XTl = YTl | Xo'lfl 7& Yalfl) = 5

De méme par Markov fort en o, i > 1

1
]P)(XTZ == YTi | Xai—l # YO"—I) g 5

On en déduit qu’on peut trouver une variable géométrique G de parametre 1/2
indépendante des {7',i < G}, telle que

G
Tcouple <7
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et on a méme égalité sur Pévénement {o! < 7} qui est toujours réalisé lorsque les marches
ne partent pas de la méme copie.
Reste & voir que 7,72 — 71,73 — 72, ... sont i.i.d et que d’aprés notre connaissance du temps

de fin de jeu dans la ruine du joueur on a quelque soient les positions initiales des marches

2
E[r!] <E[o'] + E[r! —ol] <n?+ %
On en déduit que
5n?
IE[Tcouple] S 77

de sorte que tpix < 1002, et donc i, = O(n?), comme souhaité.

Exercice 15 On considere X la marche paresseuse sur ’arbre binaire de profondeur k.
Calculer Q(S, S€) lorsque S consiste en la partie gauche de I’arbre, en déduire que

2k+1 -3
Tmix = —

et conclure, grace a un exercice de la feuille précédente, que tnix = O(n) ou n est le nombre
de noeuds dans l'arbre.
Comme dans I'exemple précédent

05|
(I’<S) - ﬁ’
zelS T
qui est minimisé, sous la contrainte 7(S) < 1/2, en choisissant S I'un des deux sous-arbres
issus de la racine. On a alors 7(5) = 27;__22, Q(S, S8 = 471%4,
d* = B(5) = .
B S 2n—4’
de sorte que
n—2
tmix = 9

(rappelons que n = 21 — 1), Grace & I’exercice 18 de la feuille précédente qui assure que
tmix < 4n, on conclut que tpyix = O(n).
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