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Temps de mélange

Exercices 4
1 Martingales

Exercice 1 Soit X chaine de Markov a valeurs dans E, de noyau P, (F,), la filtration
naturelle de X.

1. Soit X chailne de Markov a valeurs dans F, de noyau P, et f: E — R telle que pour
tout n € N, E[|f(X,)|] < oo. Montrer que le processus

n—1
<M$ = F(Xn) — £(Xo) = S (P~ Df(Xp), n > o)
k=0

est une (F,)-martingale.

2. Que dire de (f(X})) lorsque f est une fonction harmonique sur E, et pour tout n € N,
E[l f(Xn)[] <o0?

3. On suppose que la fonction g : E — R est telle que, pour tout n € N, E[|g(X,,)|] < oo
et que, pour un A € R*, Pg = A\g. Montrer que (g(X,,)/A") est une martingale.

4. On suppose que la fonction h : N x E — R est telle que, pour tout n € N,
E[[h(n, Xn)[] < oo, et que

Ve e E, Vn e N Phin+ 1,z) = ZPl‘y (n+1,y) = h(n,y).
yeE

Montrer que (h(n, X,)), est une (F,)-martingale.

1. Les propriétés de mesurabilité et d’intégrabilité de M sont évidentes. Notons d’autre
part que M- P f(X,) est Fp-mesurable. De plus par Markov au temps n la loi de
Xp+1 sachant F,, est exactement celle de X,,+1 sachant X,,, i.e. P(X,,-). On a donc

EM],, | F] = M,{—Pﬂ n) +E[f (Xns1) | Fol
= M] - Pf(X,)+ > f@)P(Xn,2) = M],
el

et on conclut que (M), est bien une (F,)-martingale.
2. Dans ce cas M = f(Xy) — f(Xo), et (f(X},)) est donc une martingale.

3. A nouveau les propriétés de mesurabilité et d’intégrabilité sont évidentes grace aux
hypotheses. Comme par ailleurs

E[Q(Xn+1) | fn] = Pg(Xn) = )‘g(Xn)

on a bien que (g(X,)/A") est une martingale.



4.

A nouveau les propriétés de mesurabilité et d’intégrabilité découlent des hypotheses,
et de plus
E[h(n+1,Xpt1) | Fn] = Ph(n+1,X,) = h(n, X,,),

comme souhaité.

Exercice 2
Soit (X,) la marche simple sur Z avec p = P(z,z+1)=1—-P(z,z —1)=1—q.

1.
2.
3.

Montrer que (X, — (p — ¢)n) est une martingale.
Montrer que ((%)X”) est une martingale.

Expliquer comment on peut retrouver la probabilité de ruine du joueur a partir de ces
martingales.

4. Montrer que ((X, — (p — ¢)n)? — 4pqn) est une martingale.

5. Pour A € R, on pose ®(\) = log(pexp(\) + gexp(—A)), montrer que

exp (AX,, —n®()\)) est une martingale.

. Il suffit de remarquer que E[X,,11 | F,,] = X, + p — ¢ et appliquer par exemple le

troisieme point de ’exercice précédent.

. On a E[(q/p)*"*'] = (¢/p)*" (p x (q/p) +q % (q/p)_l) = (p/q)* et le résultat

souhaité suit.

On note T'= Ty ATy, et on considere la chaine issue de k € {0, ..., N}. Quitte & borner
T par nG ou G ~ Geom(p™) on voit que T' < 0o Py-p.s.
Dans le cas p = g = 1/2, X,,a1 reste bornée, le théoreme d’arrét s’applique et on

trouve que
NPp(Xp = N) = Ex[X7] =k,

de sorte qu’on retrouve la probabilité de ruine
Pp(Xr=0)=1-Pp(Xr=N)=——+—.

Lorsque p # 1/2, (q/p)*»"T restant également bornée, le théoreme d’arrét s’applique &
nouveau et on obtient

k
By(Xr = 0) + (1 — B(Xr = 0))(a/p)" = Bxl(p/a) 7] = (;j) ,

et on retrouve bien que

(¢/p)" — (¢/p)™
1—(q¢/p)N

P(X7 = 0) =

On a

E[(Xnt1—(p—@)(n+1))* | Fa] = p(Xn— »—a)n+29)*+q(Xn — (p— q)n — 2p)?
= (Xp—(p—q)n)* +4pq

ce qui permet de conclure au résultat souhaité.



5. Le résultat provient de ce que
Elexp(AXp41) | Fn] = exp(AX,,)P(N),

et du deuxieme point de ’exercice précédent.

Exercice 3 Soit X une chaine de Markov sur E fini de matrice de transition P. On rappelle
que h: £ — R est harmonique au point « € E ssi Ph(z) =3_ p P(x,y)h(y) = h(z).

1. On suppose que la fonction h est harmonique sur E, et que E[|h(X,,)|] < oo pour tout
n > 0. Montrer que (h(Xy)) est une (F,)-martingale.

2. Soit BC E, et hg : B — R bornée. On rappelle que h(z) = Ey[h(X,,)],z € E est
I'unique extension de hp & E qui est harmonique sur A = E'\ B. Montrer alors que
M, = E;[h(Xnnrp)] est une (F,)-martingale.

1. La fonction A étant harmonique, on a Ph = h, et donc
E[h(Xn+l) | }—n] = Ph(X,) = h(X,),

comme souhaité.

2. Par principe du maximum, sup,cg h(x) = sup,cp hp(z) < oo donc h est bornée. Par
ailleurs, T' étant un (F,)-temps d’arrét, 1ip~,y, Lir<p) sont F,-mesurables, donc

Eh(XnyiaT) | Fu]l = EA(Xnr1)Lizsny | Fal +ER(X1)Lir<pny | Fal
= PhXp)Lipspy + (X)L ir<n)
- h(XT/\n)u

ou & la derniere ligne on a utilisé que sur {X,, € A} C{T >n} et quesiz e A,
Ph(z) = h(z).

2 Théorie du potentiel discrete

Exercice 4 On considere une chaine irréductible X a valeurs dans E au plus dénombrable
et D C E. On note T' = inf{n > 0: X,, € D°}. Pour z,y € F on pose

Gp (:Ca y) =L,y [Z 1{Xn:y,T>n}

n=0

La fonction Gp est donc une généralisation de la fonction de Green introduite dans la feuille
1 (cas ou D = E). Pour une fonction ¢ : D — R4 on introduit

up(z) = e(y)Gp(=,y).

yeD

1. Montrer que up(x) = E, [ZZ;& c(Xn)].



. Montrer que up est solution de

Pu(x)+c(x) xe€D
0 x € D°

() ue) = {

. Montrer que si u est solution de ’équation (%) de la question précédente, alors
<Mn i= w(Xnar) + 020 c(Xk)]l{T>k}), pourvu que E[|M,|] < oo Vn, définit une
martingale.

. On suppose dans cette question que ¢ est bornée sur D et que pour tout x € D T < 0o
P,-p.s. Montrer alors que up est 'unique solution bornée de (*).

. Puisque ¢ est une fonction positive, par Fubini-Tonelli on a

> 1{Xn:y,T>n}]
n=0

Z C(Xn)]l{T>n}] »
n=0

> cw)Gplry) = > c(yEs

yeD yeD

= E,

comme souhaité.
. Il est évident que up(z) =0 si x € D.

De plus, d’apres I'expression précédente et Markov au temps 1 et le fait que up
s’annule sur D¢ pour x € D, on a

T-1
up(z) = c(x) + Z P(z,y)E, [Z c(Xn)] = c¢(z) + Pup(z).

yeD n=0

. Puisque u(X7)1 (T<n} €st Fp-mesurable, que {T > n} € F,, et que sur cet événement
X,€Dona
E[U(X(nJrl)/\T) | Fn] = E [U(Xn+1)]l{T>n+1} + U(XT)]I{Tgn} | fn}
= Lo Pu(Xy) +u(Xr)Lir<ny
= w(Xran) — C(Xn)]l{T>n}~

Enfin puisque ;o c¢(Xg)Lipspy est Fp-mesurable, on déduit que

E[Mpi1 | Ful = w(Xran) = ¢(Xn)Ligsny + Y e(Xi)Lirspy = M.
=0

. Soit u une solution bornée de (*). Puisque ¢ est également bornée M, est intégrable
pour tout n et (M,,) est donc une martingale issue de 0. En particulier

k=0

Lorsque n — oo, puisque T' < co P,-p.s., et que u est bornée, le membre de gauche
ci-dessus converge par convergence dominée vers E,[u(X7)] = 0, puisque X € D¢ Le



théoreme de convergence monotone (¢ étant positive) assure quant a lui que le membre
de gauche converge vers u(z) — E, [ZZ;& C(Xk):| = u(z) —up(x). L’argument étant
valable quelque soit x € D, et u et up s’annulant sur D€, on conclut que u = up.

Remarque : On notera que lorsque ¢ = 0, on a prouvé le fait que pourvu que pour
tout z € D, T < oo P.-p.s., une fonction bornée, harmonique sur D, et nulle sur D¢,
est identiquement nulle.

Exercice 5 On se place dans le cadre de 'exercice précédent et on introduit le bord de D :
0D :={ye EF:3x €D P(z,y) >0},

et la fonction

, x€D,yedD.

Goop(z,y) = Eg [Z Lix, =y T=n}

n=0

Enfin pour une fonction ¢ : 9D — R, on introduit

upp(x) = D ¢(y)Gop(x,y).

yeOD

1. Montrer que usp(z) = E, [qb(XT)]l{T<oo}] , € D. Que peut-on dire quant aux
propriétés d’harmonicité de ugp ?

2. On suppose dans cette question que ¢ : 0D — Ry, ¢: D — R4 sont bornées et que
pour tout x € D T < 0o P,-p.s. Montrer que up + ugp est 'unique solution bornée de

() = Pu(x) +c(x) x€D
| o(a) redD’

1. En utilisant Fubini-Tonelli, on a pour tout x € D,

wop(@) = 3 6W)Goon(e.y)

yedD
= > 6k, Zl{Xn=y,T=n}]
yedD n=0

= B | D o)1 {xpmy 1<)}

yedD
= Eu [0(X1)Lircooy] -

2. Siz € 0D, upp(z) = ¢(x). Siz € D, P(x,y) =0siy ¢ DUOID et donc, par Markov
au temps 1,

uop(x) = Y P(a,y)Ey [6(X1)li7<0}] = Puap(z),
yeEDUID

de sorte que ugp coincide avec ¢ sur 0D et est harmonique sur D.



3. D’apres notre hypothese sur ¢, ugp est bornée, de sorte que u — ugp 'est également.
Mais alors u — ugp vérifie (x) de I'exercice précédent, et u — ugp = up, comme
souhaité.

Remarque : Dans le cas ¢ = 0, on a démontré que, pourvu que ¢ soit bornée et que
pour tout z € D, T' < co P,-p.s., 'unique fonction harmonique sur D et qui coincide
avec ¢ sur 0D est la fonction ugp. Le principe du maximum est alors évident puisque

< .
55 B [PXT) 7 <ony] < e o()

Exercice 6 Soit X une chaine sur £ de noyau P, irréductible et récurrente. Que peut-on
dire de I’ensemble des fonctions harmoniques positives sur F 7

D’apres ce qui précede, si Ph = h alors (h(X,,)) est alors une martingale positive, elle
converge donc P,-p.s. vers H. Mais puisque la chaine est irréductible et récurrente, elle
visite tout état y € E une infinité de fois, de sorte que la suite (h(X,,)) prend la valeur h(y)
une infinité de fois. Quitte & considérer la sous-suite correspondante, on en déduit que

H = h(y) p.s., et finalement que h est forcément constante.

3 Chaines réversibles, analogie avec les réseaux électriques

Dans ce paragraphe on considere X une chaine irréductible, réversible, de noyau P, et de
distribution stationnaire 7.
On rappelle que la chaine est équivalente a un modele de conductance sur un graphe
G=V=Q,&={(z,y) : P(z,y) > 0}), et avec des conductances c : £ — R4 telles que pour
un certain K > 0

c(x,y) = Kn(z)P(x,y), VY(z,y) € &.

On rappelle enfin qu'on note c(x) =3, . c(z,y), et cg = >, c(x).

Exercice 7 (Influence de la constante K)
Pour une chaine X irréductible, réversible, de noyau P et de distribution stationnaire 7, les
conductances {c¥)(e),e € £} sont définies 4 une constante multiplicative K > 0 prés :

)z, y) = Kn(2)P(2,y),2,y € Q.

On fixe alors a € Q,Z C Q,a ¢ Z.

)

1. Soient a > [ des rééls. Comment la fonction V = VOEI; telle que

V(a) = a,V(z) = B Vz € Z,V(-)P-harmonique sur 2\ ({a} U Z)

dépend-elle du choix de K 7 Comment dépend-elle du choix de a, 87

(I;) associé a VCE? en fonction de Ic(xl,237 puis en fonction de

2. Exprimer le courant I
K,a,f8 et Igg.
3. Comment le courant de a vers Z d’intensité 1 dépend-il du choix de K ?

4. Comment la résistance effective entre a et Z, notée R (a <+ Z), dépend-elle du choix
de K7



1. Le noyau P est fixé (et bien str ne dépend pas de K), donc VCS’[;) ne dépend pas de K.
On la note donc V,, g par la suite.
Cependant V = 4 (o — )V o vaut « en a, 5 sur Z, et reste hatmonique sur
Q\ ({a} U Z) car Vi I'est. Comme la fonction qui satisfait ce probleme de Dirichlet
est unique on conclut que V, 3 = 8+ (a — B)Vip.

2. Par la loi d’Ohm, si z,y € €,

1) (2,y) = ) a,y)(Vap(a) - Vap(y)
= K(a— B)n(@)P(z,)(Vio(z) — Vio(y))
et donc %) "
Iaﬁ = KIa’ﬁ,
1Y) = K(a - p)1Y).

3. L’intensité ch(fz) || du courant Ig;) est égale a

diva(1(5) = S 1%(a.y)

y~a
— K(a-B)IIY

-1

KL
un courant d’intensité 1 de a vers Z. Pour un tel choix de «, 5, le courant obtenu est
alors toujours

Il faut donc choisir une différence de potentiel o — 3 entre a et Z pour créer

(K) ) Iy
Iaﬁ :K(a_ﬁ)ILO = (’) ;
il

et donc ce courant d’intensité 1 ne dépend pas du choix de K.
4. La résistance effective entre a et Z est telle que pour tous o > (3,

a—f 1

K)o oK)
&y K

RE) (0 Z) = RW(a & 7).

Exercice 8
Soit a € Q,Z C Qavec a ¢ Z. On note 7z = inf{t > 0: X; € Z} et, pour = € Q,

T7—1
Gz(a,:lf) = Ea Z H{Xt:x}] .
t=0
On introduit alors la fonction V(x) = Gi((g)x) ,x € ) (attention : méme si cela n’apparait pas

dans notre notation, V' dépend de a, et d’apres ’exercice précédent, du choix de la constante
K > 0 telle que ¢(z,y) = Kn(x)P(x,y),z,y € Q).

1. Que vaut la fonction V sur Z?
2. Montrer que V(a) = R¥)(a < 2).



3. Montrer que V' est harmonique sur Q \ {a} U Z.

4. Montrer que

Ealrz] =) e(2)V(x)

e

. Pour a,y € 2 montrer que
Eo[my] + Ey[7a] = cgR(a <> y).

. Pour z,y € £ on note
Tz—l

Say = Z 1{Xt:$7Xt+1:y}'
t=0

Montrer que E,[Syy] = Gz(a,x)P(z,y), et en déduire que si I est le courant
d’intensité 1 de a a Z,
I(z,y) = Eq[Szy — Syz)-

. Par définition de 77 et Gz, Gz(a,z) = 0 pour tout z € Z, donc V s’annule sur Z.

. OnaV(a)= Gi((g)’a). Avec les notations de l'exercice précédent, Vi g(x) = Py(7q < 72)

(car la fonction x — Py (7, < 7z) satisfait le méme probleme de Dirichlet que V; o). En
particulier, si on note 7,7 = inf{t > 0: X; = a},

IP>a(7-;r<7-Z) = ZP(Q7$)VLU($)
e

_ ! > " w(a)P(a,z)Vio(z)

ﬂ—(a) e

~ 3" w(a)Pla, ) (Vao(e) — Vio(a))
m(a) =
-1 W(la)uff}gn

Par définition de R(l)(a < Z), et d’apres 'exercice précédent, on a donc

1 1
P, (7, =1- =1- .
(7" <72) RO (a & 2) A REB) (a & 7)

L’expression précédente ne dépend pas de K car ¢(a) = Kn(a), c’est pourquoi, avec un
léger abus, on se contente souvent d’écrire c¢(a)R(a < Z),

Reste & voir que Gz(a,a) est I'espérance d’une variable géométrique de parametre
Po(7z < 7)) et que donc

Via) = 22— = RE) (¢ & 2),

comme souhaité.



3. Soit z € 2\ ({a} U Z), on a, en utilisant que ¢(-) = K7 (-), que la chaine est réversible,
et la propriété de Markov au temps ¢ :

1 T7—1
C(I’)ZP(Z‘,Q)V(Q,@/) = ZﬁEa Z KW(Q?‘)P(:U,y)]]_{Xt:y}]
ye yeQ Y t=0
T7—1 K
- ZEa Z ﬁW(Q)P(yw)ﬂ{Xt:y}
ye L t=0 Yy
T7—1
- ZEG Z IL{Xt%XtHﬂc}]
yeN L t=0
T7—1
= E, Z ]l{XH-l:CC} :Gz(a,x),
t=0

ou pour la derniere égalité on a utilisé que = # a,x ¢ Z pour voir que sous P,
Tz—l ]1 . Tz—l 1
t=0 {Xtp1=z} — Et:O {Xy=x}-
4. Simplement

Eolrz) =Y Gzla,z) =) c(x)V(x).

el e

5. Si a = y légalité est évidente. Sinon, quitte a poser Z = {y}, les questions précédentes
impliquent que

Eolry] = ) c(x)V ™ (x),

e

ou V%Y est I'unique fonction harmonique sur Q \ {a,y} telle que
V¥ (a) = R (a < y), V49 (y) = 0.

De méme,

Eylra] = ) c(a)V¥(x),

e

ou V¥ est I'unique fonction harmonique sur Q \ {a,y} telle que
Vea(y) = R (a 5 y), V¥ (a) = 0.

La fonction W = R (a <+ y) — V¥ satisfait ce méme probleme de Dirichlet et donc
Vye = RE) (g ¢ y) — VY. On en déduit que

Bo[ry] + Bylra] = ) c(@)(V“¥(x) + VV(x))
e
= Y c(@)R(a ¢ y) = Ra + y)cg,
zeQ

comme souhaité (comme plus haut ¢(-)R(- <> -) ne dépend pas de K, c’est pourquoi on
a laissé tomber les exposants correspondants dans nos notations).



6. Notons que le courant Iy, de a & Z associé a V' est tel que

Via)—V R(a < Z
Rlaw z)y= LW V&) _Rlao2)
[ 1v || [ 1v ||
de sorte que ce courant est le courant I d’intensité 1 (on notera que d’apres l’exercice
précédent, ce courant ne dépend pas du choix de K).

Par ailleurs, par Markov au temps ¢,

T7—1
Ea[sxy] = Eq [Z 1{Xt_$aXt+1_y}]

t=0
T7—1
= [E, [Z 1{Xt:x}P(xay) = Gz(a,x)P(:r,y).
t=0
On a donc
Ea[Sin - SZM] = GZ(CL,.%)P(I‘,y) - Gz(a,y)P(y,m)

= V(z)e(x)P(z,y) — V(y)e(y) Py, x)
= (V(z) = V(y)e(z,y) = I(z,y),

comme souhaité.

Exercice 9 Montrer que d(a,b) = R(a <> b) définit une distance sur Q. Pour I'inégalité
triangulaire, on pourra utiliser que le courant unité 1 de a a ¢ peut étre vu comme la somme
des courants unité de a a b et de b a z.

On suppose K fixé dans ce qui suit, pour alléger le texte on ne le fait pas apparaitre dans
les notations.

Le fait que d(a,b) > 0 est évident.

D’apres I'exercice précédent, et en reprenant les mémes notations,

R(a < b) =V*Y(a) = V¥ (y) = R(b <+ a),

ce qui assure la symétrie.
D’autre part, si R(a <+ b) = 0 alors

Eq[m] + Ep[7a] =0

et donc a = b.

Fixons a,b,c € Q. On note 1%’ (resp. I, I*¢) le courant unité de a & b (resp. de b & c et de
a & ¢). Ces courants sont respectivement associés aux potentiels Vb, Vb:e yac,

On a [%0 4 Jb¢ = [%¢ en effet il est facile de montrer que I*? 4+ I%¢ est le courant unité de
a a c : cette fonction est antisymétrique et vérifie la loi des cycles puisque ces propriétés sont
vraies pour I%? et I”€, et par ailleurs

div, (I¢° 4 1%°) div, (I%%) 4 div,(Ip.)
Lo=ay = Lo=b} + Liz=t} = L{a=c}

1 {z=a} — 1 {z=c}"

10



On en déduit qu'un potentiel associé a I%€ est le potentiel W := V®* 4+ V¢ On a donc
Rla < ¢) = W(a) — W(c) = V¥(a) — V¥ (c) + VP¢(a) — VP<(c).

Cependant le principe du maximum assure que V*? atteint son maximum en @ et son
minimum en b de sorte que V*(¢) > 0 de méme V¥¢(a) < V¥€(b) = R(b ¢+ ¢), et on conclut
que

R(a <> ¢c) <R(a <+ b)+R(b <+ c).

Exercice 10 Soit G = (V, E) un graphe orienté. On suppose que toute aréte est présente
dans ses deux orientations.

Les extrémités d’'une aréte orientée e sont notés e, et.

On note & /o un ensemble qui contient exactement un élément de chaque paire d’arétes

{e, —e}.

On note £2(V) 'espace des fonctions de V — R muni du produit scalaire

(f1, f2)ee vy = Z fi(z

eV

H
On note £2 (&) les fonctions antisymétriques sur les arétes orientées, muni du produit

scalaire
01(e)ba(
e @ = ) Oi(e)bs(
6651/2

<01, 92

On peut passer d’un espace a 'autre via

f—df :df(e) = f(e™) — f(eh), 0 — d0:d0(x)=>" O(e).

N
ecf:e"=x

1. Vérifier que

" { 2(Q) = 2 (£) . { 2(E) - 2©)
>

—
2. Montrer que d, d* sont des opérateurs adjoints, i.e. pour tous f € £2(V),g € £2(&),
<df,g>€3(g) = ([, d"g)ew)-

3. Vérifier que si v est un potentiel fixé sur a, Z et si ¢ est le courant de a a Z
correspondant, alors la loi d’Ohm peut étre écrite dv = ri, et la loi des noeuds
d*i(x) =0Vx ¢ ({a} U Z). Que dit la loi des cycles?

1. L’égalité découle de la définition de &5 et du fait que I'antisymétrie de 61, 02 assure
que

01(—e)f2(—e) = B(e)b(e).

11



2. On a, quitte a poser € = —e, et par antisymétrie de g

W9z = 330 F€) = FeNgle)

eeg eeg
- %Z fle )gle) — % f(e7)g(=¢)
eez 86?
= Y fle)gle)
eez

Par ailleurs

r€V eegze*:$
= 3" fle)gle)
cce

ce qui acheve la preuve.

—
3. Soit e € £, posons x = e,y =e™T

dv(e) =v(z) —v(y); ile) =i(x,y); c(e) =c(z,y),

de sorte que la loi d’Ohm affirme effectivement que ¢ x dv = ¢, ou encore dv = ri.
On a par ailleurs, si x € V

di(z) = > i(w,y) = diva(i),
yGV:(m,y)Eg
de sorte que la loi des noeuds se lit effectivement d*i(z) =0, Va ¢ {a} U Z.
Enfin la loi des cycles affirme que si eq, ..., e, est un cycle, alors

n

> dv(er) = iler)r(er) =0.
k=1

k=1

Exercice 11 On reprend les notations de 1’exercice précédent mais ici on suppose que les

arétes non orientées sont équipées de conductances {c(e),e in€}. On étend la définition de
—
conductance aux arétes orientées : simplement si e € £ on léquipe de la conductance de

—
I’aréte non orientée. On va travailler avec un nouveau produit scalaire sur ¢2 (&) :

0,0), — % S r(e)f(e)6 (e).

-
ec&
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— —
Pour e € £ on note x® = 1.y — 1{_.1. On note enfin les sous-espaces de 2(&):

* = Vect Z cle)xb,z eV, O:Vect{er’“,el,...,en cycle }

= _
ecE:e~=x k=1

Montrer que x = O+, et retrouver alors le principe de Thomson.
Il est facile de vérifier que

1 sie=cée
KXY =4-1 sie=—¢.
0 sinon.

Fixons alors x € V, eq, ..., e, cycle, et posons 6 = > cle)x®, 02 = 11 X°*.

.
eefe~=x
Si ey, est tel que e, # =, e; = x, alors on a clairement

(01a Xek>r =0.

Pour tout k € {2,...,n}, tel que z = ¢, , alors z = ¢, | (et donc z = (—ej_1)~). Mais alors

(01, X1 4+ X%) >p= —c(ex—1)r(ex—1) +clex)r(er) =1 —1=0.

Enfin si x = e, = ¢,} puisqu’on a affaire & un cycle, et le raisonnement ci-dessus
s’applique a nouveau.

On a donc établi que les espaces x, ) sont orthogonaux.

Montrons qu’ils sont en somme directe. Pour cela, supposons que 6 est a la fois orthogonal a
* et & ¢. Puisque 6 € x* on a pour tout z € V,

(D e 0= D cle)f(e)r(e) =div.(0) =0,

— —
ecf:e~=x ecf:e =z

i.e. 0 vérifie partout la loi des noeuds.
Par ailleurs puisque 6 € O, on a pour tout cycle ey, ..., e,,

O X0, =Y 0er)r(ex) =0,
=1 k=1

de sorte que 6 vérifie la loi des cycles.

Puisque 6 vérifie loi des noeuds et loi des cycles il est issu d’un potentiel v (i.e. = dv) et
vérifie la loi d’Ohm. Comme il vérifie la loi des noeuds partout, ce potentiel v est
harmonique sur V entier, et donc constant, de sorte que 8 = 0.

On a donc démontré que * = Ot

On notera que le courant unité 1%% de a & Z vérifie partout la loi des cycles de sorte que
I1%% ¢ Ot = x. Par ailleurs un tel courant vérifie la loi des noeuds en tout point = ¢ {a} U Z,
de sorte que d*I(z) = O0Vz ¢ {a} U Z.

Sife 62,(2) vérifie d*0 = d*I, alors d*(0 — I) = 0, i.e.  — I € %, de sorte que = [ +60 — I
est la décomposition orthogonale de 6 sur x & .
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On a donc
16117 = |17 + 116 — 1|7,

de sorte que le courant unité minimise ’énergie des flots unité de a a Z.
Reste & voir que le courant unité 1%Z découle d’un potentiel V*Z, et que sans perte de
généralité on peut supposer ce potentiel nul sur Z, de sorte qu’il vaut R(a <> Z) en a. On a

M= rav), = 53 1@V - V()
et
1

= 3 I(z,y)(V(z) = V(y))

N
zyeVi(z,y)EE

= Y V(@)Y I(x,y)
z€Y yey

= V(a)dive(I) = R(a + Z).

On en déduit la reformulation suivante du principe de Thomson

. 2. 2 ok _ wraZ
R(a < Z) =inf{||0||7: 0 € £2(E)d*0(a) = d*I¥*}

et cet infimum est atteint pour § = I%%.

Exercice 12 Montrer que si on identifie deux noeuds, alors la résistance effective entre a et
z dans le nouveau graphe est inférieure a la résistance effective dans ’ancien.

Que se passe-t-il si on fait disparaitre une aréte existante entre deux points ?

Identifier les deux points revient exactement a choisir une conductance infinie entre ces deux
points, en laissant les autres conductances inchangées. On conclut par le principe de
Rayleigh.

A linverse, faire disparaitre une aréte revient & choisir une conductance nulle entre deux
points. Le principe de Rayleigh s’applique a nouveau, mais cette fois pour démontrer que la
résistance effective augmente.

Exercice 13 Retrouver la probabilité de ruine P, (79 < 7n) (dans le cadre d’une marche
simple non nécessairement symétrique) en utilisant ’analogie avec les circuits électriques.
Fixons p € (0,1). Quitte & allouer la conductance ¢! & l'aréte (i,i+1),i = 0, ..., N, on a pour
ie{l,...N —1}, A
c 1
P(i,i+1)=— = 7
( ) ct+ctl 1+4e¢c

et pourvu qu’on pose ¢ = % —1= % on retrouve donc la marche simple qui effectue un pas
vers la droite avec probabilité p, et un pas vers la gauche avec probabilité ¢ =1 — p.
Fixons alors z € {1,...,N —1}. Si p=1/2, ¢ = 1, et la résistance équivalente entre 0 et x est
x, celle entre x et N est N — z, les conductances équivalentes sont donc 1/xz,1/(N — x) et
on a
1
—T

1
N—zx

Px(TN <’nﬂ =

8=
+|=
=

14



1—ck _ 17( )k

l—c = 1-—

SRS

La résistance équivalente entre 0 et x est , celle entre x et N est égale a

B9

k N
ck 1_1civc_k = (%> 1:(%) . On en déduit

3|

Exercice 14 On considere un carré divisé en 3 x 3 cases; et une marche aléatoire sur ces
cases dont les pas sont tirés uniformément parmi les cases voisines ou diagonalement
voisines. On note z la case en bas a gauche, y celle en haut a droite. Calculer P (7, < ;7).
Calculer E,[7,].

Indice : On pourra penser & utiliser I’équivalence triangle-étoile.

L’idée est tout d’abord d’identifier les points sur une méme perpendiculaire a la diagonale
de x a y puisque, par une argument de symétrie, ils doivent avoir le méme potentiel.
Ensuite il s’agit d’utiliser ’équivalence triangle-étoile pour réduire le circuit pas a pas.

On obtient, apres calculs, une résistance équivalente R(x <> y) = %.
1 13

- 3R(z < y) 30

Pour E,[7,] on se sert de la formule montré dans 'exercice 5, qui assure que

Ealry] = Z c(v)V(v),

vEQN

P(ry, < 7.1)

ou V est 'unique fonction harmonique telle que V(z) = R(z < y), V(y) = 0. Trouver les
valeurs de V' revient a priori a résoudre un systeme linéaire a 7 équations et 7 inconnues,
mais un argument de symétrie comme plus haut permet de se ramener a un systeme a 4
équations et 4 inconnues. Le systeme se résout facilement, on trouve que si les cases
directement voisines de x sont a potentiel 3V (x)/5, la case centrale et les deux coins sur la
diagonale perpendiculaire sont a potentiel V(x)/2, enfin les cases directement voisines de y
sont & potentiel 2V (x)/5. On obtient

3 1 2 200
]Ex[Ty]—R(xHy)*<3+(5+5)*5+(3+8+3)*2+(5+5)*5> =5

Exercice 15 Soit G = (V, &) un graphe infini (dénombrable) équipé de conductances
(c(e),e € &), vérifiant

Ve eV, Z c(z,y) < oo.
(z,y)EE

On considére par ailleurs (G, ), (H,) deux suites croissantes de sous-graphes finis de G tels
que pour tout n, a € G, N Hy, et |G, = UHrn = G. On note Z,, = G\ Gy, (resp.
Y, = H \ H,), et on note G (resp. H}) le graphe obtenu depuis G en identifiant tous les
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points de Z,, en un seul noeud z, (resp. tous les points de Y;, en un seul noeud y,). On note
R(a <> Zp;G) la résistance effective de a a z, dans G, (resp. R(a <> Y,; H}) la résistance
effective de a a y, dans Hy,).

1. Montrer que
lim R(a < Z,;G), ILm Ra+ Y, Hy)

n—oo
existent dans R, et qu’elles sont égales.

2. Montrer que la chaine sur G correspondant a ce modele de conductances est récurrente
si et seulement si cette limite commune est infinie.

1. D’apres le principe de Rayleigh la suite R(a <> Z,,;G)n>0 est croissante, et donc sa
limite ¢; existe dans Ry. De méme notons fo = lim,, o R(a <> Yy,; HY).
Si /1 = 400, fixons A > 0, il existe n; tel que R(a <> Z,;G}) > A pour tout n > nj.
Puisque la suite croissante (#H,,) est telle que | JH,, = G, il existe na tel que H,, D Gy,
pour tout n > ni. Mais alors, a nouveau par Rayleigh, pour tout n > ng on a

R(a+ Y H:) > R(a <+ Zny;Gny) > A

On en déduit dans ce cas que {o = {1 = +oc.

Sinon nos deux limites sont finies. Fixons alors € > 0. Il existe ny tel que
R(a <> Z,;G}) > {1 — € pour tout n > n;. Par le méme raisonnement que plus haut,
on peut trouver ny tel que pour tout n > no,

R(a <+ Yo Hy) > R(a < Zny;Gny) >0 —e.

Comme le raisonnement est valable pour tout € on conclut que £ > £1. Par le
raisonnement symétrique, #1 > 9, et on conclut que /1 = 5, comme souhaité. Dans la
suite on note £ = R(a > o0) cette limite commune.

2. D’apres la question précédente on peut toujours choisir, sans affecter la limite
Gn ={y € G : dg(a,y) <n} = Bg(a,n),

la boule centrée en a, et de rayon n (avec G muni de la distance de graphe dg).

Rappelons que
1

c(a)R(a < Zy,)’

Pu(1z, < 7,) =
de sorte que

Pu(7z, <7.1) =

9

{O sif = +oo

1 .
W SINO1.

en utilisant 'hypothese que ¢(a) < oc.

Sous P,, 77, > n, et donc 7z, — 0o p.s. On en déduit que

limy, 00 Pu(72, < 7.5) = Pu(7,} = 4+00), ce qui permet de conclure, comme souhaité
que

1 si R(a < 00) = 400

1

P, (1 < 4+0) =
a<a ) {1—W<1sinon.
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Exercice 16 Utiliser I'inégalité de Nash-Williams pour montrer que la marche simple sur
Z% d < 2 est récurrente.

On peut choisir a = 0 € Z¢, et on peut choisir ¢(e) = 1 pour tout e € Z%.

On utilise les ensembles de coupure disjoints

I, := {(z,y) € &+ [[x]loc = K, [[Ylloo = K + 1},
et on remarque que ) .y, c(e) = |Ig| = 2d(2k + 1)4=1 k> 1. On a donc par Nash-Williams,

1

k>1

Il s’ensuit que R(a <> o0) = +oo pourvu que d < 2, ce qui d’apres 'exercice précédent,
assure que la marche simple sur Z%, d = 1,2 est récurrente.

Exercice 17 On considere un arbre d-régulier enraciné, infini, et la marche \-biaisée sur
cet arbre, i.e. telle que en un noeud v donné, la probabilité de remonter vers la racine est
égale a %M, tandis que la probabilité d’aller vers I’'un des descendants de v est égale a %M'

1. Interpréter le modele en termes de circuit électrique. Calculer la résistance équivalente
entre la racine et la profondeur n de ’arbre, en fonction de n,d, \.

2. Pour quelles valeurs de d, A cette résistance tend-elle vers +oo lorsque n — 0o ?
Retrouver alors le critere de récurrence de la marche en fonction de d, A.

3. Pour quel type d’arbre peut-on généraliser ce type de raisonnement ?

1. On commence par remarquer que la marche A-biaisée correspond a un modele de
conductance, ou en chaque noeud de 'arbre, la conductance de I'aréte qui mene a la
racine est A fois la conductance des autres arétes. On peut donc par exemple poser
c(e) = A7 pour toute aréte e € £ qui relie un noeud de profondeur ¢ & un noeud de
profondeur ¢+ 1 dans T .

Lorsqu’on impose un potentiel V;; > 0 a la racine et un potentiel 0 a tous les noeuds au
dela de la profondeur n, on constate, par symétrie, que tous les noeuds situés a une
profondeur donnée sont au méme potentiel. On note R(0 <+ n) la résistance
équivalente entre la racine et les noeuds de profondeur n.

Pour tout k£ € {0,...,n}, on peut donc identifier en un seul noeud vy tous les noeuds
situés & la profondeur k. Le circuit résultant possede alors d**1 arétes en parallele
entre les noeud vy, et vj41, de méme conductance A7, ce qui est équivalent & une
unique aréte entre vy et vi41 de conductance dFHINE,

On se retrouve donc avec n arétes en parallele entre vy (i.e. la racine) et v, (i.e. les
noeuds de profondeur n), et donc

n

n—1 1 11—<
_ _ d _
R(O AN n) - Z dE+1N—Fk !
k=0

>
IN—"

si A#£d

>

gsiA=d.
2. On en déduit que lorsque n — 0o, R(0 <+ n) — oo ssi A > d. D’apres I'exercice 12, on

en déduit que la marche A-biaisée sur 'arbre d-régulier enraciné, infini est récurrente
ssi A > d.
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3. Pour tout arbre dont le nombre de descendants d’un noeud donné ne dépend que de sa
génération, on peut faire exactement le méme raisonnement.
Si par exemple le nombre de descendants d’un individu de la génération k est noté dy,
alors le nombre d’arétes entre vy et vg11 est égal a dody...dy, et on trouve

ROcn) =) —0
k=0 Hi:O d;

Lorsque cette somme diverge la marche est récurrente, sinon elle est transiente.

Exercice 18 Un professeur possede n parapluies, on suppose qu’initialement il y en a &
chez lui et n — k dans son bureau. Il se déplace matin et soir, et ne prend avec lui un
parapluie que s'il pleut (et qu’il peut le faire). On suppose qu’'indépendamment, a chaque
déplacement, il pleut avec probabilité p.

1. Modéliser le probleme par une chaine de Markov réversible et calculer la distribution
stationnaire. Asymptotiquement, quelle proportion des trajets le professeur
effectue-t-il sous la pluie sans son parapluie ?

2. Calculer I'espérance du nombre de trajets nécessaires jusqu’a ce que n parapluies se
trouvent au méme endroit.

3. Calculer I'espérance du nombre de trajets nécessaires jusqu’a ce que le professeur se
retrouve sous la pluie sans son parapluie.

On pose ¢ = 1 — p dans ce qui suit.

1. On peut par exemple noter 1 la maison et 2 le bureau, de sorte qu’on peut modéliser
la situation par une chaine de Markov a valeurs dans {(i,k),i € {1,2},k € {0,...,n}.
Par exemple ’état (1,4) signifie que le professeur se trouve chez lui avec 4 parapluies,
et suivant qu’il pleut ou non le matin qui suit, I’état suivant de la chaine sera
(2,n —3) ou (2,n —4). Il est facile de voir que cette chaine correspond au modele de
conductances suivant :

(170) (171> (LI) (17'”'71) (1771)

(2,n) (2,n—1) (2n—z+1) (2n—x) (2,1) (2,0)

FIGURE 1. Le modele de conductances

Sans perte de généralité on peut supposer que ’état initial de notre chaine est (1,z),
pour un z € {0,...,n} (la chaine issue de (2, ) se comporte de maniere similaire
puisque les roles des étiquettes 1 et 2 sont interchangeables).

La somme des conductances des arétes incidentes en chaque état vaut 1, sauf pour les
états (1,0), (2,0), pour lesquels cette somme vaut ¢. On en déduit donc

1
7(i,0) = Mﬁ,i: 1,2, (i k)=——i=1,2k=1,..n
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La proportion asymptotique du temps passé en les états (1,0) ou (2,0) (i.e. & un
endroit sans parapluie) est donc

2q

1 2,0) = ————.

Les trajets effectués sous la pluie sont nécessairement des trajets effectués depuis 'un
de ces deux états. La proportion des trajets effectués depuis 'un de ces deux états
sous la pluie est p, on conclut donc que la proportion asymptotique de trajets effectués

. . 2pq
par le professeur sous la pluie et sans son parapluie est Ston-

. On va se servir des formules démontrées dans 1’exercice 5. Commengons par trouver la
résistance équivalente entre a = (1,z) et Z = (1,n) U (2,n) U (1,0) U (2,0) (de sorte
que Z correspond exactement aux états de la chaine pour lesquels tous les parapluies
se trouvent au méme endroit). On cherche donc R(a <> Z). Avant méme d’identifier
les points de Z, on peut réduire le circuit en sommant les résistances en parallele :

(1,2) » (1,n)

' pq_ q

T—1 n—=I
% %
(2,m) (2,0)
(1,0) (1,2) pq (1,n)

n—=rI

~ i (xlfl)pq

(2,n) (2,0)

FIGURE 2. Circuits équivalents : les valeurs données sont les conductances

Les points de Z sont & méme potentiel (nul), on peut les identifier. Ceci revient a
sommer les deux conductances en parallele entre a et Z pour obtenir

1 (z —p)(n—=x)
Rla+ Z) = —5 + P4 = pa(n—p)
r—14q n—x

On remarquera que lorsque n — 0o, cette expression est maximale pour = ~ n/2 et

alors R(a < Z) ~ 7.

Si on impose le potentiel R = R(a +» Z) au point a = (1, z), et le potentiel nul sur Z,
il est facile de voir que le potentiel V' en chaque point doit vérifier, pour un certain W,

qW (I+q)W (z—=24+q)W R (n—z—1)R 2R R

0 z—1 r—1 z—1 n—x n—r n—x 0
0 0
W o2W W (ma=legR I+gR  gR
z—1 -1 n—x n—u n—ax

FIGURE 3. Le potentiel en chaque point lorsqu’il vaut R en a et 0 sur Z.
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Evidemment W = 0 si x = 1, mais si x > 2, on peut utiliser que V est harmonique au
point (2,n — x + 1) pour trouver

-2
W:qR+px71LqW.
de sorte que
R
w=—4 r=p- P __
g+ (—1)+p

Reste a calculer

Eolrz] = Y c)V(y) =Y V(y)

ye yeQ
B 1 EW z—1 q)W n—x ER n—x (/{? + q)R
N rz—1 z—1 n—x n—x
k=1 k=1 k=1 k=1
»?
= +gW+(n—a+ + 2q — R
@t W=t gR = (w2 L)

Lorsque n — 0o, on peut remarquer que ’expression ci-dessus atteint son maximum

2
pour z ~ n/2, et on a alors Eq[rz] ~ 7.

. Notons f(x) := E(; 4)[7z] calculé a la question précédente, et T le nombre de trajets
avant le premier trajet sous la pluie sans parapluie. Evidemment 7 > 7. En fait, en
remarquant que 7 a méme loi sous P(; ,,y et sous Py ,,), on constate que T — 77 sous
P, a méme loi que T sous Py ).

Cependant, en utilisant Markov

Eon)(T) = 14+pf(1)+qEq0)(T)
= 14+pf(1)+ap+ (1 +Eg (7)),

de sorte que
1

B2, (T) = 1T—a2

(1+pf(1) +¢%)

Finalement

Eo[T] = f(a) +

S(1+pf()+ 7).

En particulier, lorsque n — 00, et © ~ n/2 étant donné que f(1) ~ % << f(x), on

a également E,[T] ~ %

Exercice 19 (urnes de Pdlya)

On considere une urne de Pélya contenant initialement d boules de couleur distinctes. Au
temps t — 1/2,¢ > 1, on tire, indépendamment des étapes précédentes et uniformément, une
boule de 'urne, on la replace dans I'urne et on y ajoute une boule de la méme couleur.

On note X(j) le nombre de boules de la couleur j qui ont été tirées jusqu’au temps .
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1. Montrer que pour tout (nq,...,ng) tel que ny + ... + ng =n, on a

_ _ [T, ni! no\_ (d—1)n!

Comment cette formule se simplifie-t-elle lorsque d = 27

2. En déduire que % tend en loi vers une Dirichlet de parametres (1,...,1) (i.e. de
densité uniforme sur le simplexe {(71,...,74) € RY : 21 + ...xq = 1}).

1. Pour tout ¢t > 0, au temps t il y a exactement d 4 ¢t boules dans 'urne. Sachant X;, la
probabilité de tirer une boule de couleur j au temps ¢ + 1/2 vaut précisément %
pour tout j € {1,...,d}. En notant qu’il y a (mnj) fagons de tirer n; boules de
couleur 1, ..., ng boules de couleur d lors des n premiers tirages, la formule de I’énoncé
suit aisément.

Lorsque d = 2, on obtient donc P(X; = (k,n —k)) = n_lH pour tout k € {0,...,n}, de

sorte que le nombre de boules de couleur 1 tirées jusqu’au temps n suit une loi
uniforme sur {0, ...,n}.

2. D’apres la question précédente la loi de X, est uniforme sur
{(n1,...,nq) : n1 + ... + ng = n}. Il n’est alors pas difficile de montrer que %
en loi vers une variable de densité uniforme sur {(z1,...,z4) € R% : 21 + ...zg = 1}.

converge

Exercice 20 On suppose que G, est le pavé n x ... x n de Z%. Précisément, les noeuds de
Gnsont V,, ={z € Z?:Viec{l,..,d} 1 <x; <n} et les arétes &, de G, sont entre les
noeuds de V,, qui sont plus proches voisins dans Z¢.
On munit les arétes de &, de conductances toutes égales a 1, et on note
a=(1,...,1),z=(n,..,n).
1. On considere II = {(v,w) € &, : ||V||oo = Ky ||w||oo = k+ 1}, k =1,...,n — 1. Montrer
que pour tout kK =1,...,n — 1, II; est un ensemble de coupure, et que

> ele) = M| = dk?.
EGHk

En déduire que
n—1 sid=1
R(a > z) > < Llog(n — 1) sid=2.
Cyq:= 52@1 =4 sid>3
2. Soit une urne de Pdlya, avec initialement une boule de chaque couleur 1,...,d. On
introduit comme dans I’exercice précédent le processus (Xt,t > 0), et on note
X: = X¢+(1,...,1) de sorte que X¢(7) est le nombre de boules de couleur ¢ dans 'urne

au temps t. On introduit alors le courant I de a vers z, d’intensité 1. Sur les arétes
{(z,y) € & Z;jzl y; < n+d} on définit

I(z,y) =P3t € {0,...,n — 1} : X; =i, X4 i1 = §),
et pour les arétes {(x,y) € &, : Zle yi > n+ d} on définit

Iz,y)=I((n+1,...,n+1)—y,(n+1,...,n+1) —x).
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Soit k € {1,...,n}, montrer que pour tout y € B, tel que Zle yi = k + d, le courant
entrant en y

1
Z I(Jca y) = W
{z:3 mi=k+d—1,a~y} 1)

En déduire que I’énergie E(I) de ce courant vérifie

n sid=1
E(I) < < 2log(n) sid=2.
2(d—1)! Yp_ = sid>3

. Pour quelle(s) valeur(s) de d a-t-on R(a <> z) — oo lorsque n — oo ? Pour quelle(s)
valeur(s) de d cette résistance effective tend-elle vers une limite finie lorsque n — oo ?

. Comment utiliser ces arguments pour démontrer que la marche sur Z? est récurrente si
d < 2 et transiente si d > 37

. Soit k € {1,...,n — 1} fixé. Un noeud de G, de norme infinie k£ + 1 ne peut étre relié a
un noeud de G,, de norme infinie k£ que par une unique aréte (le long de son unique
coordonnée égale a k + 1). Comme un tel noeud possede exactement une de ses
coordonnées égale a k + 1, les autres coordonnées étant comprises entre 1 et k, il y a
exactement dk?! tels noeuds, et donc dk® ! éléments de IIj.

Par Nash-Williams,

n—1

n—1
1 1
R(a + z) > g = E —

k=1 2 cem, <(€) k=1 dk41

ce qui conduit aux inégalités souhaitées.

. Notons S, = {z € Gy, : Zle x; = k} (i.e. I'intersection de la sphere de norme 1 avec
les noeuds de G,,). On remarque alors que pour d < k < n+d, le courant total incident
dans Sk est 1, et qu’il est uniformément réparti en les noeuds de S;. Comme S

compte précisément (k jﬁ;l) noeuds, on déduit que si k > 2 et e™ € Sy, alors

Bid=1! _ (d—1)!

He)s grg=n S g

D’apres la définition de FE(I), et comme les arétes sont toutes de conductance 1, on
déduit que
n
(d—1)!
B(I)<2)
k=2
ce qui conduit aux inégalités souhaitées. Comme R(a <+ z) minimise les énergies des
courants d’intensité 1 entre a et z, on conclut qu’on a les mémes bornes pour
Rla & 2).

. On a donc R(a <> z) — oo ssi d < 2.
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4. Une légere modification du raisonnement de la premiere question (en remplacant G,
par la boule de rayon n pour la norme infinie dans Zd) permet d’assurer que
R(0 +» 00) = 400 lorsque d = 1,2, ce qui permet d’assurer que la marche simple sur
7% d = 1,2 est récurrente.
Une légere modification de I'argument de la deuxiéme question (quitte a répartir le
courant d’intensité 1 de fagon équitable entre les 2d cadrans, et a considérer le courant
entre 0 et la spheére de rayon n pour la norme 1) permet quant & lui de démontrer que
R(0 <+ 00) reste bornée pour tout d > 3, de sorte que la marche simple est transiente
lorsque d > 3.
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