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Introduction

La géométrie algébrique est la branche des mathématiques qui s’intéresse
a I’étude des wvariétés algébriques. Essentiellement, une variété algébrique
complexe est le lieu des zéros d'un ensemble de polynémes complexes a plu-
sieurs indéterminées. Par exemple, il peut s’agir d’'un sous-ensemble de C"
(on parlera alors de wvariété affine), ou de I'espace projectif P™ (variété pro-
jective). Les variétés que nous considererons seront toutes lisses, c’est-a-dire
qu’elles seront également des variétés différentielles.

L’intérét du théoreme de Lefschetz est qu’il relie la structure algébrique de
ces variétés a leurs propriétés topologiques. Ce faisant, il connecte trois grands
domaines des mathématiques : géométrie algébrique, topologie algébrique et
géométrie différentielle.

Théoréme (Lefschetz - section hyperplane). Soit V. C PN une variété projec-
tive de dimension complexe n et H un hyperplan de PV . Alors le morphisme
entre groupes d’homologie induit par ["inclusion

H,(VNH;Z) — H;(V;Z)
est un isomorphisme pour i < n — 2, et est surjectif pour i =n — 1.

La topologie de V' est donc étroitement reliée a celle de ses sections hyper-
planes. Ce résultat permet de comprendre la topologie d'une large classe de
variétés algébriques comme les intersections completes, ou plus généralement
les sections hyperplanes (itérées) de variétés projectives déja connues.

La preuve que nous exposerons ici est diie a Andreotti et Frankel; elle
fera apparaitre le théoreme de Lefschetz comme conséquence du

Théoréme (Andreotti-Frankel). Soit V' C CN une variété affine de dimen-
sion réelle 2n. Alors :

H,(V;Z)=0  pour touti>n

Autrement dit, une variété affine a moitié moins d’homologie que ce a
quoi on pourrait s’attendre.

Ce mémoire sera divisé en trois grandes parties, chacune correspondant a
un domaine des mathématiques : topologie algébrique, géométrie différentielle
et géométrie algébrique.



Topologie algébrique : homologie singuliére

A chaque espace topologique X, on associe des groupes H;(X;Z) (i € N)
appelés groupes d’homologie singuliere, qui contiennent beaucoup d’informa-
tion sur la structure topologique de 'espace. Les groupes d’homologie per-
mettent de déterminer si deux espaces sont homéomorphes, ou plus généra-
lement s’ils ont le méme type d’homotopie.

Géométrie différentielle : théorie de Morse

Si M est une variété différentielle et f une fonction de M dans R, on
étudie comment change le type d’homotopie des ensembles de sous-niveau
M® = f7'] — oo;a] au fur et & mesure que 'on monte dans la variété (cf.
figure 1).

.o

FIGURE 1 — L’exemple du tore : f est la fonction hauteur sur T? C R?

Lorsque a passe une valeur critique ¢ de f, le type d’homotopie de M?*
change : on verra que ce changement revient a attacher au sous-niveau M ¢
une « cellule », c’est a dire un disque dont la dimension est déterminée par
le comportemet local de f (cf. figure 2).

i - o

FIGURE 2 — Exemple du tore : passage du point critique p



En recollant toutes ces cellules entre elles, la théorie de Morse montre que
M a le méme type d’homotopie qu’une structure appelée C'W-complexe, dont
il est relativement aisé de calculer les groupes d’homologie via la théorie de
I’homologie cellulaire.

Géométrie algébrique : théoreme de Lefschetz

Lorsque M C RY, on peut appliquer la théorie de Morse en choisissant
comme fonction f le carré de la distance a un point p, pour p bien choisi :
L,:M—R
g+~ |lg —pll”
Si M est une variété affine de dimension réelle 2n, on verra que les points

critiques de L, sont d’indice au plus n. Ceci implique alors directement le
théoreme d’Andreotti-Frankel, et donc le théoreme de Lefschetz.



1 Homologie singuliere

1.1 Introduction

Dans toute cette partie, X désignera un espace topologique. Le but de la
topologie algébrique est d’associer a X certains invariants qui caractérisent
la structure topologique de X.

Par exemple, on souhaite pouvoir faire une différence entre un triangle
dont l'intérieur est plein, et un dont 'intérieur est vide.

V2 V2

UOAUI UOAUI

X1 X2

Topologiquement parlant, ces deux espaces n’ont rien a voir I'un avec
I’autre : par exemple, le premier est simplement connexe alors que ’autre ne
I’est pas.

Si on oriente le triangle [vg, v, v5], on peut écrire son bord comme la
somme formelle des segments orientés [vg, v1] + [v1, V2] — [vo, v2] (on choisit
d’écrire les sommets dans l'ordre croissant).

%
Vo & U1

FiGURE 3 — Triangle orienté

Dans X7, le cycle [vg, v1] + [v1, v2] — [vg, Vo] peut s’écrire comme le bord
d’une surface ; dans X5, ceci n’est pas possible. C’est cette différence que 'on
souhaite mesurer par la suite.

1.2 Cycles, bords

Si vy, ..., v, est la base canonique de R"™, on peut généraliser la notion de
triangle en introduisant le n-simplexe orienté :

=0 )
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Sio: A" — X est continue, on dira par abus de langage que ¢ est un
n-simplexe inclus dans X. On introduit alors C,,(X) le groupe abélien libre
engendré par les n-simplexes de X ; les éléments de C,,(X) sont les n-chaines

de X.

Par analogie avec le 1.1, on peut définir le bord de o :

n

do = Z(_1)10.| [0+ 103 5. -,Un]

i=1
ou [vg, ..., Tsy...,0,] est le (n—1)-simplexe orienté défini par vy, ..., v, avec
le « v; » en moins. On étend naturellement 0 en un morphisme

0:Ch(X) — Ch1(X)

appelé morphisme de bord.

Remarque. Si o est une 0-chaine (7.e. une somme de points), on pose do = 0.

Définition. Soit o un n-simplexe de X.
— Si 0o = 0, on dira que o est un cycle.
— S’il existe une (n + 1)-chaine « tel que 0 = da, on dira que o est un
bord.

Exemple. Reprenons le cas du 1.1 avec X = A2, Considérons le 2-simplexe
o = id (i.e. le triangle tout entier).

Vg
o) & U1
On retrouve alors do = [vq, va] — [vg, V2] + [vg, v1]. De plus :
5([01,1)2] — [vo, va] + [Uo,mD = vy — v — (V2 —vg) +v1 — vy =0

[v1, V2] — [vo, V2] + [vo, v1] est donc a la fois un cycle et un bord.

Proposition 1.2.1. Tout les bords sont des cycles. De maniere équivalente :
Imo C Kero

Démonstration. 11 suffit de montrer par un calcul direct que 99 = 0. O]



1.3 Groupes d’homologie

En suivant nos observations de la partie 1.1, on souhaite savoir si X
contient des cycles qui ne sont pas des bords. Ceci nous mene a la

Définition. On définit le n-eme groupe d’homologie singuliere de X (a co-
efficients dans Z) par :
Ker (9 Cu(X) = Cya(X))

H”(X;Z B Im (8 : Cn+1(X) — C"(X>>

Intuitivement, H,(X,Z) compte le nombre de n-cycles qui ne sont pas
des bords.

Remarque. 11 s’agit d’une notion purement algébrique : si I'on a une suite
longue
d d d d
e — Ay — Ay — Ay — -

vérifiant Im d C Kerd, on dit que les A,, forment un complexe chainé. Pour
mesurer le défaut d’exactitude de la suite, il est alors naturel d’introduire les
groupes d’homologie correspondants :

B Ker (d C A, — An_l)
Com(d: A — A,)

Ezemple 1. Si X est connexe, Hy(X;Z) ne comporte qu'une seule classe
d’équivalence. En effet, si x1, 29 € X, il suffit d’exhiber un chemin o reliant
21 a x9 pour écrire r1 = x9 + do. Plus généralement, on a :

H()(X Z) — Z# {composantes connexes de X}

Ezemple 2. Si X = {x¢}, les C},(X) ne comportent qu'un seul élément (1'ap-
plication A™ — {x¢}). On vérifie alors facilement que :
Z sin=0

0 sinon

Hy(fn0)i2) = {



Exemple 3. On verra plus loin que H,(T?;Z) = Z?. Intuitivement, a homo-
topie pres, il n’y a que deux lacets indépendants sur le tore :

Remarque. Plutét que d’étudier les n-chaines Y-, n;o; avec n; € Z, on pourrait
considérer C,(X;G) le groupe des Y, g;0;, avec les g; pris dans n’importe
quel groupe abélien G. Les groupes d’homologie correspondants sont appelés
groupes d’homologie d coefficients dans G, notés H,(X;G).

Remarque. On peut aussi définir une notion de groupes d’homotopie, qui gé-
néralise celle du groupe fondamental 7 (X) (cf. [3]). Les groupes d’homologie
sont moins « fins » que les groupes d’homotopie : par exemple, le théoreme
d'Hurewicz démontre que Hy(X;Z) est seulement 1'abélianisé de 7 (X). Ce-
pendant, I’homologie de X est souvent plus simple a déterminer, et contient
déja beaucoup d’informations sur sa topologie.

1.4 Type d’homotopie

Soit Y un espace topologique. L’intérét principal de 'homologie est de
pouvoir efficacement déterminer si X et Y sont « topologiquement sem-
blables » : on dit qu’il s’agit d'un invariant d’homotopie.

Si on réfléchit a notre définition, on souhaite définir un type d’équivalence
entre deux espaces qui conserve les propriétés du type « o est un bord » et
« o est un cycle ».

Définition. f : X — Y est une équivalence homotopique s’il existe g : Y —
X telle que gf et fg soient homotopes a idx et idy respectivement.

Définition. X et Y ont le méme type d’homotopie s’il existe une équivalence
homotopique X — Y.

Remarque. Un homéomorphisme X — Y est trivialement une équivalence
homotopique. Il s’agit donc d'une notion beaucoup plus large.

Un exemple simple d’équivalence homotopique est la rétraction par défor-
mation : si A C X, on dit que X se rétracte par déformation sur A s’il existe
une fonction 7 : [0,1] x X — X continue en ses deux variables et vérifiant :

(1) o = idx,



(i) ri(X) = 4,
(iii) r4|a = ida pour tout t € [0, 1].
On vérifie alors facilement que r; est une équivalence homotopique d’inverse

1dy. Intuitivement, une rétraction par déformation « pousse » les points de
X sur ceux de A.

Ezemple. La boule unité B", et plus généralement R™ se rétractent sur 1'ori-
gine avec ry : x — (1 —t)z.

Proposition 1.4.1. Si X et Y ont le méme type d’homotopie, alors pour
toutn € N :
H,(X;Z) = Ho(Y; Z)

Une démonstration est donnée dans [3].
Corollaire 1.4.2. R" a la méme homologie qu’un point :
7 st1 =20

H;,(R";Z) =
( ) { 0 sinon

1.5 Suite exacte longue

Si A C X, il parait naturel de chercher une relation entre I’lhomologie de
A et celle de X. Notons C,, (X, A) le groupe quotient C,,(X)/C,,(A). La suite
longue

o B (X, A) L (X, A) S o (X, A) S

forme alors un complexe chainé (0* est 'application induite par 0 sur le
quotient).

Définition. Les groupes d’homologie de cette suite sont appelés groupes
d’homologie relative de X par rapport a A, notés H, (X, A;Z).

Proposition 1.5.1. La suite longue
o 2 HO(AZ) -5 Hoy (X5 Z) =5 Ho(X, A Z) =% Hy (A7) =5 - -

est exacte.



Les morphismes ¢ et j sont ceux induits par l'inclusion A — X et la
projection C,,(X) — C, (X, A) respectivement. Le morphisme ¢ est explicité
dans [3], avec une démonstration de ce résultat.

1.6 Cohomologie

Au lieu d’étudier 'homologie de X, il est parfois plus intéressant d’étudier
une structure obtenue par dualité; on parle alors de cohomologie.

Soit C™"(X) = Hom(C,,(X),Z). Si ¢ € C™(X), on peut naturellement lui
associer son cobord en posant pour tout o € Cy41(X) :

(dp)(o) = ¢(d0)
Autrement dit, le morphisme de cobord induit par d est le dual de 0. La suite
= O X) S OM(X) - M (X) S - (%)
forme alors un complexe chainé.

Définition. Les groupes d’homologie de la suite (*) sont appelés groupes de
cohomologie de X (a coefficients dans Z), notés H"(X;Z).

Puisqu’ils sont obtenus par simple dualité, les groupes de cohomologie
héritent de beaucoup de propriétés des groupes d’homologie de X. Ce sont
aussi des invariants d’homotopie, et on peut écrire une suite exacte longue
comme en 1.5.

Remarque. On a toujours H'(X;Z) = Hom(H,(X;Z),Z) (cette relation n’est
pas vérifiée pour les n > 1). Si l'on a :

Hi(X;Z)=7" x Z)d\Z X ... X L) dpZ

alors H'(X;Z) = Z". Autrement dit, en dualisant, on perd toute I'informa-
tion liée a la torsion.

La cohomologie a cependant I'avantage de pouvoir étre munie d’une struc-
ture d’anneau tres intéressante (via le cup-produit, cf. [3]).

Remarque. De méme qu’en 1.3, on peut introduire la cohomologie a coeffi-
cients dans un groupe abélien G en considérant C™(X; G) = Hom(C,(X; G),G).
Les groupes de cohomologie correspondants sont alors notés H™"(X; G).

Si G = R et X est une variété différentielle, un théoreme de De Rham
montre que les H"(X;R) sont isomorphes aux groupes de cohomologie de De
Rham de la variété.
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1.7 Dualité

Lorsque I'espace topologique considéré possede en plus une structure de
variété différentielle, il existe plusieurs résultats de dualité reliant homologie
et cohomologie.

Proposition 1.7.1. Soit M une variété différentielle compacte sans bord de
dimension réelle n. Alors

(i) H(M;Z) =0 pour tout i > n,
(it) Si M est orientable, H,(M;Z) = Z,

La démonstration de ce résultat est donnée dans [3].

Si M est orientable, on choisit un générateur de H,(M;Z) que 'on note
[M]; [M] est une classe fondamentale de M. Par abus de notation, on notera
également [M] un représentant de cette classe fondamentale.

Une classe fondamentale donne lieu a une application naturelle :

H"(M;7Z) = Z
v = o([M])
C’est une maniere d’« intégrer » les cocycles sur M. En généralisant, on
obtient ’application :
P:H(M;Z) — H,_;(M;Z)
o = o([M]lpo,01) - M wig,. )

Théoréme 1.7.2 (Dualité de Poincaré). Soit M une variété différentielle de
dimension n, compacte, sans bord et orientable. P induit alors un isomor-
phisme

H'(M;Z) ~ H,_;(M;7Z)
pour tout 0 <1 < n.

Pour la démonstration, on pourra voir par exemple [3].
Ce théoreme implique implique la

Proposition 1.7.3. Soit M une variété différentielle de dimension n, com-
pacte, sans bord et orientable, et N une sous-variété fermée de M. Alors :

H{(M,N;Z) ~ H" (M — N;7)

On peut donc ramener le calcul des groupes d’homologie relative a celui de
la cohomologie d’une variété. Une démonstration de ce résultat est donnée
dans [7], p. 306.

Remarque. Dans le cas de I’homologie a coefficients réels, on a en plus une
dualité naturelle Hy,(M;R) x H*(M;R) — R donnée par :

o, (o)

11



1.8 Homologie cellulaire

On introduit ici une classe d’espaces topologiques qui ont une structure
bien particuliere.

Définition. On appellera n-cellule (notée e™) la boule unité fermée de R™.

Définition. On appelle CW-complexe un espace topologique obtenu en sui-
vant les regles suivantes :

— Pour commencer, X, est une union dénombrable de points.

— Par récurrence, on forme le n-squelette X, en attachant a X, _; des
cellules e par des applications ¢, : de} — X,,_;. On obtient alors X,
comme quotient de X,,_; U, e par l'identification x ~ ¢, ().

Le processus peut s’arréter a un rang N < oo, auquel cas X = Xy. Sinon,
X est défini comme étant la limite inductive des X,,.

La dimension du CW-complexe est celle de sa plus grande cellule (ou
+00).

Ezxemple 1. La sphere possede une structure naturelle de CW-complexe de
dimension n.
S" = ¢? U, e"

ol le recollement est effectuée par

@ :0e" — e = {xo}

T — I

Ezemple 2. Le tore est également un CW-complexe avec une 0-cellule e?,
deux 1-cellules a et b, et une unique 2-cellule e* (cf. figure 4).

FI1GURE 4 — Structure de CW-complexe du tore

Les groupes d’homologie d'un CW-complexe se calculent de maniere tres
intuitive. Si X est un CW-complexe, il suffit en effet de faire « comme si »

12



C,(X) était le groupe abélien libre engendré par les n-cellules de X ; le mor-
phisme de bord est alors défini par :

n o__ n—1
der = mne}
i

oit les €' sont les cellules rencontrées par le bord €”, comptées autant de

fois qu’elles sont recouvertes par ¢, (en prenant en compte l'orientation).
Déterminer I’homologie d'un CW-complexe revient donc a étudier comment
les cellules sont rattachées entre elles.

Remarque. Un argument de compacité montre que la somme est finie : 0

induit alors correctement un morphisme C,(X) — C,_;(X).

Une définition plus rigoureuse nécessite d’introduire le degré de ¢, ; on
se réferera pour cela a [3], qui montre également que les groupes d’homologie
calculés par cette méthode sont bien les groupes d’homologie singuliere de
X.

Ezemple. T? (cf. figure 4)
— L’unique 0-cellule n’est pas un bord, donc Hy(T?;Z) = Z.

— €2 est un cycle :
o =a—b—a+b=0

donc Hy(T*Z) = Z.

— Les deux 1-cellules sont des cycles; elles ne sont pas des bords (puisque
I'unique 2-cellule est de bord nul). Par conséquent, H,(T?;Z) = Z>.

13



2 Théorie de Morse

2.1 Lemme de Morse

Soit f : M — R une application qui a chaque point de M associe une
« hauteur » : un exemple typique est la fonction hauteur sur le tore (cf. figure
1). Le but de la théorie de Morse est de déterminer la forme de M & partir
du comportement de f au voisinage de ses points critiques.

Localement, I'allure de M au voisinage d’un tel point est donnée par le :

Lemme 2.1.1 (Morse). Soit p un point critique non-dégénéré de f. Il existe
alors des coordonnées locales (x4, ..., x,) sur M, centrées en p, telles que :

flr, .. mn) = fle)—ai— ... —aS+a23,+... .+

On appelle X lindice de f en p; il est égal au nombre de valeurs propres
négatives de la hessienne de f en 0.

FIGURE 5 — Allure de M au voisinage de p

Démonstration. Sans perdre de généralité, on suppose f(p) = 0. On se donne
(x1,...,x,) des coordonnées locales centrées en p, et telle que la hessienne
H(0,...,0) de f en p est diagonale.

Une identité de Taylor donne :

11 —¢
tX( 7H tX) >X Zwa x;

7.7

X)

ou X est le vecteur (zy,...,x,).

14



L’application X — A(X) est continue et A(0) = H(0), donc A;; est non
nul sur un voisinage de p. Posons :

y1 = /| Au] (fb"l +> Ai]%)
j=1

1

Alors :
fX) ==y + Y Bijwa,
1,j€[2,n]
N Ay Ay : 2 : _
ou B;; = (AZJ i ) Le signe devant y; est celui de A31(0) = H11(0), et
on peut vérifier par un calcul direct que (z1,...,2,) — (y1,22,...,2,) est

bien un difféomorphisme.

Les coefficients B;; vérifient les mémes propriétés que les A;; : I'application
X +— B;;(X) est continue et B;;(0) = H,;(0). On peut alors raisonner par
récurrence pour finir le changement de variable.

Finalement :

fy, .. oy) =xyi £, £
ol le signe devant y? est celui de H;;(0). O

FIGURE 6 — Fonction hauteur sur T?
Définition. f : M — R est une fonction de Morse si tous ses points critiques
sont non-dégénérés.

Remarque. D’apres le lemme de Morse, les points critiques d’une telle fonc-
tion sont isolés.

Pour a € R, on introduit I’ensemble de sous-niveau :
M*={pe M, f(p) <a}
On pose de méme M*¥ = {p € M, a < f(p) < b}.

15



2.2 L’exemple du tore

Reprenons 'exemple du tore, avec f la fonction hauteur; notons p, ¢, r,
s ses points critiques (cf figure 6). Nous allons parcourir M = T? de bas en
haut en observant comment varie le type d’homotopie de M* au passage des
points critiques.

- Sia< f(p), M*=1

- Si f(p) <a< f(q), M* a le type d’homotopie d’'un point.

— Lorsqu’on dépasse le point ¢, le type d’homotopie de M change. Pour
ne garder que I'information utile en terme d’homotopie, on peut rétrac-
ter les deux cornes de M* en les « poussant » vers le bas :

Au passage du point ¢, on voit alors qu’il suffit d’ajouter une 1-cellule
au sous-niveau M/ (@~¢ pour conserver le type d’homotopie. On remar-
quera au passage que ¢ est un point d’indice 1.

— Au passage de r (également d’indice 1), on attache & nouveau une 1-

cellule :
1
. e

— Enfin, pour a > f(s), on compléte le tore en rattachant une 2-cellule.

A chaque fois qu’on passe un point critique d’indice A, on conserve le type
d’homotopie en ajoutant une cellule de dimension A ; cette observation est la
base de la théorie de Morse.

16



2.3 Pseudo-gradient

Pour la suite, il sera utile de se donner un champ de vecteurs qui monte
le long de M

Définition. Soit X un champ de vecteur sur M. On dit que X est un pseudo-
gradient de f si pour tout p € M :

— X(p) = 0 si p est un point critique de f.
— (X - f)(p) > 0 sinon.

Il est facile de voir que de tels champs existent : dans des coordonnées
locales (z1,...,x,) sur un ouvert U, le champ de vecteurs (a‘%, cee %) est
exactement le gradient de f sur U ; il suffit de raccorder tous ces gradients
locaux a I’aide de partitions de I'unité pour obtenir un pseudo-gradient de h

sur M.

2.4 Cas 1 : pas de points critiques

Si X est un pseudo-gradient de f, les courbes intégrales correspondantes
grimpent le long de la variété jusqu’a atteindre un point critique. Si f n’a
pas de valeur critique entre a et b, le flot de X; va nous donner un difféo-
morphisme entre M? et M®. D’ot le :

Théoréme 2.4.1. Soit a < b. On suppose que MY est compact et ne
contient pas de points critiques de h. Alors M® se rétracte par déformation
sur M®.

———— M

FIGURE 7 — Courbes intégrales de Xy
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Démonstration. On renormalise Xy en définissant le champ Y sur M tel que :

- Y = % sur M1?)

— Y =0 en dehors d’un voisinage compact de MY
(le raccordement se fait a I’aide de partitions de 1'unité).
Le flot ¢! de Y est alors défini pour tout temps. Si ¢!(p) € MI*¥ alors :

_ Xy f
Xy f

d

p (¢'(p) =1

(£ @) = V- D)

a

Autrement dit, ¢ — '(p) monte a vitesse constante; ¢’~® est alors un

difféomorphisme qui transporte M® sur M?®.
On obtient notre rétraction par déformation en posant, pour ¢ € [0, 1] :
~ 1i(p) =psipe M
— ri(p) = =P (p) sinon.
O

Voyons maintenant ce qu’il se passe lorsque 1’on traverse un point critique.

2.5 Cas 2 : traversée d’un point critique

On a vu dans le cas du tore que, en terme de type d’homotopie, le pas-
sage d'un point critique d’indice \ se traduisait par ’ajout d’une cellule de
dimension A. Le théoréme suivant confirme cette observation :

Théoréme 2.5.1. Soit p un point critique de f d’indice A, avec f(p) = c.
Soit € > 0 tel que M=+l soit compact et ne contienne pas d’autre point
critique que p. Alors M°te a le type d’homotopie de M5 U e, c’est-a-dire
de M auquel on attache une \-cellule.

(la preuve expliquera comment est réalisé I'attachement).

Démonstration. D’apres le lemme de Morse, il existe un systeme de coordon-
nées tel que, sur un voisinage U de p :

flrr,...,zn) =c—af — ... =3+ 234 +...+a)

Choisissons ¢ tel que I'image de U par (x1,...,2,) : U — R" contienne la
boule {(z1,...,7,),> 27 < 2¢}. La figure 8 représente la situation vue du
dessus : il faut imaginer ce schéma courbé dans l’espace; si 'on se déplace
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Ta+1ly -+ Tn

f=c+e f=c+e

FIGURE 8 — Voisinage de p. En gris sombre : M¢ . Gris clair : Mle—=ctel,
Zone pointillée : H.

le long de l'axe (x1,...,x)), on descend; le long de l'axe (z)41,...,2,), On
monte.
Considérons I'ensemble e = {x),; =... ==z, =0} (en gras sur la fi-

gure) : il est difféomorphe & une A-cellule, et naturellement rattaché a Mc =
par son bord (Pensemble de* = {z? + ... + 23 = ¢}).

Nous allons alors procéder en deux étapes :

1. On se donne une nouvelle fonction de Morse F' sur M qui est telle
que F7Y —oo,c+¢e] = M et F7'] —o00,c—¢] = M UH, ou H
correspond a la partie pointillée sur la figure 8. En sorte, on décale la
partie centrale du schéma vers le bas.

F n’a pas de point critique dans F~'[c — €, ¢ + €], on peut donc ap-
pliquer le théoréme précédent pour montrer que M se rétracte par
déformation en M ¢ U H.

2. Par un argument direct, on montre que M° ¢ U H se rétracte par dé-
formation en M5 U e?.
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Premiére étape : M“™ se rétracte sur MU H
Soit i : Ry — R, une fonction C*° telle que :

p(r) =0 sir>2e
—1 <y (r) <0  pour tout r

Pour des raisons pratiques, on définit deux fonctions £, : U — R par

E=ai+...+13

n=a3 ..ty
On définit alors F': M — R par

F=f—=n(&+2n)
et F coincide avec f en dehors de 'ellipsoide {€ 4 2n < 2¢}. Alors :

1. F7Y —o0,c+¢] = Mt
En effet, en dehors de ellipsoide {{ + 2n < 2¢} F coincide avec f; a
I'intérieur, on a :

1
Fgf:c—5+77§c+§§+77§c+5

O

2. F n’a pas de point critique dans la région F~'[c — ¢, ¢ + €]
On vérifie en effet par le calcul que les points critiques de F' sont ceux
de f, qui n’a pas d’autre point critique que p sur Me==ctel Or

F(p)=c—p(0) <c—e¢
d’ou le résultat.

De plus, F~[c—¢, c+¢] € Mle==c+el qui est compact, donc F~'[c—¢, c+¢]
aussi est compact. En appliquant le théoreme précédent a F', on en conclut
que M€ se rétracte par déformation sur F~!] — co,c —e] = MU H, ou
H est la région correspondant aux inégalités :

F<c—¢
f>c—e¢

Deuxiéme étape : M U H se rétracte sur M U e,
On définit directement une rétraction (7¢);ejo,1] qui pousse H le long des
lignes verticales :
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Cas 1

TTTTT
AEEREN

Cas 2

FIGURE 9 — Rétraction MU H — M <Ue?

~Casl: HN{¢ <e}:
re(T1, .o xn) = (21, T AL, -, BTy

1 envoie alors tous les points de H N {¢ < e} sur
—Cas2: HN{¢ >¢e}:

re(T1, o ) = (1,0 T, SiTALL, - - - StTn)

A (zy,...,2,) fixés, t = si(xq,...,x,) est une fonction affine, ajustée
de telle fagon que r; envoie tous les points de H N {{ > e} sur la
frontiere de M°~¢ :

E—e¢

se=t+(1—1)
' )

— Cas 3 : M ¢ : r; = 1id pour tout t.

(1¢) est alors une rétraction par déformation de MU H sur MU e,
ce qui conclut la preuve.
O

Remarque. Cette preuve se généralise facilement au cas ot f~'{c} contient
plusieurs points critiques : dans ce cas, ils sont en nombre fini (f~*{c} est
compact en tant que fermé de M—ectel et les points critiques de f sont
isolés) : appelons-les py, ..., py. En chaque p;, on a un systéme de coordon-
nées (2;1,...,%;,) donné par le lemme de Morse. Il suffit alors de prendre ¢
suffisamment petit pour que les boules {Zj xf] < 25} ne s’intersectent pas
et I'on peut refaire la preuve précédente :

M~ M2 Uy, eM UL .. U, e

ol les ¢; sont les applications de recollement de* — IM®~ qu’on obtient
naturellement dans la preuve.
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2.6 Globalisation

Passons au théoréme fondamental de la théorie de Morse :

Théoreme 2.6.1. Soit f une fonction de Morse sur M telle que chaque M*
soit compact. Alors M a le type d’homotopie d’un CW-compleze, qui comporte
autant de cellules de dimension A que [ a de points critiques d’indice .

Pour montrer cela, on souhaite raisonner par récurrence sur les valeurs
critiques de f : supposons que M ait le méme type d’homotopie qu'un CW-
complexe K ; on sait d’apres le théoréme précédent que M ~ M= Uel;
on aimerait donc pouvoir conclure que Mt ~ K U e*. Ainsi, on pourrait
parcourir la variété du bas vers le haut, en ajoutant une cellule au CW-
complexe a chaque fois que 'on passe une valeur critique.

Pour cela, énongons sans les prouver deux lemmes généraux concernant
un espace topologique X auquel on attache une unique cellule e* (on pourra
trouver une démonstration dans [6]).

Lemme 2.6.2. Soient g, @1 : 0 — X deuz applications homotopes. Alors
lidentité sur X s’étend en une équivalence homotopique de X Uy, et dans
X U, e

Lemme 2.6.3. Soit ¢ : de* — X une application de recollement. Si f :
X — Y est une équivalence homotopique, alors f s’étend en une équivalence
homotopique F : X U, e* — Y Uy, €.

Ainsi équipés, nous pouvons passer a la preuve.

Démonstration. Soient ¢y < ¢; < ... les valeurs critiques de f. Pour tout a,
M* est compact donc ne contient qu'un nombre fini de points critiques de
f; par conséquent, les ensembles {¢; }ien N M sont tous finis. On en déduit
que {¢; }ien n’a pas de point d’accumulation.

On raisonne alors par récurrence. Supposons que pour tout a €|¢;, ¢;i1],
ona M®* ~ K; avec K; un CW-complexe. D’apres le théoreme 2.5.1, il existe
e suffisament petit pour que M1+ o~ Me+1—e MU L. Uy, ek

Traitons le cas k = 1, i.e. MHFe o~ Me+t1—c U, e*. L’hypothese de
récurrence donne une équivalence homotopique h : M¢+17¢ — K. D’apres le
lemme 2.6.3, Mt ~ K; Uy, er.

Pour que K; Uy, €* soit un CW-complexe, il faut que e* soit rattachée
uniquement a des cellules de dimension strictement inférieure a A dans K;. A
priori, le recollement hy ne vérifie pas cette condition, mais il est homotope
A un autre recollement ¢ de e* sur le (A — 1)-squelette de K; (c’est une
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conséquence du théoreme d’approximation cellulaire, on pourra se référer a
[6] pour plus de détails). K; Uy e* est alors un CW-complexe qui a le méme
type d’homotopie que M+ grace au lemme 2.6.2.

Enfin, le théoréme 2.4.1 montre que M® ~ K, Uy e* pour tout a €
Jeiv1, cival, ce qui achéve la récurrence.

On obtient donc une suite d’équivalences homotopiques :
M» c M* C M®* C

1 1 I
K C Ky C Kg C

Si f n’a qu’un nombre fini de points critiques, ils sont tous contenus dans
un M%. Par un argument similaire a celui du théoreme 2.4.1, M se rétracte
par déformation sur M%, et donc M ~ K;.

Sinon, un argument de limite inductive permet de conclure (cf. [6]).

]

Puisque M a le méme type d’homotopie qu'un CW-complexe K, nous
pouvons alors appliquer la méthode de I’homologie cellulaire (voir partie 1.8)
pour déterminer ’homologie de M.

Une conséquence directe de la théorie de Morse est le théoréme suivant :

Théoréme 2.6.4 (Inégalités de Morse). Soit M une variété compacte, et f
une fonction de Morse sur M. Pour tout A € N, on note by le nombre de
points critiques de [ d’indice \. Alors :

rang (Hx(M;Z)) < by

Démonstration. M a le méme type d’homotopie qu'un CW-complexe K qui
possede exactement by cellules de dimension \. H)(K;Z) est un quotient
d’un sous-groupe de C,(K), lui-méme groupe abélien libre de rang by, donc :

rang (Hy(K: Z)) < by

Par équivalence homotopique, Hy(M;Z) = H)(K;Z), ce qui compleéte la
preuve. ]
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3 Théoréeme de Lefschetz

3.1 L’espace projectif P"

Avant de démontrer le théoreme de Lefschetz, faisons quelques observa-
tions sur l'espace projectif P".

Définition. On appelle espace projectif 'ensemble des droites de C**1 :

P" = (C" —{o})/C

P" est muni de coordonnées dites homogénes en désignant par [zg : -+ & z,]
la droite complexe passant par (zg, ..., 2,) € C*™! — {0}.
Soit ouvert U; = {[zo : - : 2,), 2i # 0}. L’application
2 Zic1 % z
[20: 1 2p] — (0,..., iy Hl,...,n)

est une application bianalytique, ce qui donne a P™ une structure de variété
analytique de dimension n. Notons qu’il existe une surjection continue de la
spheére unité de C**1 dans P, ce qui fait de P" un espace compact.

On peut partitionner P" en UgL{[0 : 21 : -+ - : 2,,]} ; le terme de gauche est
isomorphe a C", celui de droite est I’ensemble des droites de C". On obtient
donc la décomposition :

P =Crup!
Topologiquement, on obtient P en ajoutant a C™ « un hyperplan a 'infini » ;

par exemple, P! est la sphére de Riemann. Ceci permet d’obtenir la structure
de CW-complexe de P :

PP =euelm by, ue
On en déduit la cohomologie de P™ :

A si ¢ est pair, 1 < 2n

0 sinon

H'(P",Z) = {

3.2 Variétés algébriques

Définition. V C C™*! est une variété algébrique affine s’il existe fi,..., fx
dans C[Xy, ..., X,] tels que
V={eC" fi(z)=...= filz) =0}
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Si les f; sont des polynémes homogenes de degrés d;, on a

fihzo, . Azn) = A fi(20, .. ., 2n)

cela a donc un sens de dire que f; s’annule sur les droites de C™.

Définition. V' C P" est une variété algébrique projective s’il existe fi, ..., fx
des polynémes homogenes de C[Xy, ..., X,] tels que
Vi=A{lzo: 2] Alle]) = .. = fill2]) = 0}

Une variété algébrique affine (respectivement projective) est dite lisse si
elle a également une structure de sous-variété complexe de C™ (respective-
ment P™). Par la suite, et méme si ce n’est pas explicitement précisé, toutes
les variétés considérées seront lisses.

Remarque. Si V€ C™ est une variété affine (lisse), les applications coor-
données z; : V. — C" sont holomorphes. Si dim(V’) > 0, tout point de V
est contenu dans un ouvert de carte; par le principe du maximum, les z; ne
peuvent donc pas atteindre leur maximum sur V. Par conséquent, une va-
riété affine de dimension > 0 ne peut pas étre compacte. Par contre, puisque
P" est compact, une variété projective est toujours compacte.

3.3 Plongement de Veronese

Définition. On dit que X C P" est une hypersurface si X est le lieu des zéros
d’un unique polynéme homogene.

Définition. L’espace H C P" est un hyperplan s’il est le lieu des zéros d'une
forme linéraire non nulle sur C"**!.

On a vu en 3.1 que P" privé d'un hyperplan est isomorphe a C". Si H est
un hyperplan de P et V' C P" est une variété projective, V' — H est alors
une variété affine.

Plus généralement, on a la

Proposition 3.3.1. Soit ¥ une hypersurface de P". Alors P" — X est une
variété affine.

On peut se ramener au cas ou 'hypersurface est en fait un hyperplan.
Supposons ¥ donnée par un polynome homogene de degré d. Introduisons
alors Fy, ..., Fy la base canonique des mondémes de degré d :
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On définit le plongement de Veronese par :

j:Pv— PV
(20 0+t zn) = [Fo(2) : -+t Fn(2)]

Il n’est pas difficile de vérifier que cette application est effectivement un
plongement.

Si [yo: - : yn| sont les coordonnées homogenes sur PV et que :

zz{a1F1+...+aNFN:0}

alors :
3(2) = {alyl + ... aANyYN = O}

(« on remplace les mondémes par des inconnues »)

Le plongement de Veronese fait donc de j(X) un hyperplan de PV. Ainsi,
j(P" — %) est une sous-variété de PY — j(¥), qui est lui-méme isomorphe &
C™ par la remarque précédente : on a donc obtenu un plongement de P* — %
comme variété affine de CV.

3.4 Fonction distance

Dans la partie 2, nous avons étudié les résultats relatifs a la théorie de
Morse sans méme se préoccuper de I'existence des fonctions de Morse. Nous
allons voir que si M est une sous-variété d’un espace euclidien, la fonction
distance & un point fixe (au carré) est presque toujours une fonction de Morse.

Théoréme 3.4.1. Soit M C RN une sous-variété fermée de dimension n.
Pour p € R™, on introduit la fonction :

L,:M—R
g+~ llg —pl|?

Alors, pour presque tout p € RN, L, est une fonction de Morse sur M telle
que les M* C M sont compacts pour tout a € R.

Démonstration. Donnons-nous (x1,...,z,) des coordonnées locales sur M,
et ¢ : M — RY un plongement. Alors :

oL, 0 , dq
= . - =2(q—
0 = ol =l =2{a o[ 1)
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F1GURE 10 — Un point selle comporte deux points focaux

Le point ¢ est donc critique si et seulement si p — ¢ est normal a M. Il n’est
dégénéré que si p est ce qu’on appelle un point focal de M en ¢ : intuitivement,
ce sont les points de RY en lequel les normales & M sur un voisinage de ¢
s’intersectent.

On peut donner une définition des points focaux comme suit : introduisons
N = {(¢,v) € M x RY (qjv) = 0} le fibré normal & M, et E : N — RY
définie par E(q,v) = g+wv. Les points focaux de M (en q) sont les e = E(q,v),
avec (¢,v) un point critique de E.

D’apres un théoreme de Sard, I'image par E de ses points critiques (autre-
ment dit 'ensemble des points focaux de M) est de mesure nulle dans RY.
Par conséquent, pour presque tout p, L, n’admet que des points critiques
non-dégénérés.

La compacité des M® est évidente. n

D’apres le théoreme de Whitney, toute variété se plonge comme un sous-
ensemble fermé de RY pour N assez grand ; on obtient donc le

Corollaire 3.4.2. Toute variété M admet une fonction de Morse f : M — R
telle que pour tout a, M® est compact.

3.5 Théoréme d’Andreotti-Frankel

Nous allons maintenant utiliser la théorie de Morse pour obtenir des ré-
sultas topologiques sur les variétés complexes. Notre but est de prouver le

Théoréme 3.5.1 (Andreotti-Frankel). Soit M C CV une variété affine de
dimension complexe n. Alors

H;(M;Z)=H(M;Z) =0 pour i >mn
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Autrement dit, une variété affine a moitié moins d’homologie que ce a
quoi on pourrait s’attendre. Ceci est une conséquence du théoréme plus fort
suivant :

Théoreme 3.5.2. Soit M une variété complexe de dimension réelle 2n, plon-
gée analytiquement comme sous-ensemble fermé de CN. Alors M a le type
d’homotopie d’un CW-complexe de dimension n.

Soit M une telle variété ; donnons-nous p € CV = R?" tel que la fonction
L, définie en 3.4 soit une fonction de Morse sur M. Le théoréme découle
alors directement de la

Proposition 3.5.3. Les points critiques de L, sont d’indice inférieur ou égal
an.
Démonstration. [6] présente une jolie démonstration faisant intervenir les
points focaux de M ; nous allons faire ici un calcul plus direct.

Soit ¢ un point critique de L,. Si ¢ = p, ¢’est un minimum non-dégénéré
de L, qui est donc d’indice 0.

Sinon, on peut supposer que ¢ = 0 et que M est localement le graphe
d’une fonction holomorphe f : C* — CN~" vérifiant df, = 0. g est un point
critique, donc p — ¢ est normal a M en ¢. En appliquant une homothétie
appropriée, et quitte a échanger quelques coordonnées, on peut alors supposer
quep = (0,...,0,1,0,...,0) (seule la (n+1)-ieme coordonnée est non-nulle).

Alors :
Ly(z) = |zl + ..+ |zl + [1G) = 1P+ )P+ ..+ | fyv-a(2)]?

— (1-2-Re(fi(2))) +§1W n §"|ﬁ<z>rz

Puisque dfy = 0, on a f;(z) = Q:(z) + o(z?) avec Q; une forme quadratique
complexe. La hessienne de L, en 0 s’écrit alors

Ho(Lp) = -2. HO <R6(Q1(Z))> + HO (Z ‘Z2|2)
= _92. [Re(@l)} + 2 - Idpen~

ou {Re(@l)} dénote la matrice de la forme quadratique Re(Q) : R*N — R.

Les valeurs propres négatives de Hy(L,) ne peuvent provenir que de [Re(@l)} )
La proposition est alors une conséquence du lemme suivant.
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Lemme 3.5.4. Soit Q) : C* — C une forme quadratique complexe. La forme
quadratique réelle Re(Q) : R*™ — R a alors au plus n valeurs propres positives
et n valeurs propres négatives.

Démonstration. Posons Q(z1,...,2,) = > an;jznzj. Alors :
(RG(Q)>($1> s Tn, Y, -, Yn) = Re (Z anj(zn + iyn)(z; + iyj))
L’identité Q(iz1,...,iz,) = —Q(z1,...,2,) montre que le changement de

variable orthogonal (X,Y) — (Y, —X) transforme Re(Q) en —Re(Q). Si
(X,Y) est un vecteur propre de [Re(Q)} associé a la valeur propre p, (Y, —X)
est un vecteur propre associé a —pu. La forme quadratique Re(Q) a donc
autant de valeurs propres positives que de valeurs propres négatives. O

Avec la proposition 3.5.3, ce lemme permet donc de montrer le théoreme
d’Andreotti et Frankel, qui va lui-méme impliquer le théoreme de Lefschetz.

3.6 Le théoréme de Lefschetz

Soit V' C PV une variété projective de dimension n et H C PV un hyper-
plan. On rappelle I’énoncé du théoreme :

Théoréme 3.6.1 (Lefschetz). Le morphisme induit par linclusion :
H,(VNH;Z)— H;(V;7Z)
est un isomorphisme pour i < n — 2, et est surjectif pour i =n — 1.

Démonstration. En utilisant la suite exacte longue des paires vue en 1.5, il
suffit de montrer que H;(V,V N H;7Z) = 0 pour i < n. Avec la proposition
1.7.3, on peut se ramener au calcul de la cohomologie de V' — H :

H,(V,VNH;Z)~ H" YV — H;7Z)

Mais on a remarqué en 3.3 que V — H est une variété affine ; on peut donc
utiliser le théoreme d’Andreotti-Frankel pour conclure. O

On peut utiliser la méme démonstration pour obtenir un résultat similaire
sur les groupes de cohomologie :

Théoréme 3.6.2 (Lefschetz, 2¢ version). Le morphisme induit par la res-
triction

HY(V;Z) — H (VN H;Z)

est un isomorphisme pour i < n — 2, et est injectif pour i =n — 1.
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4 Exemples et applications

4.1 Homologie d’une hypersurface

Soit 3 une hypersurface de P". Grace au plongement de Veronese (cf.
3.3), on peut voir P" comme sous-variété de PY pour un certain N, et X
comme hyperplan de ce méme PV. Avec le théoréme de Lefschetz, on obtient
alors d’une part :

H{(%;Z) ~ H;(P™; Z) pour i <mn —1
D’autre part :
H'(%;7Z) ~ H'(P";, Z) pour ¢ <n—1
Par dualité de Poincaré, cette seconde identité se réécrit :
Hy(%;Z) ~ H*"D=4(P":7Z)  pouri>n—1

Avec I'étude de P™ faite en 3.1, on connait donc tous les groupes d’homo-
logie de ¥, a I'exception de celui du milieu.

Z si i est pair, i < 2(n —1)

0 sinon

Hi<z;z>:{ (i #n—1)

En revanche, tout ce que l'on sait de I'homologie moitié H,_1(X;Z) est
qu’elle est « plus grosse » que H,_1(P";Z); elle est souvent tres difficile a
calculer en pratique.

Ezxemple. Soit ¥ C P? une courbe algébrique, donnée par un polynéme ho-
mogene de degré d. Par dualité de Poincaré, nous avons :

Ho(3;Z) = Ho(35Z) = Z

L’information supplémentaire « H;(X;7Z) — 0 surjectif » donnée par le
théoreme de Lefschetz ne nous apporte rien. En fait, si g(X) est le genre de
Y, on a rang(Hy(X;Z)) = 2g(V). Or le genre d’une courbe algébrique est
donné par la formule :

d—1)(d—2
ey - =202

qui peut étre arbitrairement grand.

Ainsi, méme si presque tous les H;(X;7Z) sont plus petit que Z, le groupe
d’homologie milieu H,,_1(X;Z) est potentiellement énorme.
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4.2 Cas des intersections completes

Définition. On appelle intersection compléte une variété projective (lisse)
V' de dimension m pouvant s’écrire sous la forme

V=Xin...0n%¥,_,
ou les ¥; sont des hypersurfaces.

En général, on a toujours dim (37 N... N X, _,,) > m; en pratique, il est
souvent difficile de savoir si V' est ou non une intersection complete. Cepen-
dant, en appliquant plusieurs fois le théoréme de Lefschetz, on peut facilement
généraliser le résultat obtenu en 4.1 pour obtenir un critere intéressant :

Proposition 4.2.1. Si V' est une intersection compléte de dimension m,

alors :
7 st est pair, i < 2m

H(V:Z) = { (i #m)

0 sinon
Ceci donne une contrainte assez forte sur I’homologie d'une intersection

complete.

4.3 Groupes de Picard

L’un des intérét du théoreme de Lefschetz est de relier entre eux les pro-
priétés essentiellement algébriques d’une variété a sa structure topologique.
Nous allons en donner ici une illustration intéressante.

Si V' est une variété algébrique, on peut lui associer son groupe de Picard
Pic(V') constitué par les classes d’isomorphismes de fibrés en droites algé-
briques sur V. (voir [7] pour plus de détails) ; connaitre ce groupe fournit des
informations intéressantes sur V.

La notion de groupe de Picard est purement algébrique, alors que le théo-
reme de Lefschetz s'intéresse aux propriétés topologiques des variétés. Néan-
moins, le théoréme de Lefschetz permet d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 4.3.1 (Lefschetz-Grothendieck). Si V' C P est une variété pro-
jective telle que dim(V') > 4 et H un hyperplan de P". Alors :

Pic(V) ~ Pic(V N H)

En général, il est tres difficile de déterminer les groupes de Picard d’une
variété algébrique. Cependant, le groupe de Picard de P™ est connu :

Pic(P") =Z
Grace au théoreme de Lefschetz, on connait donc le groupe de Picard des

hypersurfaces, et plus généralement des intersections completes de dimension
suffisamment grande.
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4.4 Intérét en géométrie algébrique

La définition que nous avons donnée d’une variété algébrique adopte un
point de vue naif. En géométrie algébrique, la définition moderne d’une va-
riété algébrique est plus abstraite.

Une variété algébrique (abstraite) admet un certain nombre de plonge-
ments « concrets » possibles; elle est dite projective si elle peut se plonger
dans P". L’avantage de cette définition est qu’elle permet de définir un cer-
tain nombre de propriétés des variété algébriques comme étant intrinseques,
i.e. ne dépendant pas du plongement choisi. L'un des intéréts du théoreme
de Lefschetz est qu’il permet de déterminer une propriété intrinseque de la
variété, son homologie, a partir d’'un plongement particulier dans P".

En donnant une contrainte forte sur I’homologie des variétés projectives,
le théoreme de Lefschetz aide également a répondre a la question suivante :
étant donnée une variété projective V', a quoi ressemblent les plongements
effectifs de V' 7 Par exemple, est-il possible de réaliser V' comme une intersec-
tion complete dans un certain P" 7 En général, la réponse est négative : une
variété projective générique ne peut pas se représenter de maniere « simple ».
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