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DE L'INSTABILITE SPECTRALE A L’INSTABILITE NON-LINEAIRE

Présentation

Dans cet exposé, on s’intéressera de maniére générale a la stabilité des systémes dyna-

miques de la forme :

du
= Lu+ F(u) (0.1)

ot L est un opérateur linéaire et F est un opérateur non-linéaire telle que F(u) = o(||ul|)
dans une norme convenable. Evidemment si F' = 0, ’équation est linéaire et se résout sous
de bonnes hypothéses en :

u(t) = etfu(0) (0.2)

ot t — etl est un semi-groupe associé a L

Ainsi si le spectre de L rencontre le demi-plan {\ € C; R\ > 0} (on parle d’instabilité
spectrale), il existe des solutions non nulles qui sont non bornées dans le temps (on peut le
voir avec le théoréme de Banach-Steinhaus), et on dira que la solution u = 0 est instable.

Le probléme sera de savoir si, dans le cas ot F' # 0 et vérifie une relation du type

F(u) = o(||u|]), Uinstabilité spectrale de L implique toujours l'instabilité de la solution
u = 0.

Apres avoir défini la notion d’instabilité des solutions, nous verrons que plusieurs cas

seront & considérer :

e dimension finie : ce cas pourra étre traité assez facilement, en raison de la structure
trés simple du spectre en dimension finie;

e EDP sans perte de régularité pour la non-linéarité F' : dans ce cas, on sera en di-
mension infinie, mais 'opérateur F' n’impliquant pas de perte de régularité sur les
solutions, I’étude se fera dans un seul espace de Banach. Ce cas sera plus difficile car
le spectre peut étre trés complexe de maniére générale, et cela demande du travail
pour se ramener & une preuve ressemblant & celle du cas de la dimension finie. On
étudiera donc quelques propriétés générales du spectre et des opérateurs linéaires des
espaces de Banach, puis on donnera un théoréme général d’instabilité, et un exemple
d’application ;

e EDP avec perte de régularité pour la non-linéarité F' : dans ce cas, 'opérateur F
contiendra des dérivées spatiales, et donc diminuera la régularité des solutions. On
devra en fait travailler dans deux espaces de Banach distincts, ce qui compliquera
I’étude. On verra que seulement des résultats partiels sont connus, concernant des
types d’équations particuliers. On s’intéressera d’abord au cas des opérateurs régu-
larisants, pour lesquels 'action du semi-groupe e*’ permet de compenser la perte de
régularité. Une étude simplifiée des équations de Navier-Stokes, qui donnent 1’évolu-
tion d’un fluide visqueux incompressible, permettra d’illustrer ce point.

Pour le cas général, il n’y a pas de théoréme d’instabilité, et on se concentrera sur un
cas particulier, celui de I’équation d’Euler, qui régit en physique la dynamique des
fluides incompressibles.

REMARQUE — Dans tout le rapport, on travaillera sur le corps C pour établir les théorémes
généraux. Les exemples feront intervenir des espaces réels, mais on pourra tout de méme appliquer
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les théorémes en considérant le complexifié.



DE L'INSTABILITE SPECTRALE A L’INSTABILITE NON-LINEAIRE

1 Equations différentielles ordinaires en dimension finie

On commence par s’intéresser au cas simple de la dimension finie, dont le schéma de
preuve sera utilisé par la suite dans les cas plus compliqués.

1.1 Définitions

On se place donc ici dans X = C", avec u(zx) € X, on se donne L : X — X une
application linéaire, et F': X — X une application réguliére (on précisera ceci plus avant)
telle que F(0) = 0 et dF'(0) = 0. On appelle solution de (0.1) sur un intervalle [0, 7]
une fonction continue v € C([0,T[, X) qui vérifie pour tout ¢ € [0,T] I’équation intégrale
suivante :

u(t) = etTu(0) —|—/0 eI P (u(s))ds (1.1)

Définition 1.1 (Stabilité non-linéaire). La solution est dite stable non-linéairement si
Ve > 0,36 > 0 tel que si ||up|| < 6, alors il existe une unique solution u € C(]0,00[, X) de
(0.1) vérifiant u(0) = ug et telle que :
sup |lu(®)| < e.
0<t<o0o

Définition 1.2 (Instabilité non-linéaire). La solution est dite instable non-linéairement
dans le cas contraire.

La question est de savoir si I'instabilité spectrale o (L) ({\ € C; RA > 0} # 0 (ou o (L)
désigne le spectre de L) implique 'instabilité non-linéaire de la solution v = 0. On donne
d’abord un lemme concernant le spectre en dimension finie.

Lemme 1.3. Soit A la valeur propre de L de partie réelle mazximale. Alors pour tout e > 0,
il existe Ce > 0 tel que pourt >0 : :
[lle ]| < CeePAtelt, (1.2)

Preuve.  On utilise la décomposition de Dunford : on écrit L = D + N ou D est diago-
nalisable (et ses valeurs propres sont celles de L) et N nilpotent, avec DN = ND. On a
donc :

e lI] < [lle™e ]|
< [l H]le 1]
Or par définition de A, on a |HetDm = "M Et comme N est nilpotent, HetN‘H est
polynomial en temps. Ainsi :
meth < eéRAtP(t) < CeRA+ot
car un polynoéme peut étre dominé uniformément sur Ry par une exponentielle.
Od
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1.2 Théoréme d’instabilité

On peut maintenant énoncer le théoréme général relatif & I'instabilité de la solution
u=0.

Théoréme 1.4 (Instabilité non-linéaire). Supposons que les hypothéses suivantes sont
vérifices :

i) (L)A€ C;RA >0} # 0

i) 3py > 0, 3Co > 0 tels que V||v]| < po, [|F(v)|| < Collv]®

Alors la solution u =0 de (0.1) est instable non-linéairement.

Preuve.  On suppose par I’absurde que la solution u = 0 est stable non-linéairement. Ainsi
on dispose de dp > 0 tel que si ||ug|] < dp, il existe une unique solution u € C([0, oo, X) de
(0.1) vérifiant u(0) = ug et telle que sup |lu(t)|| < po.

0

<t<oo
Soit ug un vecteur propre de L pour la valeur propre A définie comme au lemme (1.3),

et on a alors aussi e'ug = eMug pour tout t > 0. On choisit |Jug|| = § < dp(on fixera § assez
petit ultérieurement), et on note alors u la solution globale de (0.1) telle que u(0) = uo.
Soit v définie pour t > 0 par v(t) = u(t) — eMug, et

J
T = sup{t > 0; [|v(7)]] < §6§RAT pour 0 < 7 < t}.

En utilisant la formule intégrale (1.1), on obtient pour ¢t < 7' :

IN

lo()]l = H/O e "IEF (u(s))ds /0 e 1112 (uls))l1ds

IN

t
Co/O 1= 1 llu(s)]*ds

t 3 2
< Co/o |H€(ts)L|H<25ems> ds

t
< ZCO/ H|€(tfs)LH|52e28%Ast'
0

On choisit maintenant 1 = ‘SR—QA dans (1.2). On obtient :

lv(#)

t
< 90007]/ CSRA(t—s) 52, 2RAs g
& __Jo

=C1
t
< 0162635]?/\75 / e%%/\s
0
2C
< 82PN o0 0 = &T/\l' (1.3)
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D’ou pour t < 7T :

6§RAt||uOH _ 06262§RAL‘
Gs(t) — CGy(t)? (1.4)

[u(®)]l

>
>

ott Gs(t) = 6e”M verifie G5(0) = § et Gs(+00) = +oo. Ainsi pour § assez petit, il
existe t5 > 0 tel que Gs(ts) = % Montrons que t5 < T. En effet en appliquant (1.3) a
t="T, ona |[v(T)| < C62e2RA, et par définition de T, ||v(T)|| = $¥AT, d’ou :

1
— < 5T
2 —
soit e?RAt,; < e?RAt
soit ts < T.

Ainsi d’apres (1.4), [u(ts)| > 5 — % = 1 > 0. Il suffit alors de prendre € = ;&

dans la définition de la stabilité pour avoir une contradiction.
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2 EDP : cas d’une non-linéarité sans perte de dérivée

On passe a présent au cas ou X n’est plus nécéssairement R"™, mais un Banach quel-
conque, de dimension infinie a priori. Nous allons voir que le théoréme précédent reste vrai,
mais avant cela, donnons quelques propriétés du spectre. On parle de non-linéarité sans
perte de dérivée au sens o un seul espace de Banach entre en jeu ici, et on verra a la fin
de la un exemple d’EDP pour laquelle le théoréme s’applique.

2.1 Eléments de théorie spectrale
2.1.1 Spectre d’un opérateur borné

On s’intéresse ici aux propriétés les plus générales du spectre. On verra dans la troisiéme
partie d’autres détails de théorie spectrale utiles pour traiter certaines équations.

De maniére générale, un opérateur linéaire est une application L : D(L) — X, linéaire,
ou D(L) est le domaine de définition de L (c’est un sous-espace de X), et qui est de plus

fermé, c’est-a-dire que si u, — wu dans X avec les u,, dans D(L) et si Lu, — v dans
n—-+4o0o n—-+oo

X, alors on a u € D(L) et Lu = v. L’opérateur est dit borné si 'image de la boule unité
de D(L) est bornée dans X (les opérateurs bornés s’identifient aux applications linéaires
continues).

Ici et dans la suite, on s’intéressera aux opérateurs bornés et dont le domaine est dense.
Un tel opérateur T s’étend ainsi en un opérateur continu de X dans X, dont la norme est

sup  ||T'(z)]| < oo.
zeX,||z||=1

Définition 2.1. On appelle ensemble résolvant ensemble p(T') = {\ € C; \[-T inversible}.

Définition 2.2. On appelle spectre de T, et on note o(T), le complémentaire de l’ensemble
résolvant. De plus, on appelle rayon spectral de T (qu’on note spr(T) la borne supérieure
du spectre, c’est-a-dire spr(T) = sup{|A|; A € o(T)}.

(T) — LX)

Définition 2.3. On appelle résolvante ’application R : p)\ — (T - )\I)fl

REMARQUE — R est bien a valeurs dans £(X) car si A € p(T), alors T — AI est une
bijection linéaire continue donc d’inverse continue d’aprés le théoréme d’isomorphisme de Banach.

Proposition 2.4. p(T) est ouvert.

Preuve. En effet si A\g € p(T), on a pour A € C :

T A= (T - X) (I—(A—AO)(T—AO)_I) (2.1)
+oo

Or on sait que I — pT" est inversible pour p < ﬁ (d’'inverse Z w™MIIT)|" qui converge
n=0

1

MT=xe) 1 O™ voit que T'— Al est inversible.

normalement). Ainsi si [|A — A\g| <

8
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a
On en déduit que le spectre o(T) est fermé.
Proposition 2.5. La résolvante R est holomorphe sur son domaine de définition.
Preuve.  Soit Ay € p(T). Pour ||A — Ao < ||[R(Xo)]|| %, on a, d’aprés (2.1) :
+00
R(A\) = (I —(A=20)R(X0)) 'R(Ao) =Y (A= 20)"R(Ag)" " (2:2)
n=0

Ainsi R est holomorphe en Ay, et par ailleurs, on a le développement suivant en série de
Laurent & 'infini :

+o00
RO = -A"t1 - A7) = =S Ay (2.3)
n=0

qui converge pour || > spr(T).

Proposition 2.6. Le spectre de T est un compact non vide.

Preuve. En effet 8’il était vide le résolvant serait une application entiére, tendant vers 0
en +o0o d’aprés (2.3), donc constante égale & 0 d’aprés le théoréme de Liouville. Ceci est
absurde car R(\)(T — \I) = 1.

Il reste seulement & montrer que o(7') est borné. En effet si A > |[||T]||, on a que
+o0o n +oo
>y ™ 3 T

A

n=0 n=0

o(T) est borné par |||T]||.

n

converge, donc que I — % est inversible, soit A ¢ (7). Ainsi

2.1.2 Classification du spectre

Contrairement au cas de la dimension finie, le spectre en dimension infinie ne se réduit
pas aux seules valeurs propres en général. On distingue alors les différents éléments du
spectre dans les ensembles suivants (on donne ici les dénominations anglaises) :

Spectre ponctuel Il s’agit de ’ensemble des valeurs propres, c¢’est-a-dire ’ensemble des
A € C tels que AI — T soit non injectif.

Approximate point spectrum Il s’agit de ’ensemble des A € C tels que Al — T ne soit
pas minoré, c’est-a-dire tels que :

Ve >0 3z € X tel que || Az — T'(x)]| < c||z]]
C’est donc I’ensemble des A € C tels que :

(@) ey € X telle que [[z,]| = 1 et [[Azp — Tan|| — 0

n—-+4o0o
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REMARQUE — De tels A sont bien dans le spectre, car sinon AI —7" aurait un inverse

. B S 1
continu, et donc \I — T serait minoré par MToT=2) =T

Spectre résiduel C’est ’ensemble des A € C tels que AI — T est non surjectif.

Spectre essentiel Il existe plusieurs définitions du spectre essentiel, recouvrant globale-
ment la méme notion. L’une d’entre elles est de dire que :

_C_ A € C tels que Im(T — M) fermée, dim Ker(T — \I) < o0,
Te = codim Im(T — XI) < +o00 ’

c’est-a-dire que 1" — Al n’est pas un opérateur de Fredholm. Dans le cas d’un opéra-
teur autoadjoint, le spectre essentiel est le complémentaire de ’ensemble des valeurs
propres isolées de multiplicité finie.

2.2 Théoréme d’instabilité

Il s’agit maintenant de voir pourquoi, en dimension infinie, 'instabilité linéaire implique
toujours 'instabilité non-linéaire pour des non-linéarités sans perte de dérivée. De méme
que dans la premiére partie, on considére I’équation % = Lu+ F(u), avec u(t) € X, t > 0.
Cependant les conditions sur L et F' sont un peu plus précises. A ce titre, donnons quelques
explications sur les semi-groupes d’opérateurs.

Définition 2.7. On dit qu’un ensemble {T'(t);t > 0} d’opérateurs bornés sur X est un
semi-groupe fortement continu si ¢’est un semi-groupe tel que pour tout x € X, la fonction
t— T(t)x est continue.

Définition 2.8 (Générateur). On dit que L : D(L) — X géneére le semi-groupe forte-
T(h)x —
x € X tels que lim (h)e — = existe

ment continu {T(t)},~, st D(L) = h—0 h . 1l est alors
B dans X et cette limite est Lx

d’usage de noter un élément T(t) du semi-groupe €. On a alors pour x € D(L) :

REMARQUE — Par définition du générateur, si ug € D(L), alors u(t) = e'lug est solution
de % = Lu.
dt

La définition d’une solution de I’équation est la méme que dans la premiére partie (voir
équation intégrale (1.1)), ot et désigne maintenant un élément du semi-groupe.

On peut maintenant donner I’énoncé général du théoréme d’instabilité non-linéaire en
dimension infinie.

Théoréme 2.9 (Instabilité non-linéaire). Supposons que les hypothéses suivantes sont
vérifices :

i) L génere un semi-groupe fortement continu sur [’espace de Banach X .

10
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ii) o(L)N{\ € C;RA > 0} £ 0.

iii) F: X — X est continue et 3pg > 0,7 > 0, et C1 > 0 tels que ||F(u)| < Ci|jul*"
pour |lu|| < po.

Alors la solution uw =0 de (0.1) est instable non-linéairement.

En fait, la preuve nécessite seulement ’hypothése plus faible ii’) o(e*) N{\ € C;|\| >
1} # 0 a la place de 'hypotheése ii). Montrons que 1'on a bien ii) = ii’).

Preuve.  On a de maniére générale e co (eL). Pour le voir, on se place d’abord dans
le cas ott D(L) = X, et on prend e* & o (eL) et v € X. Il existe donc w € X tel que
v = (eL_A — I) w. On a donc :

v = (eL_/\ — I) w = /01 % <e(L_)‘)tw> dt

1
= / (L — N)eE= Myt
0

1
= (L—)\)/ e Ntydt
0

=u

donc v € Im(L — X), qui est donc surjectif. Dans le cas ot D(L) est strictement contenu
dans X, ce calcul n’est pas correct en général, mais il le reste si ’élément w choisi est dans
D(L). En effet dans ce cas les premiéres étapes du calcul sont correctes par définition du
générateur d’'un semi-groupe. Pour la derniére étape, on peut justifier que u appartient
bien & D(L), en écrivant 'intégrale le définissant comme limite d’une somme de Riemann
et en utilisant que 'opérateur L est fermé. On admet que le résultat est vrai en général.

Par ailleurs, L — A est injectif car sinon il existe x tel que Lz = Az donc elz = etz
ce qui ne se peut car elE=) est injectif. Ainsi on voit que 'hypothése ii) implique bien
I'hypothése ii’). Donc le spectre de el contient des éléments de module > 1.

a

Avant d’expliquer la preuve du théoréme, il faut donner quelques lemmes permettant
de se ramener au cas de la dimension finie, cas simple car on dispose d’une valeur propre de
module égal au rayon spectral. En dimension infinie, ce n’est plus forcément le cas. Il faut
alors regarder la structure du spectre pour trouver des éléments du spectre "proches" du
rayon spectral, et qui conviennent pour appliquer la démonstration de la premiére partie.

Lemme 2.10. Soit B un opérateur borné sur X et p un élément de la frontiére de o(B).
Alors p est dans I’approximate point spectrum de B, ie :

inf (B —pul)v| =0
vesttf 1B =)ol

11
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Preuve.  On considére une suite (j,),cy telle que g, — Mavee Ly ¢ o(B). Ainsi
n—-roo

(tn — B) ™' est défini. Sa norme est supérieure a son rayon spectral d’aprés (2.6). Or

o ((Mn - B)fl) = (pn — o(B))"'. Ainsi :

(R d(un,:tf(B)) nSso T

Avec le théoréme de Banach-Steinhaus, on obtient que :

v e X, H(Hn—B)flvH — +00

n—-+00

1
Soit alors vy, = Lr=B) On a v, € D(B) et ||v,]] = 1. Et en appliquant 1’égalité
G

=l

(B=)(pn = B) ™" = (st — ) (ptn — B) " = 1

~1
au vecteur UH(,un - B)_lvH , on obtient finalement :

v
1(B = wyenl = ||n = 1) = —ll = 0
[

a

L’utilité de ce lemme est de fournir des éléments du spectre (la frontiére de o(B) est
incluse dans o(B) car le spectre est compact) de module égal au rayon spectral, et qui sont
"presque des valeurs propres", ainsi on va pouvoir appliquer les idées de la partie 1.

Lemme 2.11. Soit e* € ¢ (eL) tel que ‘e’\‘ soit égal au rayon spectral de e*. Alors pour
tout v > 0 et tout entier m > 0, il existe v € X tel que :

[ = ey < Aol (24)

et
e v < 2Ke™ v Vt € [0,m] (2.5)

;0<6 <1}

ot K = sup {He‘%

Prewve. On choisit p tel que |pu| = maz {|v|;v € o (el)} (donc || > 1 par ii’)). On
applique alors le lemme (2.10) & e, et on écrit p = e, avec RA > 0. On dispose d’une

suite (vy),cn telle que |[v,]| =1 et (eX —e*) v, - 0. Ainsi pour tout entier m > 0,
ona: e
m—
(m =) = Z ] G L

12
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Si vy est fixé, on peut alors choisir n assez grand pour que v, satisfasse a (2.4) et H (ejL — ej’\) UnH <
1 pour j €0, m] Soit alors t € [0, m] et j = |t]. Alors :

leFon]| < K [[Fun]| < K (|l oa| +1) < 260

et donc (2.5) est aussi vérifice.

O
Lemme 2.12. Pour tout € > 0, il existe C, tel que pour toutt >0 on a :
MM < HetLH < C ot (2.6)
Preuve.  La preuve est trés similaire a celle du lemme (1.3).
O

REMARQUE — Ce lemme affirme que la norme du semi-groupe augmente au taux de la
"presque valeur propre" .

A

Preuve du théoréme. On dispose de p = e* comme dans le lemme (2.11). Soit § > 0,
Po

que 'on choisit < mm{%, £,1} pour les calculs. Pour un réel k défini ultérieurement, on
note 7™ 'unique entier tel que % < oeT™ ™A < % On dispose également de uy donné par
le lemme (2.11) pour m = T* et v = 2, et on peut choisir |lu|| = . On a d’aprés (2.4) :
0 1 0

T*L T*\ v - v
He “0H>He “0‘ 0k 4k

(2.7)
et d’apres (2.5) :
e ug|| < 2K6e™ vo <t <T* (2.8)

De méme que dans la premiére partie, on suppose la solution u = 0 stable, donc il
existe dp tel que si [Jug|| = & < d, alors il existe une unique solution v € ([0, 4+o00[, X) de
équation intégrale (1.1) avec u(0) = ug. On va montrer que [|u(t)|| > 2= pour un certain
temps t. On pose :

1
T = sup {t > 0; [|u(r) — eTLUOH < 2—56%)‘7 et [Ju(T)]| < % pour 0 <7 < t}
W

On voit que T > 0. Pour t < min(T,T*), on a d’aprés iii), (2.6) (avec € = %) et

(2.8) :

13
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t
fu() = o) < [ || Callu(rl s
0
t
< GO [ R () e
0
t
< GO / MM ([leug | + [[u(r) — e Puo|)
0
< Cecl/ 6(1+§)§R)\(tf‘r) <2K5€§R)\T + 568‘%)\7') dr
0 2|p
1
< C.Cy (QK + ) v st 2 (mm (2.9)
2|p nRA
:2\uk\¥+n (56%M)1+n
On a alors T* < T ou |[u(T)|| = % . En effet sinon en utilisant la définition de T et le
calcul précédent pour t =T on a :
1 & 1+
[|lu(T) — eTLuoH = 5" < T ((5€§RAT> !
2|l 2|

d’ou : .
(56%)\T>77 > (’Z’) > <5emT*>’7

donc T' > T* (car RA > 0) d’ou la contradiction. Ainsi, si ||[u(T)|| < &, ona T* < T et le
calcul (2.9) donne pour t =T* :

Hu(T*) - eT*LuOH < —

d’out avec (2.7) :

1 ) 1
ﬁ—ﬂ>ﬁcar5<1

Dans tous les cas il existe un temps ¢ pour lequel [u(t)|| > min{4;, 2}, ce qui achéve la
preuve.

[u(T)]} >

a

2.3 Exemple

On peut donner un exemple d’équation différentielle pour laquelle ce théoréme d’insta-
bilité s’applique. On se place par exemple sur '’espace normé C(T) des fonctions continues
sur le tore T = R/27Z. L’équation considérée est la suivante :

Opu — au + adyu = u? (2.10)
a>0,aeR
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ou plutot pour ’écrire de maniére a appliquer le théoréme :

%‘ = Lu +u? (2.11)

CYT) — C(T)

U — QU —au

On vérifie facilement que L génére le semi-groupe fortement continu d’opérateurs définis
par T'(t)ug(z) = e®ug(z — at), et que F vérifie la condition iii) du théoréme.

Par ailleurs on peut remarquer que z — €@ est vecteur propre de T(t) avec comme
valeur propre e(®** En particulier €~ est valeur propre de T(1) = e”, et donc comme
a > 0 ’hypothése ii’) du théoréme est vérifiée, et on conclut a l'instabilité non-linéaire de
la solution u = 0.

avec u(t) € CH(T) et L : , et F(u) = u?

REMARQUE — Ici on s’est placé sur un espace vectoriel réel, alors que pour établir le
théoréme on a travaillé sur C. Ce probléme disparait lorsqu’on complexifie 'espace, ce qui permet
d’appliquer le théoréme, et de conclure & I'instabilité dans le cas réel. On le fera de maniére implicite
dans la suite.

REMARQUE — Dans cet exemple, on aurait aussi pu mener ’étude sur 'espace Co(R) des
fonctions continues sur R tendant vers 0 a I'infini, ou encore sur L?(R), mais le cas du tore T est le
plus simple car on dispose de valeurs propres qui fournissent directement les éléments du spectre
provoquant l'instabilité.
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3 EDP : cas d’une non-linéarité avec perte de dérivée

Le théoréme vu dans la section précédente ne permet pas d’établir I'instabilité non-
linéaire de maniére générale pour les EDP, et en particulier cela ne fonctionne plus pour
I’équation d’Euler. Ici on va s’intéresser aux résultats d’instabilité lorsque deux espaces
de Banach entrent en jeu. On verra cette fois que certaines conditions particuliéres sur le
spectre sont suffisantes pour avoir des résultats d’instabilité non-linéaire. On commence
cependant par donner un premier théoréme général d’instabilité similaire aux précédents,
sans autre condition sur le spectre que l'instabilité spectrale et qui pourra s’appliquer &
certaines équations.

3.1 Un premier cas : les opérateurs régularisants

On s’intéresse toujours a I’équation d’évolution (0.1), mais on se place ici dans le cas
ot deux espaces de Banach X et Z (avec X C Z) interviennent, avec F' allant de X dans
Z (souvent, la partie non-linéaire F' contiendra des dérivées partielles d’oit une baisse de
la régularité).

3.1.1 Théoréme d’instabilité

On cherche & donner ici des conditions pour que cette perte de régularité due a F
n’affecte pas I'instabilité non-linéaire. On va s’intéresser a 1’effet régularisant de la partie
linéaire de ’équation, plus précisément du semi-groupe {etL it > O}. En effet, si et”
Z dans X, on a un gain de régularité qui compense la perte du terme non-linéaire. Plus
précisément, on a le théoréme suivant :

envoie

Théoréme 3.1. Supposons les hypothéses suivantes vérifiées :
i) X et Z sont deux espaces de Banach avec X C Z et |lul|,, < Ci||ul|x pour v € X.

ii) L génere un semi-groupe fortement continu {etL;t > O} sur Z, et va de Z dans X
1
pourt >0, et / HetLHqudt = (s < 00.
0

iii) Le spectre de L sur X rencontre le demi-plan compleze {:RA > 0}.
iv) F: X — Z est continue et 3pg > 0,C3 > 0, > 1 tels que ||F(u)||, < Csl|u||% pour
lullx < po-
Alors la solution u =0 de (0.1) est instable non-linéairement dans X .

REMARQUE — La définition de l'instabilité non-linéaire reste la méme ici, mais on consi-
dére 'instabilité dans le plus petit espace, c’est-a-dire X.

Preuve.  Sous ces conditions, la preuve se rameéne presque exactement a celle du théoréme
(2.9), avec les mémes lemmes préliminaires, et on 'omet ici (on pourra se référer a [6]). Le
point essentiel est bien sr que X soit a valeurs dans X, ce qui permet en quelque sorte
d’effacer la présence du second espace Z.
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3.1.2 Exemple

Ce type de résultats sur les opérateurs régularisants s’applique en particulier & I’équa-
tion de Navier-Stokes régissant les écoulements visqueux incompressibles. De maniére gé-
nérale,le systéme d’équations s’écrit :

Ou~+ (u.V)u — Au+ Vp
divu = 0 (3.1)

ol u est le champ de vitesses et p la pression. Donc si on considére une perturbation u par
rapport a une solution stationnaire u on a le systéme :

u+ (u.Viu+ (u.V)u—Au+Vp = —(u.V)u
divu = 0

Le systéme auquel on va s’intéresser est une simplification 1D de cette équation :

O+ adyu + bu — Jppu = —udzu avec a,b € R
ul,_y = uo (3.2)

On se place comme précédemment sur le tore T, et on réécrit 1’équation sous la forme
% = Lu+ F(u) avec Lu = —adyu — bu + Ozpu et F(u) = —udyu. On peut voir en faisant
I’analyse en Fourier du systéme linéaire (ie sans le terme —ud,u) que L génére un semi-
groupe fortement continu e** : L2(T) — L?(T). A cet effet faisons quelques rappels sur les
espaces de Sobolev. On définit pour s > 0 :

H*(T) = {u € L(T); Y [n[*la(n)|* < OO}

nez

2m
avec bien str @(n) = o / u(t)e ™ dt. On a d’aprés Parseval que H(T) = L?(T). Et
0

P

pour s > 5, on montre aisément que H*(T) C C(T), avec pour u € H*(T) :

Ve eT:u(x)= Z a(n)e™®

ne”

ot la convergence est uniforme sur T. En écrivant u(t,z) = E u(t,n)e™*, le systéme (3.2)
nez
linéarisé s’écrit formellement en Fourier :

Ot + inat + b +n*a = 0
u(0,n) = p(n) (3.3)

at,n) = e~ (i ()
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Cette étude nous pousse a définir le semi-groupe e’ de la maniére suivante :
LX(T) — L*(T)

tL . . .
Vi>0e™: Uy — (l‘ N Z do(n)e—(zna-&-b—kn?)tem:v) (3.4)

On voit alors facilement que ce semi-groupe est fortement continu. Il est bien stir généré
par L = —ad, — bld + Oy, avec D(L) = H?(T). De plus, il est régularisant, au sens ot e'”
envoie H*(T) dans H* (T) pour tout s’ > 0 et t > 0, ceci évidemment grace a la présence
de la dérivée seconde 0,,u dans ’équation, qui donne le terme e~ dans e'L. Donc pour
t>0, onau(t,.) =eluy € H(T) Vs > 0, et en particulier, u € C*°(R% x T).

On va alors pouvoir appliquer le théoréme (3.1). On choisit comme espaces fonctionnels :
X = HY(T) et Z = LE(T) (Iindice 0 indique qu’on s’intéresse aux champs de vitesse de
moyenne nulle).

L’hypothése i) du théoréme est alors clairement vérifiée, avec C; = 1. Pour 'hypothése
ii), on vient de voir les deux premiére assertions ci-dessus. Pour la troisiéme :

3 n2em G gy ()

2
e uolln sz
2 = A
[[uol| 72 > Jiio(n)[?
nez
—bt
< S sup xe *
t $€R+
D’ou HetLHm_)Hl < % pour ¢t €]0,1], ce qui conclut.

Pour I’hypothése iii) : d’aprés (3.4), on voit que le spectre de e’ contient la valeur
propre e~ (iatb+1) (pour le vecteur propre z ~— ¢). Ainsi, si b < —1, le spectre de el
rencontre 'extérieur du disque unité, ce qu’on voulait.

Pour I'hypothése iv) : on montre (injections de Sobolev) que pour s > ¢ (ot d est la
dimension de I'espace, ici d = 1), on a : H*(T) < C°(T) — L°(T). Ainsi, pour u € H}(T),
on a:

P2 = /T ful? O

2 2 4
[ullpoe |l Ozullpoo < llulle

IN

Ainsi toutes les conditions sont vérifiées, et la seule condition pour avoir l'instabilité
non-linéaire de la solution v = 0 est que b < —1. L’argument essentiel pour obtenir le
résultat dans ce cas particulier est l'effet régularisant du semi-groupe associé a I’équation.
Avec ce type d’arguments, on obtient donc des résultats d’instabilité pour ’équation de
Navier-Stokes. Pour I’équation d’Euler, c¢’est beaucoup plus difficile, car on considére des
écoulements non visqueux, et il faut se placer dans des conditions particuliéres comme on
va le voir.
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3.2 Equation d’Euler et instabilité

Jusqu’a présent nous avons pu établir des résultats en imposant simplement la condi-
tion d’instabilité spectrale sur les opérateurs définissant les équations différentielles. Mais
dans le cas général des équations aux dérivées partielles, l'instabilité spectrale n’implique
pas aussi facilement l'instabilité non-linéaire. En se référant a [1], on va donner plusieurs
théorémes s’appuyant sur la structure du spectre de e’ pour obtenir l'instabilité, théo-
rémes qui pourront s’appliquer & I’équation d’Euler pour des solutions initiales que l'on
précisera.

3.2.1 La condition de trou spectral

La premiére variante du théoréme donne des conditions sur la structure du spectre de
et On se place toujours dans les conditions citées au début du paragraphe 3.1, mais on
n’a plus d’effet régularisant, on suppose simplement que L génére non plus un semi-groupe
mais un groupe entier d’opérateurs, et que pour tout ¢t € R, e’ laisse X invariant. De plus,
on suppose que X est dense dans Z, et que X C D(L). On a la condition suivante sur F :

Jep > 0,3p > 0 tels que pour w € X avec [|w||x < p, ||N(w)|, < collw| x|lw|l, (3.5)

Enfin, on a la série de conditions essentielles suivantes (trou spectral) :
Pour tout ¢ > 0, le spectre o de el € £(Z) peut étre classifié comme suit :

o=o0yUo_,04 #1 (3.6)
ou
op C {zeCeM <2< eAt} (3.7)
o_ C {z € CieM < |z < e’“‘t} (3.8)
avec
—o <A< pu<M<A<o (3.9)
et de plus
M >0 (3.10)
Autrement dit, le spectre de e** rencontre I'extérieur du disque unité, et il est séparé
en (au moins) deux sous-parties disjointes. On suppose aussi que 1’équation ‘C%‘ = Lu +

F(u) admet localement des solutions, c’est-a-dire que pour wy € X, 37" > 0 et Flw €
L*>(]0,T[,X) NC([0,T], Z) solution faible de I’équation, avec w(0) = wy. La définition de
I'instabilité non-linéaire reste la méme (on la considére toujours dans le plus petit espace
X). On a alors le théoréme suivant :
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Théoréme 3.2. Si F satisfait 'hypothése (3.5) et que L satisfait les conditions de trou
spectral, alors la solution w = 0 de I’équation (0.1) est instable non-linéairement.

Preuve.  On se raméne a [1| pour le détail de la preuve. Celle-ci se fait bien str encore
par 'absurde, en supposant 1’existence d’une solution globale en temps et dont on contréle
la norme dans X. La décomposition particuliére du spectre que I’on impose permet ensuite
de projeter la solutions sur des modes exponentiellement croissants et décroissants. Plus
précisément, on peut définir les projecteurs de Riesz :

T B (3.11)

2m ),

ot vy (respectivement 7_) est un contour entourant oy (respectivement o_). On peut
montrer que ces projecteurs définissent une décomposition de l'espace Z : sur chaque
partie, le spectre de e'X se réduit & o, ou o_. Précisément on a les lemmes suivants :

Lemme.
Vt > 0, Py est un projecteur et o (etL|Im Pi) =04

/ . . . ~
Preuve.  On se donne v, qui entoure vy qui lui-méme entoure 0. On a :

1
P = 2/ R(Z)R(z) dzd7'
(2im) ¥ e
1 R(Z)—R
= —— // 7(;:) /(Z) dzdz’
(2171—) T+ Y7+ S
= P,

La derniére égalité s’établit avec le théoréme des résidus (généralisé a U'intégration sur des
espaces de Banach).

Pour la deuxiéme assertion : si z € C\o, [R(z), Py] = 0. Donc [e*, Py (t)] = 0. On
note T% = e et R5(2) = R(2)|pp,- Pour z € C\o, R (2) = (2 —T%)™", donc
o(Tt) Co.

Pour z € Ext(v4+) N (C\o), on a :

tL}ImPi

24 z—2

1 R(Z/) /
R (2) = R(2)P, = dz
() ()+ /er

qui se prolonge analytiquement sur Ezt(yy) D o_. Donc o(T") C o4
Pour z € Int(y4) N (C\o), on a de méme :

0 z— 2z

R (2) = R(=)Ps = R(2) + — / R

Ainsi R(z)(Id—P*) = R™(z) se prolonge analytiquement a I'intérieur de v,. D’ot o(T~) C
o_.

Et comme o(T")| |o(T~) = o, on obtient finalement le résultat voulu : & (etL‘ 'm Pi) =
O4.
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a

Avant d’expliquer la preuve du théoréme proprement dit, explicitons ’action des pro-
jecteurs Py.

Lemme. Soit « tel que p < o < M. P_ est le projecteur sur F' = {x € X;e‘atHethHX — O}

t——+o0
parallelement a

G=<z€eX; e‘“tHetL:cHX .

——00

— 0} (et inversement pour Py ). En particulier, Py ne dé-
pendent pas de t > 0.

Preuve.  On traite le cas p < 0 < M et a = 0. Montrons que pour tg > 0, Im P_(ty) = F
(alors I'm Py (tg) = G s’établit facilement en raisonnant sur les inverses).
Soit tg > 0, et f € F qu'on décompose sur Im Py (tg) et Im P_(to) : f = f*+ f~.
Soit m € N. On a :
(etoL)mf — etoL)mf+ + (etoL)mff

Or on a l'équivalent p(eofP_(tg))" ~ | (o= P_ (to))mH. Et par I'hypothése du
m——+00
trou spectral, comme u < 0,on a (etoL)mf_ — 0, d’ou (puisque f € F) (etOL)mf+ —
m—+0oo m—+00

0.
Par les mémes arguments de rayon spectral, on a pour m € N, puisque M > 0 :
(e7LPy(t))™ — 0.Orona:
m—+0o0

(e Py (t0)) ™ (" Pylto)) " f+ = f+
Ainsi :
S 1741 < [ (702 o)™ | | (€ P 0)™ 74| ¥m € N

On en conclut que f+ =0, doa F C I'm P_(t).
Réciproquement, soit x € Im P_(ty), et K = sup HetLH. Pour t € R, on écrit
t€[0,to]
t = m(t)tp + r avec m entier et r € [0,%p[. On a :

Hethu < KH(etOL)m(t)xH
S R
< Kl ™) — o

t——+o00
par les mémes arguments de rayon spectral que précédemment, ce qui conclut.

a

On peut ensuite construire une norme sur Z, équivalente a ||.||z, & partir de P, et P_.
De maniére détaillée, pour x € Z :

o0 oo
el = NIl Pyall] + [[|P-zl|| = /0 le™ ™" Pral| e dr + /O ™ P_a|| je™H dr
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Grace a cette norme, on controle bien 1'évolution de e*Fw(0) ot la donnée initiale w(0)
est choisie, dans un certain sens, pour que ’action du semi-groupe sur elle soit essentielle-
ment celle de la partie correspondant & 0. On applique ensuite le méme genre d’idée que
dans les cas précédents (voir théoréme (2.9) par exemple), pour majorer la norme de w(t).
On montre que pour wy bien choisi, w(t) grandit approximativement en eMt ce qui permet
de conclure.

Un peu plus précisément, on se donne un € > 0 que 'on pourra choisir assez petit
ensuite, et un § > 0 correspondant & € via la définition de la stabilité non-linéaire. On choisit
alors un vecteur wy dans X tel que ||wgl| < ¢ et |||Prwol|| > |||P-wol|| (un tel vecteur
existe car ces conditions sont ouvertes dans Z et X est dense dans Z). En choisissant € assez

petit, on montre grace aux propriétés de la norme |||.||| que |||Pyw(t)||| > |||P-w(t)||| pour
tout ¢ > 0 (c’est en cela qu’on peut dire que I'action de e'” sur wg est dominée par la partie
correspondant & 0. On peut alors minorer plus précisément |||Prw(t)||| — |||P-w(t)]]], et

conclure que |||z||| grandit au moins en eM?,

La condition de trou spectral est essentielle pour trouver des vecteurs sur lesquels
'action de e*” est dominée par les grands éléments du spectre.

3.2.2 Un deuxiéme théoréme d’instabilité

On donne ici, sans démonstration, un autre théoréme, qui pourra étre utilisé (comme
le précédent) en particulier pour certains cas de I’équation d’Euler.

Théoréme 3.5. On suppose qu’il existe n €]0,1], co > 0, p > 0 tels que pour w € X,
lwllx <p - ) .
I1F (W)l < collwllx " lwlz™ (3.12)

Soit )
A = tlirgogln“etL“Z >0

Ay

151> 0, 02> 0, etwg € X —{0} tels que, pour0 <t < oo :

On suppose qu’il existe Ay >

c1e™ Jwoll ; < || wol| ; < c2e™™ woll ,
Alors, st Uéquation (0.1) admet un théoréme d’existence locale de solutions, la solution
w = 0 est non-linéairement instable.
3.2.3 Application a I’équation d’Euler
3.2.3.a Présentation

On va & présent voir comment ces théorémes peuvent s’appliquer a ’équation d’Euler
incompressible. On se place toujours sur le tore T". L’équation s’écrit formellement :

ou+ (u,V)u+Vp = 0 (3.13)
divu = 0 (3.14)
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On s’intéresse a la stabilité d’une solution stationnaire ug € (C*(T™))", po € C>(T").
Pour les espaces X et Z, on prend s > 5 + 1 et on définit :

X = {we (H*T)";divw=0} (3.15)
Z = {we (L*T))";div w =0} (3.16)

On peut en fait éliminer la pression de I’équation d’Euler, ce qui permet de se ramener
4 une forme connue. Pour cela, on peut appliquer le projecteur de Leray P sur les champs
a divergence nulle. On peut le définir en Fourier par exemple sur X ou Z par :

~ ~ ik:.uk

IP’uk = Uk —
Ce projecteur correspond a une décomposition d’une fonction quelconque comme somme
d’un champ a divergence nulle et d'un gradient. L’équation s’écrit alors :

ou+P(u, V)u =0

On considére alors le semi-groupe correspondant, engendré par L défini pour w € Z
par :
Lw = —P(up, V)w — P(w, V)ug

Et on définit enfin F' de X dans Z :
F(w) = —P(w, V)w
On voit bien qu’alors ’équation (0.1) est ’équation d’Euler :
Or(uo + w) = —=P(ug + w, V) (up + w)
Il s’agit donc d’étudier L et F' pour appliquer les théorémes vus plus haut.

Proposition 3.6. Il existe cg > 0 tel que pour w € X, on a :

I1E(w)llz < llwllxllwl]l,

Preuve. Pour w € Z :

[F(w)ll; = [l(w, V)wllg2epayn

< nllwllgzpayyn I VWl oo pnyynxn

A

On utilise alors I'injection de Sobolev H*~}(T") — C°(T™) puisque s — 1 > 5. Comme w
est dans H*, Vw est dans H*~! et on obtient donc :

IE@)l < eollwl gzgmyye el ey = collwll el
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De plus, il existe des théorémes d’existence locale de solutions dans X pour ’équation
d’Euler. Ainsi, pour appliquer le théoréme (3.2), il ne manque plus que I’hypothése de trou
spectral. Mais c’est le résultat le plus difficile & obtenir. Avant d’étudier le spectre de L,
montrons que la condition (3.12) du théoréme (3.5) est également vérifiée par F.

Proposition 3.7. On considére les mémes espaces X et Z que précédemment. Alors F

vérifie l'inégalité (3.12) pour p = oo, et n = % - 21;”-

Preuve.  Soit w € Z. On reprend le schéma de la preuve de la proposition précédente, et
onposer =2(s+24+1)>2%2+1.0na:
[F(w)ll, < CH“’H(L?('E”))"||VwH(Loo(Tn))"X"
< Clwllgzepnyn lwllgr ey
1 1—
é C”HwH(z/r?n(Tn))”HwH(H?(Tn))n

ou, pour la derniére étape, on a utilisé que r = (1 —n)s et :

Wl gr(pnyyn < HWH?LQ(T”))TLHwH(lﬁ?(Tn))n

3.2.3.b Etude du spectre de e’

On va essayer de voir ici dans quels cas on peut obtenir la condition de trou spectral
ou alternativement la condition du théoréme (3.5) pour conclure & I'instabilité non-linéaire
en ce qui concerne l'équation d’Euler. II n’y a pas de méthode générale pour savoir si
ces conditions sont vérifiées pour une solution donnée ug. Ici on va s’intéresser au spectre
essentiel de er. On rappelle que c’est le complémentaire des points isolés du spectre, de

(0.9}

multiplicité finie (ie tels que U Ker (z — etL)r est de dimension finie), et tels que z — e’

soit d’image fermée (l’ensemk:l:lde ces points constitue le spectre discret). On a donc :
o(etl) = oegs(eh) U ogise(etD)
On définit le rayon spectral essentiel comme :
ress(etL) = sup {‘Z|a z € UeSS(etL}

On a le théoréme suivant sur le rayon essentiel, dit & Vishik :

Théoréme 3.8. On se place toujours sur T™. Soit ug une solution stationnaire de classe
C® de l’équation d’Euler. Alors pourt >0 on a :

Tess(e) = et (3.17)
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ot w est défini par :

1
w= lim —In sup 1b(x0, &0, bo; t)| (3.18)
t—oo t
0,80, bo
(bo,&0) =0
[§ol = 1,]bo| =1

Dans cette expression, (x,b,§) vérifie le systéme d’équations différentielles ordinaires :

i = up(x) (3.19)
§ = f(‘?ﬁ)g (3.20)
b = —(%ﬁ)b+2|£|_2 (g,%?z;)g (3.21)

z(0) = o, £(0) = &o, b(0) = bo

Avec ce théoréme, on obtient en particulier que si un point z du spectre de et! vérifie
2| > e, alors il est automatiquement dans le spectre discret. Ainsi si o (e'*) N {[z] >
e“t} # (), on a, pour tout ¢ une partition du spectre :

o (etL) =04 (etL) Uo_ (etL)

Cela ne suffit pas tout a fait a avoir la condition de trou spectral, il faut pour cela avoir une
estimation uniforme de la "taille" du trou, et plus précisément montrer que les éléments
du spectre discrets grandissent en e®! ot & > w. Pour cela, on donne le lemme suivant :

Lemme 3.9. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, et (A(t)),cp une famille
d’endomorphismes sur V' telle que pour t,t' € R, A(t +t') = A@)A{), et t — A(t)
continue. Alors il existe L € L(V) tel que pour t € R, A(t) = exp(tL). En particulier
o(A(t)) = explta(L)).

Revenons alors & notre groupe e d’origine. On pose M (1) = U N(z,1) ou

z€0g;sc(eth)

o0
N(z,t) = U Ker (z — et )r. Par définition de o4;s. (et car cet ensemble est fini car compact
r=1

et discret), M(1) est de dimension finie. Comme pour ¢t € R, [etL,eL] = 0, on peut
considérer les restrictions des '™ a M(1) et la famille {e'*}, o induit sur M (1) une

famille du type du lemme. En particulier si e®,..., e sont les éléments de og;qe (eL),
alors e, ..., e!® sont des éléments de o g;sc (etL . En remplagant 1 par un tg quelconque,
on a par le méme argument, en projetant sur M (ty), que les €01 ... el gont les seuls
éléments de oy (etoL). Donc og4;se (etL) = {eml, . ,eta"} avec w < Rag < -+ < Ray,.
Ceci donne la bonne condition de trou spectral.

On peut montrer de plus que pour tout ug, on a w > 0, et ainsi on peut choisir M > 0.

On peut alors donner le théoréme suivant :
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Théoréme 3.10. Supposons les conditions du théoreme (3.8) vérifiées. Si pour tout t > 0
il existe z € e tel que |z| > e, alors la solution ug est instable dans X (défini par (3.15)).

Preuve.  Pour la preuve, on a donc simplement & appliquer les théorémes (3.2) (ou (3.5))
et (3.8).

a

On a donc des conditions pour appliquer le théoréme de trou spectral, mais encore
faut-il étre en mesure de calculer w pour une solution ug donnée, et de trouver des valeurs
propres de e** de module supérieur & e**. On a déja les deux propositions suivantes :

Proposition 3.11. On se place sur T?, et on considére une solution stationnaire ugy de
classe C® sur T2. Si ug ne s’annule pas sur T?, alors w = 0 et ainsi Tess (etL)
tout t > 0.

=1 pour

Proposition 3.12. Sous les mémes conditions, si le champ de vitesses se met sous la
forme ug(x1,22) = (U(x2),0), alors w = 0.

On se rapporte a [1| pour les preuves de ces résultats.

3.2.3.c  Un exemple

On peut citer enfin un exemple de champ de vitesses tel que w = 0 et pour lequel on
est capable de trouver une valeur propre de L de partie réelle positive, et on peut alors
enfin conclure a I'instabilité non-linéaire par la condition de trou spectral. On se reportera
encore a [1]| pour le détail de la construction de cette valeur propre. On donne ici le résultat
obtenu dans l'article.

Proposition 3.13. On se place toujours dans T?, et on considére une solution stationnaire
up(x,y) = (sinmy,0), ou m € N*. On sait déja par (3.12) que w = 0. Et on peut trouver
une valeur propre de L de partie réelle strictement positive, ainsi la condition de trou
spectral est satisfaite et ugy est instable non-linéairement dans X (défini par (3.15)) pour
5> 2.
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