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1 Entropie de Shannon

On considere un ensemble dénombrable d’évenements élémentaires, et 'ensemble des lois de pro-
babilités p qui donnent une probabilité non-nulle & un nombre fini d’évenements. Pour simplifier on

M
notera p = (p1,...,pm), avec les p; € [0,1] et > p; = 1.

i=1

En 1948 Shannon a introduit une fonction entropie S(p), qui quantifie le “manque d’information a
priori” sur un tirage d’un éveénement aléatoire avec la loi p. Il a imposé les conditions suivantes sur S :
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la fonction S est une fonction continue des probabilités pq,...,pa
S(pl,"' ’pM7O) = S(pl, ,pM)
propriété d’additivité : soient A I’événement global correspondant aux évenements de 1 & m de

m
probabilité g4 = > p; et B I’événement global correspondant aux évenements de m + 1 a M de
i=1

M
probabilité gg = > p;. Alors on a :
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On va montrer que lexpression S(p1,...,py) = — Y. pilnp; est, & une constante multiplica-
i=1

tive pres, la seule fonction vérifiant ces propriétés. On utilise la convention 0ln0 = 0. On notera
o(M)=S(1/M,...,1/M) l'entropie du cas équiprobable.

1.
2.
3.

Montrer que o(M) est une fonction croissante de M.
Montrer que S(1) = 0. Commenter.
Généraliser la quatrieme propriété pour montrer que
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avec ¢; = Pm;_14+1 + -+ - + Dm, (Mo = 0).
En déduire que o(MN) = o(M) + o(N).

5. En déduire que (M) = kln M, ou k est une constante. Quel doit étre son signe ?

M
. En déduire que, pour (py,...,py) € QM, S(py,...,py) = —k> pilnp;.
=1

En déduire I'expression de ’entropie de Shannon pour des probabilités quelconques.



L’entropie de Shannon joue un réle fondamental en physique statistique, en probabilité (en parti-
culier pour la théorie des grandes déviations) et en théorie de 'information. Dans ce dernier contexte
elle apparait notamment dans les théorémes de Shannon, qui montrent (i) que le taux de compres-
sion possible sans perte d’information d’une suite de symboles générés par une source aléatoire en
un fichier binaire est précisément l’entropie de la source, (ii) et que la vitesse de communication au
travers d’un canal bruité est bornée par l'information mutuelle (une notion reliée & ’entropie que 'on
va définir ci-dessous) entre U'entrée et la sortie du canal Pour ces aspects de théorie de I'information
on pourra consulter : Elements of Information Theory de T. Cover et J. Thomas, ainsi que Informa-
tion Theory, Inference, and Learning Algorithms de D. MacKay, disponible gratuitement sur le site
http://www.inference.phy.cam.ac.uk/mackay/itila/book.html

2 Propriétés de I’entropie

Pour faire le lien avec le cours on note & partir de maintenant ¢ € ¥ = y2 les configurations
dans une partie A finie de Z%, et u une loi de probabilité sur ces configurations, donnée de maniere
élémentaire par les u(a) € [0, 1] avec Y u(a) = 1. On note alors 'entropie de cette loi

g

ZM )In p(c (1)

1. Montrer que S est concave, i.e. S(aup + (1 —a)v) > aS(u) + (1 — «)S(v) si p, v sont deux lois
de probabilité sur le méme espace de configurations, et a € [0, 1]. Indication : montrer d’abord
que g(x) = —zlnx est une fonction concave sur [0, 1].

2. Montrer que S est “presque convexe”, dans le sens que
Slap+ (1 —-—a)y) <aS(p)+ (1 —a)S(v) —alna— (1 —a)ln(l —a) . (2)
Indication : montrer que g est sous-additive, i.e. g(a + b) < g(a) + g(b), et que g(uv) = ug(v) +

vg(u).
3. On introduit la “distance” de Kiillback-Leibler entre deux mesures de probabilité par

Dl = 3 ) w (L) 3)

qui n’est pas une distance puisqu’elle n’est pas symétrique. Montrer que D(u||v) > 0. Dans quel
cas a-t-on D(ul||lv) =07
4. Montrer que S(u) € [0, |A|In |x|]. Dans quels cas ces bornes sont-elles atteintes ?

5. On considere un sous-ensemble de variables A C A et son complémentaire A° = A\ A, et les lois
marginales de

A) = ZN((QMQAC)) ) fae (g pc) ZM ((gaonc)) - (4)
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On note Sp(u) et Sac(p) les entropies de ces deux lois. Montrer que
S() < Sa(p) + Sae(p) - ()

Dans quel cas la borne est-elle atteinte ? On définit I'information mutuelle entre A et A° comme
Inae(p) = Sa(p) + Sac(p) — S(p) = Iae,a(p), qui est donc positive d’apres 'inégalité ci-dessus.
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6. La loi conditionnelle dans A sachant A® est définie par p(gylope) = = (o) et l'entropie

conditionnelle selon

Sapac(p) =D pac(ane) | =Y ploalone) np(onlon)| - (6)
O Ac O
Interpréter cette définition, exprimer I’entropie conditionnelle & I'aide des entropies marginales
et de l'information mutuelle, et justifier le moyen mnémotechnique “le conditionnement réduit
I’entropie”.



3 Principe variationnel de Gibbs

Toujours dans le cadre d’un espace de configurations fini on considére maintenant un Hamiltonien
H(o) et on définit ’énergie libre F.(3, H) et la loi de probabilité de I’ensemble canonique pu.(3, H)
selon
e—BH(2)

zom

R(B.H) =g WZ(BH) . Z(3.H)= Y10 (5, Ho) =

a

On définit par ailleurs I’énergie libre de Gibbs Fgipbs (3, H, i) qui associe un réel a la donnée d’une
température inverse 5, d'un Hamiltonien H et d’une mesure de probabilité p :

Fibbs (8, H, 1) ZM (o) - ES( [ (8)

On notera M ’ensemble des mesures de probabilités sur cet espace de configurations.

1. Montrer que Fginbs(8, H,u) > Fe(B,H) pour tout u € M, et que Faipns(S, H, pue(8,H)) =
F.(8,H). On a donc la caractérisation variationnelle de ’énergie libre et de la loi canonique,

F.(B,H) = min Faibes(6, H, 1) , pe(B, H) = argmin Faipbs(8, H, ) - 9)
pEM HEM

2. Montrer que la loi canonique est celle qui maximise I’entropie S(u) lorsque I’on contraint I’énergie
moyenne »_ u(c)H (o) a prendre une valeur donnée. Quelle est I'interprétation de la température
dans ce calcul ?

3. Montrer que pour une loi de probabilité arbitraire ;1 € M on a ’expression variationnelle suivante
de ’entropie :

=nin |83 ue)He) - S5 ) | (10)

On pourra commencer par supposer pour simplifier que u(o) > 0 pour toutes les configurations.

4. On considere un modele d’Ising sur une portion rectangulaire A de Z¢, avec des conditions aux
bords périodiques, interagissant selon I’Hamiltonien

:—JZUZUJ—hZJZ , (11)
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ol la premiére somme porte sur les liens de A. Donner une borne supérieure a 1’énergie libre par
spin F,(5,H)/|A|, en considérant pour g une mesure produit de spins indépendants.



