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1 Entropie de Shannon

Commentons les hypotheses faites sur S :

(P1)
(P2)
(P3)

(P4)

La continuité est “naturelle”, changer infinitésimalement une probabilité ne peut provoquer de
grand changement dans le manque d’information.

Le manque d’information est maximal si les événements susceptibles de se produire sont équi-
probables, il n’y a pas de stratégie possible pour deviner ’évenement qui va se produire.
Rajouter un évéenement qui ne se produira jamais ne change pas le manque d’information sur le
tirage.

Tirer un événement dans [1, M] est équivalent a tirer A ou B avec les probabilités g4 et ¢p,
puis, conditionné a ce premier tirage, choisir I’évenement élémentaire a l'intérieur du groupe
choisi avec la probabilité conditionnelle. Le manque d’information est donc additif sous cette

décomposition.
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. En appliquant la regle de décomposition avec M = 2, g4 = p1, g = p2, il vient

S(p1,p2) = S(p1,p2) + (p1 + p2)S(1) = S(p1,p2) + S(1) . (2)

Il n’y a en effet aucun manque d’information sur un évenement dont le tirage est déterministe.

Comme ’hypothese (P4) correspond a cette formule pour o = 2 on peut faire une récurrence
sur «, dont le principe est schématisé sur cette figure pour o = 3 :
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Explicitement,
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en utilisant (P4). On utilise ensuite ’hypotheése de récurrence au rang o — 1 pour transformer le
S de la deuxieme ligne, ce qui donne
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En utilisant (P4) on voit finalement que la premiere ligne est S(qi,...,qq), ce qui conclut la
preuve.

. Il suffit de considérer I’entropie de M N évenements équiprobables, regroupés en o = M blocs
de N évenements.

. En itérant cette relation il vient o(I") = no(l). On veut exprimer o(l) en terme de o(2), on
définit donc m(n) = |n8L|, de sorte que 2™ < I™ < 2™*1, En utilisant aussi la croissance de o

In2
on obtient
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mo(2) < no(l) < (m+1)o(2) (5)
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En prenant la limite n — oo a [ fixé il vient o(l) = % Inl = klnl. Il faut que k soit positive

pour que ’entropie du cas équiprobable soit croissante.

. En réduisant au méme dénominateur on peut écrire p; = N;/D, ou D et les N; sont des entiers.
En utilisant la décomposition de I’entropie pour D évenements équiprobables groupés en M blocs
contenant chacun N; évenements élémentaires, il vient
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soit
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en utilisant ’expression précédemment établie pour o.

. Comme QM est dense dans RM et que S est supposée continue cette expression reste valable
pour des probabilités arbitraires.



2 Propriétés de ’entropie

1.

On peut remarquer que g(x) = —zlnx est une fonction concave sur [0, 1], sa dérivée seconde
—1/x étant négative. Pour une valeur de o on a donc

—(ap(@) + (1 - ajr(g)) n(ap(a) + (1 — )p(a)) = —ap(g) np(g) — (1 - ajv(g)nv(a) , (9)
qu'’il suffit ensuite de sommer sur g pour obtenir S(au + (1 — a)v) > aS(u) + (1 —a)S(v).

. Notons que pour a,b > 0

gla+b)=—(a+b)In(a+b) =—aln(a+b) —bln(a+0b) < —alna—blnb = g(a) + g(b) , (10)
car le logarithme est croissant. De plus
g(uwv) = —uvln(uv) = —wvlnu — wwInv = ug(v) + vg(u) , (11)
donc
glaz + (1 - a)y) < glaz) + g((1 — a)y) = ag(z) + (1 — a)g(y) + zg(a) + yg(1 —a) . (12)
pour a, z,y € [0,1].

En appliquant cette inégalité avec © = u(o), y = v(o) et en sommant sur ¢ il vient bien le
résultat demandé.

. Le logarithme étant une fonction concave, pour toute fonction positive f(o) et toute mesure de

probabilité p(a) I'inégalité de Jensen conduit a

> o) In(f(g)) <In <Z u(g)f(g)> : (13)
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—D(ulv) < n (Z u@:g) 0. (14)

Le logarithme étant strictement concave il n’y a égalité que si f est constante, autrement dit
D(pllv) =0=p=v.
Notons qu’on peut aussi prouver l'inégalité a partir de lnx < x —1:

Diull) = uta ( ;)sZ@(g)—u(g)):o (15)

\/

En appliquant cette inégalité a f(o) =

. Comme p(ag) € [0,1] les termes de la somme sont non-négatifs, d’ou S(p) > 0. Pour que S(u)

soit égale a 0 il faut que p(o)In(u(c)) = 0 pour tout g, i.e. que u(o) € {0,1}, comme pu est
normalisée cela implique que (o) = dy 7, la mesure est supportée par une seule configuration 7.
Notons v la mesure uniforme sur les |x|I®! configurations, avec v(g) = X I‘ a7+ Alors

D(pllv) = =S(p) +1AlIn[x] =0 = S(u) < |Alln|x] . (16)

On peut aussi le voir comme une conséquence de I'hypothese (P2) de l'exercice précédent. La
borne n’est atteinte que pour p = v, la mesure uniforme.

. Comme ppppe est une mesure de probabilité sur le méme espace de configurations que p on peut

calculer

—S(w) = > wllerop))mpnler) = > pl(eyape)) Inpac(oye)
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500 - Y halon) nsale) - 3l sy
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= =5(w) + Sa(p) + Sac(p) = 0 (17)
La borne est atteinte si = pappc, c’est-a-dire si les variables dans A sont indépendantes de
celles dans A€, I'information mutuelle est alors nulle.

D(pu|peapinc)



6. L’entropie conditionnelle est la moyenne, sur la variable conditionnante, de ’entropie de la loi
conditionnelle. D’aprés la définition,

Sanen) = = St (D) = 00 = Suel) = Sa0) ~ Taacl) < Sal0) - 18)

" fine (@
puisque l'information mutuelle est positive. On peut ainsi interpréter

Inae(p) = Sa(p) = Sajae(p) = Sac(p) — Sacja(p) (19)

comme la réduction (moyenne) du manque d’information sur une des deux variables aléatoires
quand l'autre est connue.

3 Principe variationnel de Gibbs

1. Notons que I'énergie libre de Gibbs Fgibbs(5, H, i) a bien la forme “énergie (moyenne) - tempé-
rature X entropie”. Calculons la distance de Kullback-Leibler entre p et peo(8, H) :

Diulue(5, ) = e in (@) 25500 ) = =)+ n 25, H )48 S uHie) . (20)

soit
Feavps(B, H. 1) = Fo(B, H) + %Dwrmcw,m) | (21)

Comme D > 0 on a Fgipbs(B8, H, ) > Fo(B, H), et comme D(uc(8, H)||pu.(8, H)) = 0 la borne
est atteinte pour u = (5, H). Comme D(u||lv) = 0 seulement si p = v, pe(8, H) est I'unique
point ou le minimum est atteint.

Une preuve alternative de I'inégalité consiste a écrire

=B m(e)H (a)—> p(e) In p(a)
Z(BH) =Y e Pl = Zl‘ ~BH(o)-Inu(0) > o = R . (22)

g

en appliquant I'inégalité de Jensen & la fonction exponentialle qui est convexe. Il suffit ensuite
de prendre le logarithme et de diviser par —f.

Pour vérifier que Fgibbs(5, H, e(8, H)) = F¢(8, H) on aurait aussi pu calculer 'entropie de la
loi canonique,

e—BH(2)
S(uc(B, H Zuc B,H,a)] ( 70 )> =WZ(8,H)+BY (B, H,o)H(a) . (23)

2. Pour maximiser une fonction en imposant des contraintes on utilise la méthode des multiplica-
teurs de Lagrange. Ici on doit maximiser S(u) par rapport & u, en imposant la normalisation
Yomlo) =1et > p(c)H(o) = E, une énergie donnée. La méthode des multiplicateurs de
Lagrange consiste donc a chercher un point stationnaire de S(u)+ A", p(o)+B >, p(a)H(o),
ot A et B sont les multiplicateurs de Lagrange. En annulant la dérivée par rapport a u(g) de
cette fonction on obtient

o) = et BHE) (24)
Les multiplicateurs de Lagrange A et B sont ensuite fixés pour satisfaire les contraintes. On
retrouve alors la loi canonique, avec B = —f3, et e = 1/Z. On peut voir aussi 'énergie libre

de Gibbs, a un facteur —1/f pres, comme la fonction de Lagrange a maximiser. Le fait que
I’entropie soit maximale (et non minimale) & cet extrémum vient de sa concavité.



3. La fonction qui a H associe

B> ule)H(g) — BF.(, H) (25)

g

est convexe et dérivable (c’est évident pour le premier terme, et cela a été démontrée en cours
pour le deuxieéme). Le minimum est donc atteint au point H ou ses dérivées par rapport aux H (o)
s’annulent, autrement dit H (o) = —% In pu(a)+C, ou C est une constante indépendante de g. On
a donc un Hamiltonien H tel que Mc(ﬂ,ﬁ') = u. Comme FGibbS(ﬂ,ﬁ',,uc(ﬁ, }AI) =p) = FC(B,ﬁ),
il vient

> we)H(o) - %Sm) = F.(8,H),  soit S(u)=8 ule)H(e) - BF.(8,H). (26)

4. Notons p la mesure produit dans A, ou chaque spin a indépendamment I'aimantation m,

ulo) =11 % On a alors
iceA

1 1 14+m 1+m 1-m 1—m
— I H,p) = —Jdm?*—hm—— =— ] — 1
P (B Hu) = — = —gs(m) - ston) =~ (257 ) < ()

car il y a 2d liens autour de chaque site mais il ne faut les compter qu’une fois pour chacune des
deux extrémités. La borne étant vraie pour tout m, on peut donc conclure
1 1

WFC(ﬁ,H) < mEl[rile} fem(m) , fem(m) = —=Jdm* — hm 5s(m) ) (27)

ou l'on a reconnu I'expression de I’énergie libre de champ moyen établi au TD 1.

Plus généralement, le principe variationnel de Gibbs est souvent exploité en mécanique statis-
tique, sous le nom de “méthodes variationnelles”. En effet en général on est incapable de calculer
exactement Fi(f, H) pour un Hamiltonien H (o) un peu compliqué. On peut néanmoins calcu-
ler Faibbs|B, H, 1] pour des mesures p suffisament simples. En cherchant le minimum de cette
fonction dans un sous-espace de M on obtient donc une borne supérieure de la quantité inacces-
sible F.. Quand u se cantonne aux mesures produits on obtient ainsi 'approximation de champ
moyen.

Dans ce contexte le principe variationnel est souvent exprimé sous la forme
FC(IB’H)SFO+<H_HO>O7 (28)

ol la mesure variationnelle est prise de la forme p = e=#H0/Z; les moyennes avec cette mesure
étant notées (o), et Fy étant I’énergie libre associée au Hamiltonien variationnel Hy.



