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Résumé

On cherche a étudier des représentations de GL,(Qp). Comme c’est
un probléme difficile, on se restreint au cas des représentations locale-
ment analytiques. Dans ce mémoire, on va travailler sur certaines repré-
sentations localement analytiques en dimension 2, qui sont construites
par induction (c’est actuellement le seul moyen connu de construire des
représentations localement analytiques). Pour ces représentations, on va
obtenir une condition nécessaire et suffisante d’irréductibilité.
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1 Préliminaires

1.1 Définition de Q,, Z,, C,

Propriétés de Q,

Définition 1.1. La valeur absolue p-adique du rationnel z est
|x‘p = p—v,,(x)

ot vp(§) = vp(a) — vp(b) et v, est la valuation p-adique.

1l est intéressant de voir que cette valeur absolue est ultramétrique.
Remargue : on ne démontrera pas ce résultat, mais Q, n’est pas algébriquement
clos.

Définition 1.2. Q, est le complété de Q pour cette valeur absolue.
Proposition 1.1. On a Q, = {Zpr arp®lr €Z, 0<a; <p-— 1}

Démonstration. Déja 'ensemble des sommes finies dans ’ensemble précédent
sont dans Q. Par ailleurs, pour la métrique p-adique, les restes de telles séries

n

convergent vers 0; en effet ’E,On(ak)pk‘ < p™", ainsi l'ensemble décrit ci
= P

dessus est inclus dans Q,.
Posons A = {Z,QT arpFlr €Z, 0 < a; <p— 1}. Z C A (sommes finies avec

r = 0). A est clairement un anneau. De plus I'inverse formel de telles séries (non
nulle) existe sous cette forme, donc A est un corps. Donc Q C A. De plus
une suite de telles séries est de Cauchy si et seulement si tous les termes sont
constants & partir d’'un certain rang, donc sa limite dans Q, est bien dans A.
Donc A est fermé dans Q, et contient Q, donc A = Q,,. O

On peut remarquer que le r maximal dans cette écriture est la valuation de
I’élément.
Proposition 1.2. Dans Q, une série est convergente si et seulement si son

terme général tend vers 0.

Démonstration. Soit Y, -, an une série a coefficients dans Q,, telle que a,, —
- n—oo

0.
Soit R, le reste de rang n, comme |.|, est ultramétrique,
on a |R,|, < suplay|p, ainsi |R,|, — 0, et comme Q, est complet la série
kZTL n—oo

converge. O

Propriétés de Z,

Définition 1.3. Z, (Panneau des entiers p-adiques) est la limite projective des
p%. C’est-a-dire que x € Z, est une suite (a,)nen avec a, € {0,--- ,p" —1} et,
sin<m, ap = ap[p"]-

Proposition 1.3. 7Z, est compact.



Démonstration. {(an)nen | an € {0, ,p™ — 1}} est compact (comme produit
de compacts). Par ailleurs, Ay = {(an)neny € A | ar = ag41[p"]} est fermé dans
Z, par continuité des projections. On a Z, = [\, cy Ax et ainsi Z, est fermé
dans un compact, donc compact. O

Proposition 1.4. Z, est isomorphe comme anneau topologique au sous-ensemble

de Qp. :

> anp™ | Vi€ Na, €{1,---,p—1} » = B(0,1)

n>0

Démonstration. On envoie chaque série sur la suite de ses réductions modulo
p™. Ceci est clairement un isomorphisme d’anneaux. Montrons que les topologies
sont, les mémes. Il suffit de regarder des bases de voisinages de 0.

Pour la topologie limite projective, une base est ’ensemble des suites nulles
jusqu’a un certain rang r, qui s’envoie sur les séries de valuation supérieure ou
égale & 7, soit la boule de centre 0 et de rayon p~", et ces boules constituent
une base de voisinages de 0 dans Q,,. O]

Comme Z est 'ensemble des sommes finies dans ’ensemble précédent, on a
Z dense dans Z,.

Proposition 1.5. Z; = Z, \ pZ, Dans Q, on a les égalités suivantes :

- Z; =5(0,1)
-2y = Bf(071)
- pZy = B(0,1)

Démonstration. Avec I’écriture séquentielle, la multiplication est la multiplica-
tion terme & terme, et a, est inversible dans Z/pZ ssi p |/a,,. Ainsi x € Z,, est
inversible ssi x & pZy,.

Si x ¢ pZy, alors |z|, = 1, on a bien Z; = S(0,1). Réciproquement, en
voyant les éléments de Q, en tant que séries, on a le résultat.

Si x € Zyp, on écrit x =), ., anp™ avec cette écriture, on voit que |z|, < 1
ainsi Z, C B#(0,1), par le méme argument que précédemment la réciproque est
claire.

Avec ce qui précéde, pZ, = B(0,1) O

Proposition 1.6. Z, est non-dénombrable.

Démonstration. Z, est localement compact, c’est donc un espace de Baire.

Les singletons sont des fermés d’intérieur vide (il n’y a pas de point isolé car
0 n’est pas isolé) dans Z,. Ainsi, si Z, était dénombrable, Z,, serait d’intérieur
vide, ce qui n’est pas car dans Q, on a Z, = B(0,1) O

Il est intéressant de remarquer que tout = € Q,, s’écrit # aveck € Zp, n € N.

Définition de C,

Définition 1.4. C, est le complété de la cloture algébrique de Q.



Le logarithme p-adique On peut poser pour |z| <1 :

-1 n+1
log(1+z) = Z %x"
n>1

et pour |z| < R :

n

expla) = Y

n>0

Lorsque cela a un sens, log et exp vérifient log(zy) = log(x) +log(y) et exp(z +
y) = exp(x) exp(y), exp(log(x)) = x et log(exp(y))

La fonction log admet un unique prologement &

que log(p) = 0.

On note oo = {2z € Cp, In, (1+2)P" =1}.

On a peo NQ, C {z € Qp, log(1+ z) =0}.

De plus si log(14z) = 0, pour n assez grand, on a (1+x)?" = exp(p™ log(1+x)) =
exp(0) =1 donc z € piso.

y.
Qp C K (extension finie) tel

Pour les démonstrations, voir [Dia99]

1.2 Fonctions localement analytiques sur un ouvert de (@g

On prendra dans toute la suite K une extension finie de Q.

Définition 1.5. Soit X un ouvert de Qz.

On dit que f : X — K est localement analytique si elle s’écrit comme une
série entiére convergente en les coefficients au voisinage de tout point de X. On
appelle cet espace C* (X, K).

Si X est compact, on définit pour n € N, soit :

A, ={feC™X,K) |
f se développe en série entiére sur toute boule de rayon p~"}

On définit sur Ay, ||f||, = sup,cx (sup(|a;(f)[,p~™)) oi, au voisinage de sur la
boule de centre x et de rayon p~" les a; ., sont les coeflicients du développement
de f en série entiére. Comme, dans Q}, deux boules de méme rayon sont soit
égales soit disjointes, le recouvrement par des boules de rayon p~"™ est fini, le
premier supremum est donc un maximum. Le deuxiéme est fini car si une série
converge, son terme général tend vers 0.

OnaC*(X,K) = U, cn An, et les inclusions des A,, sont compactes, I’espace
C*(X, K) est donc une limite inductive d’espaces de Banach qui est alors un
espace de type compact.

Définition 1.6. Si V est de type compact et X ouvert de Q% on définit
C*(X,V) ainsi : si V =, V» et les V,, sont des espaces de Banach on pose :

C*™(X,V) =), C*(X,V,) (les restrictions) ou C**(X,V,) est définie comme
les fonctions localement analytiques au sens des espaces de Banach.



1.3 Représentations localement analytiques

Définition 1.7. Soient G un sous-groupe compact de GL4(Q,), et H un sous-
groupe de G. Soit x un caractére localement analytique & valeurs dans K :

x:H— K"

Soit V = {f € C*(G,K) | f(gh) = x(h™1)f(g)} qui est bien un espace de type
compact.

On donne pour g € G, p,(f) =z — f(9 ')

(V, p) est la représentation, localement analytique, de G induite par y : on la
note Ind% (x).

Définition 1.8. Une représentation (V, p) d’un groupe G est localement analy-
tique si V est un espace de type compact, pour tout g € G, p, est continue, et
pour tout v € V., g — p4(v) est localement analytique sur G.

Définition 1.9. Une représentation est dite topologiquement réductible si elle
admet une sous-représentation fermée, topologiquement irréductible sinon.



2 Position du probléme

2.1 Probléme posé

Soit G = GL2(Q)) et Gy = GL2(Z,), B 'Iwahori de G (le sous-groupe de
Go des matrices triangulaires inférieures modulo p), P le sous- groupe de Borel
de G (matrices triangulaires inférieures), Py = P celui de Gy, P; les matrices
triangulaires supérieures de B, T le sous-groupe des matrices dlagonales de G.
OnaTCPy,Py CBCGyCGetTCPCQG.

On prend K une extension finie de Q.

Remarque : en fait le résultat reste vrai pour Q, C K C C, une extension de
corps avec K sphériquement complet.

Soit x : T'— K™ un caractére localement analytique. On étend x & P en posant

(5 p=x(5 o

(En fait on a ainsi tous les caractéres localement analytiques de P.)
On cherche a étudier Pirréductibilité topologique de Ind$ ().

-1
py it X(( 0 ?)) est un morphisme de QF — K™ continu.

Proposition 2.1. il existe c(x) € K tel que localement (pour t proche de 1),
t=1 0
(g )= et g

Démonstration. Pour ¢ proche de 1, on note f = logop, oexp d’un voisinage
ouvert de 1 dans K.
Ona f(u+v) = f(u) + f(v)
Ainsi, sur Q, f(¢) = f(1)g. On a, pour t petit, par continuité de f, f(t) = f(1)t.
t

px(t) = expof olog(t) = exp( (1) log(t))
O

0 t!
On va démontrer le résultat suivant :

1
On note aussi oy : ¢+ x ( 0))

Théoréme 2.2. Ind$(x) est topologiquement irréductible ssi ¢(x) & —N.

2.2 Simplification du probléme

On cherche & étudier Ind%(x); on va d’abord chercher & le décomposer en
représentations plus simples.
Tout d’abord, comme Q, = p~Z,, on a G = G, P
Proposition 2.3. L’application de restriction Ind%(x) Y,
isomorphisme de Gy-représentations topologiques.

Indgg(x) est un

Démonstration. En effet, si f appartient & IndIG;(‘]) (x), on peut poser ¢(f)(gopo) =
X(po) "L f(g0) pour go € Go,po € P. Elle est bien définie car si gopg = g1p1 alors
go = gippg - et pipgt € PN Go = Py done f(go) = x(pipg ") flg1) =

X(Po)x(p1) ™" f(g1) done x(po) ™" f(g0) = x(p1)~"f(g1). On vérifie alors aise-
ment que Y et ¢ sont inverses I'une de l'autre, et sont des morphismes de



G-représentations. 1 est clairement continue, linéaire, bijective, c’est donc un

homéomorphisme par propriété des espaces de types compacts.
O

11 suffit donc d’étudier Indgg (x)-
On utilise alors la décomposition de Bruhat :

Proposition 2.4. Gy = BU BwPy (union disjointe) ot w = ((1) _01)

Démonstration. En effet, si by =

{(pca Z) ,b,ceZpX}
Soit g = (pca Z) (g 3) € BwP,.

_ (paa+0b6 by\ o ; . : .
Alors g = <ca +dB dy) Si g € B, alors by n’est pas inversible, donc soit

, . e VI _ (plaa+V3) pb'y\ |
b n’est pas inversible : b = pb’ mais alors g = ( ca+dp dr n’est pas

o

Zb) € B, bpw = (Zzlb _i). Donc Bw =

dans Gg : impossible, soit v n’est pas inversible : v = py’ mais alors g =

/
(ic;a:-d%ﬁ 521) n’est pas dans Gy : impossible. Donc B N BwP, = (.

Soit maintenant <)Z( ;C € Go\B. Alors ZY — T'X et Y sont inversibles.
P Y 1 0y (X Y .
De plus, (ZTYI(Xp) T> (Yl(Xp) 1) = (Z T) la matrice
1 0 1 p Y
(Yl(X —p) 1) est un élément de Py et (Z —TY (X —p) T) € Bw car

Y est inversible et Z —TY "}(X —p) =Y 1(ZY —TX) +pTY ! est inversible
car ZY — TX Vest. Donc Go\B C BwPy : Gy = BUCwPF,.
O

On peut en déduire la décomposition :

Proposition 2.5. Indgﬂ0 (x) = Ind?r (X)@Indg_ (wx) comme B-représentations
0 0

1

topologiques, ot wx : x € Py — x(w™ zw).

Démonstration. wy est bien défini carsiz = (g i) € Py, wlzw = (_Cb 2)

est un élément de Py
L’isomorphisme se fait via I’application

e Indgg (x) — Indlf% (x) @ Indg[; (wx)
[ — fip®z— flrw)

qui est bien définie :
fiB € Indg;r (x) est évident.

x — flzw) € Indﬁo_ (wy) car si b € B,py € Py, f(bpow) = f(bww ! pow) =
X(w™pow) =1 f (bw) = wx(po) " f (bw).



1 est évidemment un morphisme de B-représentations topologiques.
Soit :
¢: | dp () @ Indp_(wx) — ndF(x)
ou
h: Go — K
beB +— f(b)
bwpy € BwPy +——  x(po) 'g(b)

L’application h est bien définie, d’une part par décomposition de Bruhat, et car
si bpwpy = bywp; € BwPy, alors by = blwplpalwfl, donc wplpalwfl € ry,
donc g(bo) = wx(wpipy w™)"1g(br) = x(p1pg 1) " 9(b1) = x(po)x(p1) "9 (b1)
d’ott x(po) ' g(bo) = x(p1) " g(b1).

On a bien h € Indgo0 (x), car B et BwP, sont tous les deux stables par multi-
plication & droite par Py, donc si x € gg et po € Py :

si apo € B, alors « € B et h(zpo) = f(zpo) = x(po) " f(2) = x(po) " ().

si xpg € BwP,, alors x = bwp; € BwPy donc h(xpy) = x(pipo) tg(b) =
X (o)~ x(p1) " g(b) = x(po) " h(bwpr) = x(po) ().

On vérifie alors facilement que ¢ et 1 sont inverses 'une de I'autre. De méme
que précédemment, v est un homéomorphisme, donc un isomorphisme de G-
représentations topologiques.

O

2.3 Réduction a C*(Z,, K)
Proposition 2.6. B/P; ~ Z, (bijection) et

t: |42, — B

1 0
b — (b 1)
est une section de B — B/Py (attention, P, # B).
Démonstration. Posons H = 1(Z,) (¢ est un isomorphisme Z, — H)
Soit )Z( ? € B (Y epZy, X, T €Zy).
X Y 1 0\ /X Y 1 0

Alors (Z T> = (ZX‘1 1> (0 T ZX‘1Y>’ etona (Zx—l 1> eH
et <)O( T_ Z};(_l},) € Py, car X € Zy, et T-ZX"Y e Ly car T € Z; et
Y € pZy.

De plus H N Py = {1} donc cette décomposition est unique (Si hpy = h'p1,
alors ' 'h =pipy ' € HN Py)

oume (£ 1) (zts Der (3 )5 1)

Soit alors :
j:|B/Py — H
bPy +— w(b)

Cette application est bien définie car si bP; = b’ Py, alors b = bpg avec pg € Py .
Donc (b )7(b') = w(b)7(b)po, mais 7(b)py € Py , donc par unicité 7(b') = m(b).



La fonction j est surjective car si h € H, w(h) = h.
Elle est injective car si w(b) = w(¥'), alors

)7(b)
)T (b)

DT 7)) 7 (b)
V()" r(b)

b=
= b
= b

et 7(b')"17(b) € Py, donc bP; =Py .
O

Corollaire 2.7. Indg_(x) ~ C*(Zy, K) comme K-espaces vectoriels topolo-
0

giques, et l'action de Z, <5 B sur C*(Zy, K) induite par cet isomorphisme est
simplement laction de translation.

Démonstration. Soient
Y| dg () — C(Zy, K)

f — fou

et
¢ 1| C™M(Zy, K) — Indp-(x)
fo— (b= x(r(0) " for Tt om(b))

— Il est clair que % est bien définie, linéaire, continue.

— ¢ est bien définie, car si f € C*(Z,,, K), b€ B, py € Py, bpo = (b)7(b)po
donc 7(bpg) = 7(b) et 7(bpy) = 7(b)po par unicité.
Done ¢(f)(bpo) = x(7(bpo)) " (e~} (m(bpo))) = x(7(b)po) "' f(:™H(w (D)) =
X(Po) Tx(r(0) T F (™ H(w (b)) = x(po) 1o (£)(B)-

— ¢ est clairement linéaire, continue.

— ¢ et 1 sont inverses I'une de l'autre :
¢o(f)(b) = x(7()) "' foro om(b) = x(7(0) " f(m(b)) = f(b) car
fe IndB (x).

b0 dlo)(2) = x(r(u(2) g o1~ o m(u(2) = g 017 (u(2)) = g(2).
L’action de Z, < B sur C*"(Z,, K) induite par cet isomorphisme est donnée

par z.f(z) = u(2).f(x) = f(z — 2) (cf. partie suivante)
O
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3 Critére nécessaire

Théoréme 3.1. Si ¢(x) € —N, alors Ind$(x) n'est pas topologiquement irré-
ductible.

On va méme dans ce cas décrire explicitement une sous-représentation propre.

Démonstration. On se place dans le cas ¢(x) € —N. Pour f € Ind%(x), en tout

. b . t1 t .
point g = ¢ € (G, on peut écrire pour x = b2 assez petit :
c d tg t4

Flg+a) = oy (det(g+2) S an(f g5t

meN+

On pose W le sous-espace des f € Indg(x) telles que pour tout g € G et m € N4,
si mo + my > ¢(x) alors a,,(f,g) = 0.

W est une sous-G-représentation de Indg(x) : soit g = (Z Z) eGet feW,

montrons que g~1.f € W. Soit = TUoT2) ot = by proche de .
T3 X4 h3 h4

Lorsque gh est assez proche de gz (et pour cela il suffit d’avoir h assez proche
de z), on peut écrire le développement en gz de f :

g ' f(h) = f(gh)
. ahy +bhs ahg + bhy
o f chi +dhs cho + dhy )
= ox(detgh) Y am(f,gz) - (a(hy — 1) + b(hs — x3))™

meN*
“(alh2 — 2) + b(hy — 4))™
(c(h1 —x1) +d(hs — 23))™
. (C(hg — .172) + d h4 — Ji4))m4
= oy (deth) > oy(det g)am(f,g7) - (alhy — z1) + b(hs — 23))™

meN?
+(alhg = x2) + b(hy — x4))™
(c(hy — x1) + d(hg — x3))™?
“(c(hg — x2) + d(hg — 24))™.
Les termes non nuls en (he —x2) et (hy —x4) proviennent uniquement des termes
(a(he —x2) + b(hg —x4))™2 et (c(hy — x2) + d(hg — 24))™*, donc sont de degrés

inférieurs ou égaux a c(x) car f € W.
Donc g~ l.f e W.

Montrons maintenant que W est une sous-représentation propre.

11



Tout d’abord, W # 0.
En effet regardons :

G — K
f: a b -1
9=\, 4) — ox(detg)p(d~"detg)

f est bien localement analytique car 3, det et p, le sont.

Deplussigz(ccl Z)EGetpoz(ng 2)6]3,

ar +by bz
cr+dz dz
= oy (det gpo)py ((dz)~" det gpo)

(
= oy (po)py (2~  det po) f(9)
= x(po)~" f(9)-

J(gpo)

|
~

Donc f € Ind%(x).
On a de plus f € W, car p, est localement proportionnelle & 1’élévation & la

puissance ¢(x) € —N.

De plus, W # IndZ(x).
En effet, sinon W N Indg_ (wyx) = IndIB;_ (wyx) = C*(Z,, K). Or via l'isomor-
0 0
phisme Indg_(wx) = C*(Zy,K), W N Indg_(wx) s’envoie sur les fonctions
0 0
localement polynomiales de degré au plus —c(x), mais il existe des fonctions de

C*(Zyp, K) qui ne le sont pas (I’élévation & la puissance 1 — ¢(x) par exemple).
O

12



4 Critére suffisant

4.1 Dualité

Pour étudier ces représentations, on va maintenant s’intéresser & leur dual :
On note tout d’abord, pour H = Z,, ou H sous-groupe de G, C**(H, K) 'espace
vectoriel des fonctions localement analytiques de H dans K, et D(H, K) son
dual.

On admettra le résultat suivant :

Si H est compact, D(H, K) est un espace de Fréchet pour la topologie
forte.

Pour une preuve, voir [Sch05].
On va munir D(H, K) du produit de convolution de la maniére suivante :

Produit de convolution

Proposition 4.1. On pose pour f1, fo € C*(H, K), (f1xf2)(g91,92) = f1(g1)-f2(g2).
On a une unique application bilinéaire

&: D(H,K) x (H,K) — D(H x H,K)
telle que, pour tout f1, fo € C*"(H, K)

(A@u)(fi x fa) = A(f1)-u(fa)-
Cette application est continue par rapport & chacune des variables.

Démonstration. On prendra H compact.

On va commencer par montrer que A = Vect({f1 x fa|f1, fo € C**(H,K)})
est dense dans C*"(H, K)

On remarque que les fonctions polynémes sont denses dans les séries entiéres.
L’espace engendré par {P; X P, € K[X1,--+ ,Xo,] | P, P> € K[X3,---,X,]}
est K[Xl, ce ,Xgn]

Soit f € C*(H, K), soit Uy,--- Uy une subdivision de H telle que f soit
une série entiére sur chacun de U;. Comme H est strictement paracompact, car
ultramétrique, (cf [Sch05]) on peut affiner cette subdivision en Vi,--- .V, telle
que les V; soient deux & deux disjoints.

Soit € > 0,
On approche & € prés f sur chacun des V; par un polynéme P;. On pose :

g:|H — K
x +— Pi(x)siz eV

g approche f & e prés, et g est bien dans A.

Comme on s’interesse a des distribution continues, on a bien ’existence et
l'unicité de A&pu.

La continuité par rapport & chacune des variables est claire.

13



Soit m : H x H — H la multiplication dans H. On pose

my: | D(Hx HK) — D(HK)
A — A(fom)

Comme m est continue, m. 'est aussi.

Définition 4.1. On définit le produit de convolution sur D(H, K) par :
cimmeo® (= [ SO (f om))

Proposition 4.2. Munie de la convolution, D(H, K) est une algébre associa-
tive. La convolution est continue par rapport aux deuzx coordonnées. Par ailleurs,
si H est compact, D(H, K) est une algébre de Fréchet.

Démonstration. Associativité :

A@u(fi x f2) = Xfr)u(f2)
= AMp(f2)fr)
= Mg+ u(f2)fi(g))

= Mg+ u(fi(9)f2))

= Mg pu(fi x fa(g,.)))

A\ p) — f— Xgr— u(f(g,.))) est encore linéaire continue, elle coincide avec
A®p sur un sous-espace dense, elle est donc égale a4 A@ .

Avec ceci A u(f) = Mg — p(f(g.))). Avec cette expression, 'associativité
est claire. O

Corollaire 4.3. A\ u(f) = A(g — M(f(g)))

Eléments de D(H,K), actions du groupe de Lie Les éléments les plus
| con(H, K K
simples de D(H, K) sont les 0., pour « € H tels que : 0n | OO (H, } : Fa)
On remarquera que d; est I’élément neutre pour la convolution.
Nous allons construire de éléments particuliers de D(H, K) grace a I'action
de lalgebre de Lie (notée g) de G.

g agit sur C**(H, K) (si H est un sous-groupe ouvert compact) par

(££)(9) = 5 Flexp(~10)g) =0

En effet, pour ¢ suffisemment petit, exp(—tr) est proche de 1 et donc dans H
Ceci s’écrit également
exp(tr)f — f
t

rf = lim

t—0

ot hf = (g9 — f(h~'g)) pour h € H qui est I’action par translation de H sur

C*(H,K)
Par ailleurs, g agit sur D(H, K) par tA(f) = A(—tf)
Réécrivons : (lA— A
. eXpIr)A —
() = i SRR 2 )
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On a, pour h € H A € D(H,K), hA(f) = (6n * A)(f) Ceci nous donne :

A = lim w*/\
t—0 t

Par continuité de la convolution par rapport a la premiére variable, on obtient :

Soscn (1) — 0
= <1imp<t‘t>1> £\ = (x61) * A

t—0

Ceci nous donne :
g — D(HK)
r — g

Ceci s’étend & une inclusion de U(g) par propriété universelle.
Par ailleurs, on a également, :

H — D(H,K)
g = 5g

Dualité des représentations On a également une structure de D(H, K)-
module sur V' le dual topologique de V' donnée par :

A u(v) = Mg — u(g~tw)). Sous cette forme, il est clair que c’est bien une
action. Par ailleurs, la définition est cohérente car u — u(g~'.v) est bien loca-
lement analytique.

Proposition 4.4. Si V' est irréductible en tant que D(G, K)-module, alors V
est topologiquement irréductible.

Démonstration. Soit W une sous-représentation propre fermée de V. V/W est
bien de type compact car il reste limite inductive d’espaces de Banach. Cette
représentation est bien localement analytique (les développements en série au
voisinage d’un point passent bien au quotient). On a alors un morphisme V' =
V/W de G-représentations.

On a donc un morphisme de D(H, K)-modules (V/W)" — V' défini par A\ —
Ao m. Cest un morphisme de D(H, K)-modules car A *x (u) = v — Mg —
u(m(g=tw))) = vim Mg = plg~ " m(v) = (A * p) o = (A * p).

Mais ¥ ((V/W)') est donc un sous-D(H, K)-module de V', propre car W était
propre. O

On définit :

On a alors :

comme D(B, K)-modules.
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4.2 Transformée de Fourier

On va construire ici la transformée de Fourier sur D(Z,, K).

Soit X,(L) ={z € L| |z| < r} et X(L) = X1(L) la boule unité ouverte dans
L pour une extension L de Q, contenue dans C,)

Pour z € X(C,) on définit pour a € Z,, :

Re(a)=(1+2)"=Y (Z) o

n>0

Comme on a |(?)|, < 1et |z], <1, le terme général tends vers 0 et donc la série
converge pour tout a € Z,. Cela définit un caractére localement analytique. On
a bien k,(1) — 1 = z.

Par ailleurs, si z € K, x, est localement K analytique.

On a ainsi une inclusion :

X(k) — C"™(Zy, K)

Z = Ky
Pour A € D(Z,, K) on définit la transformée de Fourier comme suit :
Ea(2) = Alk2)

Proposition 4.5. F) coincide avec une unique série entiére convergente dans

X(Cp).

Démonstration. La famille ((%))nen est bornée, ainsi A((?)) est bornée. On a

alors >, A(%)z" converge pour z < 1. O
Posons :

O(X) ={F(T) = Z a,T"ay, € K, F converge sur X (C,)}
n>0

Théoréme 4.6 (Amice). L’application

D(Zy, K)

T Lw
2
s

est un isomorphisme d’algébres de Fréchet.

On admettra ce théoréme. Pour une preuve, voir [Sch99].

4.3 Théoréme de Lazard

On pose G = Gal(K/K). B
On appelle X 'ensemble des G -orbites dans X (K) et X, 'ensemble des

G g-orbites dans X, (K)

Définition 4.2. Un diviseur effectif sur X, est une application de X, — N
a support fini. On a l'ordre partiel sur les diviseurs : D < D’ ssi pour tout
x € X,, D(x) < D'(x).
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Définition 4.3. A chaque F € O(X,), on associe un diviseur (F') défini par
(F)(z) = k ot k est la multiplicité de x en tant que zéro de F.

Définition 4.4.
Divt(X)={D: X — N|D|, est un diviseur effectif }
Ce qui donne naturellement :

O(X)\{0} — Divt(z)

Proposition 4.7. soient F,F' € O(X) \ {0}, alors F|F' ssi (F) < (F'), en
particulier, si (F) = (F'), on a F' = uF avec u € O(X) inversible.
Démonstration. On admettra ce résultat. Pour une preuve, voir [Sch99]. O

Théoréme 4.8. (Lazard)

1. F— (F) de O(X)\ {0} — Div*(z) est surjective.
2. La fonction
Divt(X) — {idéaux fermés non vides de O(X)}
D — Ip={FeOX)|F)>D}u{o}
est une bijection.
8. L’adhérence d’un idéal non vide I C O(X) est exactement l’idéal Ip () ot

D(1)(x) = min(F) ()

4. Dans O(X) Uensemble des idéauz finiment engendrés, ’ensemble des idéauz
fermés et I’ensemble des idéaux principaux coincident.

Démonstration. On admettra ce théoréme. Pour une preuve voir [Sch99] 0

4.4 Irréductibilité algébrique de M
4.4.1 Réduction & D(Z,, K)

Proposition 4.9. M, =~ D(Zy,, K) comme K-espace vectoriel, laction de
D(Z,,K) — D(B,K) sur D(Z,, K) induite par cet isomorphisme est simple-
ment la multiplication d’algébre, et Uaction de B — D(B, K) sur D(Z,, K) est
bA(f) = A(b.f).

Démonstration. L’énoncé dual du corollaire 2.7 est : M = D(Z,, K).

On a D(Z,,K) — D(B,K) par 3: XA~ (f — A f|m or)).

L’action de D(Z,, K) — D(B, K) sur D(Z,, K) est :

An(f) = AzAg = wl(8g- 1)) = (b= 1)) = A(z = plz = f(zx))) = Ax p(f). -
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4.4.2 Calculs préliminaires

Proposition 4.10. On peut décrire explicitement Uaction de certains éléments :

b

1. Action de B sur C*(Zp, K) : sig = (CCL d

) € Betf eC™Zy K), alors

5 1@) = ot boo et g7 (257

En particulier, laction de Z, sur C*"(Z,, K) est Uaction de translation :

w.f() = ( ' 0)_1 J(@) = f(z—u)

—u 1

On a aussi :
(6 1) 7@ =otsa)

On peut passer a la transformée de Fourier :

2.
Frioon (M=o ' R(Q+T)"~1)
A
o)
On peut décrire laction de certains éléments du groupe de Lie de B sur
C*™(B,K) :
4+ (00 . )
3. Soitut = 1 0 € Lie(B). Alors :
daf
+ - _ 4
J@) =-2@)

4. Soitu~ = <8 (1]> € Lie(B). Alors :

ol On a Posé

5 Ona -
(u—)m ( 1)m chm)em+7ﬁ ° (u+)i
=0
ol

’ .
) @(C(X) .Z>
v I\ n—1

On passe a la transformée de Fourier :

6. De plus
Fyv A (T) = log(1+ T)F\(T)
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7. En outre
Froo(T) = AF\(T)

ol
dF
AF(T)=(14+T)—(T
(T) = (1+7) = (T)
8. D’autre part
Fly-ym A(T) = (=1)™ " e™ (log(1 + T))' A™ 1 Fy(T)
i=0
Démonstration. Voir |'annexe. ]

4.4.3 Irréductibilité

Théoréme 4.11. Sic(x) € N, alors M, est (algébriquement) irréductible.

Démonstration. Une sous-représentation propre de M, correspond, via la trans-
formée de Fourier, & un idéal (car D(Z,, K) C D(B, K) agit par multiplication
sur D(Z,, K)) de O(X), invariant par action de D(B, K).

On va considérer une sous-représentation non nulle, qui correspond donc & un
idéal non nul de O(X), et montrer qu’alors I = O(X).

Pour cela, on va commencer par trouver un élément F' € I dont tous les zé-
ros sont dans fi, puis on va le perturber en faisant agir D(B, K) dessus, afin
d’obenir un autre élément F¢ € I, dont tous les zéros sont dans X \ fieo. D’aprés
le théoréme de Lazard, on aura alors < F,F° > est finiment engendré, donc
fermé, donc est égal & son adhérence qui vaut O(X) car F' et F° n’ont pas de
zéro commun, ce qui concluera la preuve.

Pour pouvoir construire 1’élément F', on va commencer par montrer le résul-
tat suivant :

Proposition 4.12. I est engendré par des éléments dont tous les zéros sont
dans foo-

Démonstration. Soit F € I\{0}. On pose Z l'’ensemble des zéros de F, et
Zy = Z\Z N pise. On va perturber ’élément F en utilisant laction des élé-

" 10
ments {

On pose f(u,z) = (1 4+ 2)* — 1 pour 2 € Zo, u € Z,. Pour tout z € Z,
u— f(u, z) est injective. En effet, si (14+2)*—1 = (142)"—1, alors (1+2)*"¥ =1
donc (u—v)log(l4+2z) = 0. Or z & s car z € Zy, donc log(1+2) # 0 donc u = v.

On veut montrer qu'il existe u € Z, tel que f(u, Zo) N Zy = 0.
Supposons par "absurde que ce soit faux. Alors pour tout u € Z;', 3z, 7 € Z,
tels que f(u,z) = 2z’. Mais par injectivité, pour tout tel couple z, z’, il existe au

plus un v € Z tel que f(v,2) = 2/, et Zy x Zy est dénombrable, mais Z, est
indénombrable : contradiction.
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On dispose donc de u € Z) tel que f(u,Zy) N Zy = 0. Alors si Z’ est I'en-
semble des zéros de <é 2) F.oonaZNZ C -

En effet, soit z € ZNZ'. Si 2 € lio, 2 € Zy. De plus il existe 2’ € Z tel que
z = f(u,2), soit 1+ 2z = (1+2")% donc log(1l + 2) = ulog(1l + 2'). Or 2z & po
donc 2’ € peo, d’ott z € Zy N f(u, Zy) = 0 : impossible.

1 0
0

engendré par un élément dont tous les zéros sont dans po.. Ceci étant vrai
pour tout F' € I, I est engendré par des éléments dont tous les zéros sont dans
Lhoo- O

D’aprés le théoréme de Lazard, < F, .F' > est principal, et donc

Soit xg, x1, ... une suite dans X décrivant les orbites par le groupe de Galois
de K des points de fio.

On va construire un élément F € T\{0} et une suite d’entiers mg < m; < ...
tels que le support de (F) et contenu dans zg,x1,... et (F)(zg) = my.

Pour cela on part d’un élément F_o € I\{0} dont tous les zéros sont dans
loo (un tel élément existe d’aprés la proposition précédente). Soit 0 < my <
ma < ... tels que pour tout k, my > (F_2)(zy). On définit ensuite le diviseur
D a support dans x1,xa, ... par D(xg) = myp — (F_3)(zk). D’aprés le théoréme
de Lazard, il existe F_; € I telle que (F_1) = D. On pose alors FF' = F_oF_4,
F vérifie bien les conditions précédentes.

On va maintenant perturber I’élément F' comme annoncé, et pour cela on va
utiliser 'action de u™.

On sait que log(1l + T') a une multiplicité exactement 1 en chaque xj. De
plus si (H)(z) > 0, alors (A(H))(z) = (H)(z) — 1, donc si (H)(z) > m, alors
(A™(H))(z) = (H)(z) — m. Ecrivons 'action de (u~)™ modulo log(1+ T :

(W)™ H(T) = ™ A™H(T) (mod log(1 4+ T)O(X))

et c™ #0 car c(x) & N.
Donc la multiplicité de z; dans (u™)™*.H vaut 0, et que la multiplicité de z;
pour j > k est strictement positive, car m; > my.

On va construire par récurrence une suite d’éléments Fj, = bo(u™ )™ F+- - -+
bi(u™ )™k F avec les by dans K, vérifiant la propriété suivante : la multiplicité
de xg, ...,z dans Fj est nulle. La multiplicité de x4+ dans Fj est strictement
positive d’gprés ce qui précéde, et on veut imposer de plus que pour tout k,
|br] < p~.

On prend by = 1, Fy vérifie alors la propriété voulue.

Supposons qu’on a construit Fi. On sait que la multiplicité de x4 dans Fj,
est strictement positive, mais sa multiplicité dans (u™)™*+1 F est nulle, donc il
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suffit de prendre by41 # 0 pour avoir la condition sur zj41. Pour les z;, j <k,
leur multiplicité dans Fj, est nulle, donc si leur multiplicité dans (u™ )™ +1 F est
strictement positive cela n’impose pas de condition sur by 1, et si leur multipli-
cité dans (u™)™+1F est nulle, ¢a n’ajoute quand méme qu’un nombre fini de

valeurs interdites pour bgy1. Il suffit donc de choisir |bg41] < p_"”i+1 en évitant
un nombre fini de cas, ce qui est possible. On a ainsi construit F'k + 1 vérifiant
les propriétés voulues.

La condition |bg| < p’mi implique que la série
Z bk (u— )mk
k

converge dans D (B, K) vers un élément U, qui donne F¢ = uy.F = limy_, o Fk.
Or par construction, la multiplicité de xj dans F} est nulle, mais sa multi-
plicité dans F'° — F}, est strictement positive, donc sa multiplicité dans F° est
nulle : le support de (F°) est entiérement contenu dans X pio, ce qui conclut

comme on l’a vu.
O

On admet le résultat suivant, dont la preuve est exactement la méme que
pour M, :

Théoréme 4.13. Si c¢(x) € —N, alors M; est algébriquement trréductible.

4.5 Non isomorphisme de M et M}

/
- _ B .
On rappelle que M~ = (Indpof (X)) .
Proposition 4.14.

Mg = D(B,K) ®pp- gy X

comme D(B, K)-module a gauche, ot x™! est K vu comme D(Py , K) module
par Daction : \.x = X(x ')z. Et D(P;,K) agit sur D(B, K) par produit(de
convolution) a droite.

Démonstration. Soient ¢, ¥ tels que :

Ui | DB, K)®@pp- oy X1 — My
AQr — A

¢: | My — D(BvK)®D(P(;,K)X_1

v (e () e

¢:| D(ZpK) — M
- wa‘l(/\)<2Hf<i 2))

est I'isomorphisme du corollaire 3.11.

ol
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Montrons que ) est un morphisme.
. B
Soit f € IndPO_ (x)-

| Py xB — K - fx -1
(hyg) — flgh)=x""(h)f(g) — 1 X

Ainsi on a, pour A € D(B,K), € D(Py ,K), A* u(f) = pix=HAf).
YA xp@)(f) X p(f)

n(xM)zA(f)
YA ® p.x)

Montrons que ¢ est un morphisme.
Soit v € D(Py, K).

¢ xv)=p @Lotp' =T (Axv)(z— f ((i ?))

W) = e N ) (ZHf(( >>)

= ¢ "N |z—e W)y~ f y

— e\ zHV(th« ) ))3

par définition de .

Posons p = <f — o (N (z — f <<i ?)))) On a bien : ¢/ = pxv. Ce qui

est exactement ¢(v.\) = v.¢(N\).
Montrons maintenant que ¢ et 1) sont inverses I’'un de ’autre.

e E (fiM(<Ai(f (H(f ((1)(;> )1)))) =)

par construction de ¢.

pop(A@x) = o(xd)

[ erf )
= (f—o Y 2 f i (1) *x51)®1
= f»—upl z— f i (1) )®x(51.
= )\@(E(Sl

= )\®a:x_1

= A®zx

Ainsi ¢ et 9 sont des isomorphismes et ¢ = ¢~ L.
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Proposition 4.15. Hompp k) (M, M;‘) — HomD(PJ K)(x_l, ]V[;,). (En fait
on a méme ’égalité)
Démonstration. Soit B € Bpp k) (D(B, K) x X*,M;}).

On a B(1,.) € HomD(P(;’K)(X*HM;,). Par ailleurs, si B(1,.) = B'(1,.) on
a bien B = B’ car B et B’ sont D(B, K) invariantes. O
Proposition 4.16. HomD(PO_AK)(X_HM;C) = {0}

Démonstration. Soit L € Homp p- (X M),
Ona: L(A1)=XA*L(1) et L(A.1) = L(A(x 1)) = Ax"HL().
En passant a la transformée de Fourier on a pour tout A € D(P; , K) :

Frop)(T) = Ax ™) Fra)(T)

Pour \ = 5( 10y, on obtient :
w1l

Frory(T) = (1 +T)"Fray(T) = Mx ™) Fray(T)

Ainsi F 1) = 0 donc (par injectivité de la transformée de Fourier) L(1) = 0 et
L=0. O

Ainsi, M, et M ;, ne sont pas isomorphes.

4.6 Fin de la preuve
Proposition 4.17. Si c(x) € —N, alors M, est algébriguement irréductible.
Démonstration. Soit W # 0 un sous-D(G, K)-module de M,.

On a vu que M, = M © M.}, comme D(B, K)-modules, que M, et MJ
sont simples (car c(wy) = —c(x)) et que M et M.} ne sont pas isomorphes.
On note 7~ et m les projecteurs respectivement sur M~ et M parallélement

a Pautre espace. Ce sont des morphismes de D(B, K)-modules.

M, est semi-simple, donc W l’est aussi. On peut donc écrire W = @je, V;
avec V; sous-D(B, K)-module irréductible de M,,.

Considérons un V;, posons W~ = n¥.

1. Si W;r = W; = 0 alors V; =0 : non.

2. Si V[/j+ = M;'J'X et W, = M, alors 7~ |y, est un isomorphisme de V; dans
M, et de méme pour 7, donc M,f, et M sont isomorphes : impossible.
Donc 'un des I/Vji est nul et pas l’autre. Supposons (par symétrie) que
W; =0:

3. Si VVJTIr =0et W, =M alors V; C kernt = My, dou V; =M, .

Conclusion : Vj = M7 ou V; = M, dou W = M ou W = M.} ou W = M,.

wx?

Comme l'action de §,, € D(B,K) ne respecte pas la décomposition M, =
My ® Mj,, W = M,.

wx
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Proposition 4.18. Si c(x) € —N, alors Indlcgg (x) est topologiquement irréduc-
tible.

Démonstration. Le résultat précedent et la proposition 4.4 donnent immeédiate-
ment le résultat. O
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5 Annexe :

calculs d’actions

Preuve de la proposition 4.10 :

Démonstration.

d’ou

1. Slg—(ccb Z)

€ B, x € Zy, alors

()G D) DOV )
- ()0 )
a+br b
(e DO )
(0 m))
= pyla+br)oy(detg™")f <21(Z>
Fpaa® = (o)A
() 0))
= Az — oy (w) e (uz))
= o)A@ (14 T)")
= oy (w) A& = (1+1)))
= o (u)  A(Katryn—1)
= o) A1+ 1) - 1)
(Y )
v) =~ ().
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4. Pour t assez petit on a :

= exp(c(x)log(1 — tm))f(l ft:r)

= exp(—c(x)tz + o)) f(a + ta® + o(t)
daf

= (1= el + o) (f(x) + ta* (@) + (1)
= 1)+ el f (@) + 2 Dyt o
Donc u™.f(z) = —e(x)xf(z) + ZCQ%(.’L')
5. On a
A e0 - m=iy e = ST e - m iy 2 (VT
= T ()0 -m - R ()
= () s em = i+ e
—m? +im —m —im + i — i +ic(x) — i + 1)
= () e em et - - m)
_ml fex) ) (m+ D) —m)
ol ( m—i ) m—i+1
_ cgm—&-l)
On a aussi :

c(()m) (c(x) —m) = e
De plus il est clair que :
urO™ = —mO™ ! + 0"t

On va montrer par récurrence que (u™)™ = (—=1)™ > " cgm)@m“ o(ut)t.
C’est évident au rang m = 0.
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De plus par récurrence :

W) = o ()

m
= u o (—1)m chm)em—i—i o (u+)i
=0

= (=" Z My o @ o (ut)
i=0

m

- mZCfm) X)© —0%out)o @™t o (ut)

= (-pm*t (Z Cgm)c(x)@ 0 @M o (yt)i
i=0

+ Z Cgm)@Q o u+ o @m—i—i ° (u-',-)i)

=0

= m+1 (Z C(m) @mﬂﬂ (u*)i
+ i M2 o (—(m + )M L @Mt o (u+)i>
i=0
= nmH (Z A™e(x)Om it o (ut)
+ Z cgm)@2 o(—m — Z‘)@m+i71 o (u+)i

+ Z CZ(-m)@2 o @Myt o (u+)i>

=0

— ]_ m+1 (Z C(m) @m+z+1 (u+)i
+ Z cgm)(fm — @Mt o (yty
i=0

+ CZ(_m)@m-&-i-&-Q (u+)i+1>
0

m+1
= (o (Z (™ (e(x) —m — i) + ¢"))OmTDHi o (it
=1

+(C(()m)(c(x) - m))@m+1>
m+1
= (—]_)m-‘rl (Z C§m+1)9(m+1)+i ° (u+)i + (C(()m+1))@m+1>

=1
m—+1
= (—1)m+1 Z C§m+1)@(m+1)+i o (u*)i

1=0
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6. Fur A(T) = ut A(rr) = A(—utorr) = M#2Ey — Nlog(1 + T)kr) =
log(1+T)F5(T).

7. Frxoo(T) = Ao O(kr) = Mz — zrp(z)) = Mo — 1+ T)akr(z — 1)) =
(1+T)A(Ler) = (14 T) 42 — AR (T).

8. Immédiat en appliquant la transformée de Fourier & 5. et en utilisant 6.
et 7.
O
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