
Critère d'irréductibilité d'induites
localement analytiques de GL2(Qp)

Aurel Page - Guillaume Scerri
sous la direction de Benjamin Schraen

27 juin 2008

Résumé
On cherche à étudier des représentations de GLn(Qp). Comme c'est

un problème di�cile, on se restreint au cas des représentations locale-
ment analytiques. Dans ce mémoire, on va travailler sur certaines repré-
sentations localement analytiques en dimension 2, qui sont construites
par induction (c'est actuellement le seul moyen connu de construire des
représentations localement analytiques). Pour ces représentations, on va
obtenir une condition nécessaire et su�sante d'irréductibilité.
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1 Préliminaires
1.1 Dé�nition de Qp, Zp, Cp

Propriétés de Qp

Dé�nition 1.1. La valeur absolue p-adique du rationnel x est

|x|p = p−vp(x)

où vp(a
b ) = vp(a)− vp(b) et vp est la valuation p-adique.

Il est intéressant de voir que cette valeur absolue est ultramétrique.
Remarque : on ne démontrera pas ce résultat, mais Qp n'est pas algébriquement
clos.

Dé�nition 1.2. Qp est le complété de Q pour cette valeur absolue.

Proposition 1.1. On a Qp =
{∑

k≥r akpk|r ∈ Z, 0 ≤ ai ≤ p− 1
}

Démonstration. Déjà l'ensemble des sommes �nies dans l'ensemble précédent
sont dans Q. Par ailleurs, pour la métrique p-adique, les restes de telles séries
convergent vers 0 ; en e�et

∣∣∣∑k≥n(ak)pk
∣∣∣
p
≤ p−n, ainsi l'ensemble décrit ci

dessus est inclus dans Qp.
Posons A =

{∑
k≥r akpk|r ∈ Z, 0 ≤ ai ≤ p− 1

}
. Z ⊂ A (sommes �nies avec

r = 0). A est clairement un anneau. De plus l'inverse formel de telles séries (non
nulle) existe sous cette forme, donc A est un corps. Donc Q ⊂ A. De plus
une suite de telles séries est de Cauchy si et seulement si tous les termes sont
constants à partir d'un certain rang, donc sa limite dans Qp est bien dans A.
Donc A est fermé dans Qp et contient Q, donc A = Qp.

On peut remarquer que le r maximal dans cette écriture est la valuation de
l'élément.

Proposition 1.2. Dans Qp une série est convergente si et seulement si son
terme général tend vers 0.

Démonstration. Soit
∑

n≥0 an une série à coe�cients dans Qp, telle que an →
n→∞

0.
Soit Rn le reste de rang n, comme |.|p est ultramétrique,

on a |Rn|p ≤ sup
k≥n

|an|p, ainsi |Rn|p →
n→∞

0, et comme Qp est complet la série
converge.

Propriétés de Zp

Dé�nition 1.3. Zp (l'anneau des entiers p-adiques) est la limite projective des
Z

pnZ . C'est-à-dire que x ∈ Zp est une suite (an)n∈N avec an ∈ {0, · · · , pn− 1} et,
si n < m, am ≡ an[pn].

Proposition 1.3. Zp est compact.
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Démonstration. {(an)n∈N | an ∈ {0, · · · , pn − 1}} est compact (comme produit
de compacts). Par ailleurs, Ak = {(an)n∈N ∈ A | ak ≡ ak+1[pn]} est fermé dans
Zp par continuité des projections. On a Zp =

⋂
k∈NAk et ainsi Zp est fermé

dans un compact, donc compact.

Proposition 1.4. Zp est isomorphe comme anneau topologique au sous-ensemble
de Qp. : 




∑

n≥0

anpn | ∀i ∈ Nan ∈ {1, · · · , p− 1}


 = Bf (0, 1)

Démonstration. On envoie chaque série sur la suite de ses réductions modulo
pn. Ceci est clairement un isomorphisme d'anneaux. Montrons que les topologies
sont les mêmes. Il su�t de regarder des bases de voisinages de 0.
Pour la topologie limite projective, une base est l'ensemble des suites nulles
jusqu'à un certain rang r, qui s'envoie sur les séries de valuation supérieure ou
égale à r, soit la boule de centre 0 et de rayon p−r, et ces boules constituent
une base de voisinages de 0 dans Qp.

Comme Z est l'ensemble des sommes �nies dans l'ensemble précédent, on a
Z dense dans Zp.

Proposition 1.5. Z∗p = Zp \ pZp Dans Qp on a les égalités suivantes :
� Z∗p = S(0, 1)
� Zp = Bf (0, 1)
� pZp = B(0, 1)

Démonstration. Avec l'écriture séquentielle, la multiplication est la multiplica-
tion terme à terme, et an est inversible dans Z/pZ ssi p 6| an. Ainsi x ∈ Zp est
inversible ssi x 6∈ pZp.

Si x /∈ pZp, alors |x|p = 1, on a bien Z∗p = S(0, 1). Réciproquement, en
voyant les éléments de Qp en tant que séries, on a le résultat.

Si x ∈ Zp, on écrit x =
∑

n≥0 anpn avec cette écriture, on voit que |x|p ≤ 1
ainsi Zp ⊂ Bf (0, 1), par le même argument que précédemment la réciproque est
claire.

Avec ce qui précède, pZp = B(0, 1)

Proposition 1.6. Zp est non-dénombrable.

Démonstration. Zp est localement compact, c'est donc un espace de Baire.
Les singletons sont des fermés d'intérieur vide (il n'y a pas de point isolé car
0 n'est pas isolé) dans Zp. Ainsi, si Zp était dénombrable, Zp serait d'intérieur
vide, ce qui n'est pas car dans Qp on a Zp = B(0, 1)

Il est intéressant de remarquer que tout x ∈ Qp s'écrit k
pn avec k ∈ Zp, n ∈ N.

Dé�nition de Cp

Dé�nition 1.4. Cp est le complété de la clôture algébrique de Qp.
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Le logarithme p-adique On peut poser pour |x| < 1 :

log(1 + x) =
∑

n≥1

(−1)n+1

n
xn

et pour |x| < R :
exp(x) =

∑

n≥0

xn

n!
·

Lorsque cela a un sens, log et exp véri�ent log(xy) = log(x) + log(y) et exp(x +
y) = exp(x) exp(y), exp(log(x)) = x et log(exp(y)) = y.
La fonction log admet un unique prologement à Qp ⊂ K (extension �nie) tel
que log(p) = 0.
On note µ∞ = {z ∈ Cp, ∃n, (1 + z)pn

= 1}.
On a µ∞ ∩Qp ⊂ {x ∈ Qp, log(1 + x) = 0}.
De plus si log(1+x) = 0, pour n assez grand, on a (1+x)pn

= exp(pn log(1+x)) =
exp(0) = 1 donc x ∈ µ∞.

Pour les démonstrations, voir [Dia99]

1.2 Fonctions localement analytiques sur un ouvert de Qd
p

On prendra dans toute la suite K une extension �nie de Qp.

Dé�nition 1.5. Soit X un ouvert de Qd
p.

On dit que f : X → K est localement analytique si elle s'écrit comme une
série entière convergente en les coe�cients au voisinage de tout point de X. On
appelle cet espace Can(X, K).

Si X est compact, on dé�nit pour n ∈ N, soit :

An = {f ∈ Can(X, K) |
f se développe en série entière sur toute boule de rayon p−n}

On dé�nit sur An, ||f ||n = supx∈X(sup(|ai,x(f)|pp−n)) où, au voisinage de sur la
boule de centre x et de rayon p−n les ai,x sont les coe�cients du développement
de f en série entière. Comme, dans Qn

p , deux boules de même rayon sont soit
égales soit disjointes, le recouvrement par des boules de rayon p−n est �ni, le
premier supremum est donc un maximum. Le deuxième est �ni car si une série
converge, son terme général tend vers 0.

On a Can(X,K) =
⋃

n∈NAn, et les inclusions des An sont compactes, l'espace
Can(X,K) est donc une limite inductive d'espaces de Banach qui est alors un
espace de type compact.

Dé�nition 1.6. Si V est de type compact et X ouvert de Qd
p, on dé�nit

Can(X,V ) ainsi : si V =
⋃

n Vn et les Vn sont des espaces de Banach on pose :
Can(X,V ) =

⋂
n Can(X,Vn) (les restrictions) où Can(X, Vn) est dé�nie comme

les fonctions localement analytiques au sens des espaces de Banach.
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1.3 Représentations localement analytiques
Dé�nition 1.7. Soient G un sous-groupe compact de GLd(Qp), et H un sous-
groupe de G. Soit χ un caractère localement analytique à valeurs dans K :

χ : H → K∗.

Soit V = {f ∈ Can(G,K) | f(gh) = χ(h−1)f(g)} qui est bien un espace de type
compact.
On donne pour g ∈ G, ρg(f) = x → f(g−1x)
(V, ρ) est la représentation, localement analytique, de G induite par χ : on la
note IndG

H(χ).

Dé�nition 1.8. Une représentation (V, ρ) d'un groupe G est localement analy-
tique si V est un espace de type compact, pour tout g ∈ G, ρg est continue, et
pour tout v ∈ V , g → ρg(v) est localement analytique sur G.

Dé�nition 1.9. Une représentation est dite topologiquement réductible si elle
admet une sous-représentation fermée, topologiquement irréductible sinon.
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2 Position du problème
2.1 Problème posé

Soit G = GL2(Qp) et G0 = GL2(Zp), B l'Iwahori de G (le sous-groupe de
G0 des matrices triangulaires inférieures modulo p), P le sous-groupe de Borel
de G (matrices triangulaires inférieures), P0 = P+

0 celui de G0, P−0 les matrices
triangulaires supérieures de B, T le sous-groupe des matrices diagonales de G.
On a T ⊂ P+

0 , P−0 ⊂ B ⊂ G0 ⊂ G et T ⊂ P ⊂ G.
On prend K une extension �nie de Qp.
Remarque : en fait le résultat reste vrai pour Qp ⊂ K ⊂ Cp une extension de
corps avec K sphériquement complet.
Soit χ : T → K× un caractère localement analytique. On étend χ à P en posant
χ(

(
a 0
b c

)
) = χ(

(
a 0
0 c

)
).

(En fait on a ainsi tous les caractères localement analytiques de P .)
On cherche à étudier l'irréductibilité topologique de IndG

P (χ).

ρχ : t 7→ χ(
(

t−1 0
0 t

)
) est un morphisme de Q×p → K× continu.

Proposition 2.1. il existe c(χ) ∈ K tel que localement (pour t proche de 1),
χ(

(
t−1 0
0 t

)
) = exp(c(χ) log(t)).

Démonstration. Pour t proche de 1, on note f = log ◦ρχ ◦ exp d'un voisinage
ouvert de 1 dans K.

On a f(u + v) = f(u) + f(v)
Ainsi, sur Q, f(q) = f(1)q. On a, pour t petit, par continuité de f , f(t) = f(1)t.

ρχ(t) = exp ◦f ◦ log(t) = exp(f(1) log(t))

On note aussi σχ : t 7→ χ

((
1 0
0 t−1

))
.

On va démontrer le résultat suivant :

Théorème 2.2. IndG
P (χ) est topologiquement irréductible ssi c(χ) 6∈ −N.

2.2 Simpli�cation du problème
On cherche à étudier IndG

P (χ) ; on va d'abord chercher à le décomposer en
représentations plus simples.
Tout d'abord, comme Qp = p−NZp, on a G = G0P .

Proposition 2.3. L'application de restriction IndG
P (χ)

ψ−→ IndG0
P0

(χ) est un
isomorphisme de G0-représentations topologiques.

Démonstration. En e�et, si f appartient à IndG0
P0

(χ), on peut poser φ(f)(g0p0) =
χ(p0)−1f(g0) pour g0 ∈ G0, p0 ∈ P . Elle est bien dé�nie car si g0p0 = g1p1 alors
g0 = g1p1p

−1
0 et p1p

−1
0 ∈ P ∩ G0 = P0 donc f(g0) = χ(p1p

−1
0 )−1f(g1) =

χ(p0)χ(p1)−1f(g1) donc χ(p0)−1f(g0) = χ(p1)−1f(g1). On véri�e alors aisé-
ment que ψ et φ sont inverses l'une de l'autre, et sont des morphismes de
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G0-représentations. ψ est clairement continue, linéaire, bijective, c'est donc un
homéomorphisme par propriété des espaces de types compacts.

Il su�t donc d'étudier IndG0
P0

(χ).
On utilise alors la décomposition de Bruhat :

Proposition 2.4. G0 = B tBwP0 (union disjointe) où w =
(

0 −1
1 0

)
.

Démonstration. En e�et, si b0 =
(

a pb
c d

)
∈ B, b0w =

(
pb −a
d −c

)
. Donc Bw =

{(
pa b
c d

)
, b, c ∈ Z×p

}

Soit g =
(

pa b
c d

) (
α 0
β γ

)
∈ BwP0.

Alors g =
(

paα + bβ bγ
cα + dβ dγ

)
. Si g ∈ B, alors bγ n'est pas inversible, donc soit

b n'est pas inversible : b = pb′ mais alors g =
(

p(aα + b′β) pb′γ
cα + dβ dγ

)
n'est pas

dans G0 : impossible, soit γ n'est pas inversible : γ = pγ′ mais alors g =(
paα + bβ pbγ′

cα + dβ pdγ′

)
n'est pas dans G0 : impossible. Donc B ∩BwP0 = ∅.

Soit maintenant
(

X Y
Z T

)
∈ G0\B. Alors ZY − TX et Y sont inversibles.

De plus,
(

p Y
Z − TY −1(X − p) T

)(
1 0

Y −1(X − p) 1

)
=

(
X Y
Z T

)
, la matrice

(
1 0

Y −1(X − p) 1

)
est un élément de P0 et

(
p Y

Z − TY −1(X − p) T

)
∈ Bw car

Y est inversible et Z − TY −1(X − p) = Y −1(ZY − TX) + pTY −1 est inversible
car ZY − TX l'est. Donc G0\B ⊂ BwP0 : G0 = B ∪ CwP0.

On peut en déduire la décomposition :

Proposition 2.5. IndG0
P0

(χ) = IndB
P+

0
(χ)⊕IndB

P−0
(wχ) comme B-représentations

topologiques, où wχ : x ∈ P−0 7→ χ(w−1xw).

Démonstration. wχ est bien dé�ni car si x =
(

a b
0 c

)
∈ P−0 , w−1xw =

(
c 0
−b a

)

est un élément de P+
0 .

L'isomorphisme se fait via l'application

ψ : IndG0
P0

(χ) −→ IndB
P+

0
(χ)⊕ IndB

P−0
(wχ)

f 7−→ f|B ⊕ x 7→ f(xw)

qui est bien dé�nie :
f|B ∈ IndB

P+
0

(χ) est évident.
x 7→ f(xw) ∈ IndB

P−0
(wχ) car si b ∈ B, p0 ∈ P−0 , f(bp0w) = f(bww−1p0w) =

χ(w−1p0w)−1f(bw) = wχ(p0)−1f(bw).
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ψ est évidemment un morphisme de B-représentations topologiques.
Soit :

φ : IndB
P+

0
(χ)⊕ IndB

P−0
(wχ) −→ IndG0

P0
(χ)

f ⊕ g 7−→ h

où
h : G0 −→ K

b ∈ B 7−→ f(b)
bwp0 ∈ BwP0 7−→ χ(p0)−1g(b)

L'application h est bien dé�nie, d'une part par décomposition de Bruhat, et car
si b0wp0 = b1wp1 ∈ BwP0, alors b0 = b1wp1p

−1
0 w−1, donc wp1p

−1
0 w−1 ∈ P−0 ,

donc g(b0) = wχ(wp1p
−1
0 w−1)−1g(b1) = χ(p1p

−1
0 )−1g(b1) = χ(p0)χ(p1)−1g(b1)

d'où χ(p0)−1g(b0) = χ(p1)−1g(b1).
On a bien h ∈ IndG0

P0
(χ), car B et BwP0 sont tous les deux stables par multi-

plication à droite par P0, donc si x ∈ g0 et p0 ∈ P0 :
si xp0 ∈ B, alors x ∈ B et h(xp0) = f(xp0) = χ(p0)−1f(x) = χ(p0)−1h(x).
si xp0 ∈ BwP0, alors x = bwp1 ∈ BwP0 donc h(xp0) = χ(p1p0)−1g(b) =
χ(p0)−1χ(p1)−1g(b) = χ(p0)−1h(bwp1) = χ(p0)−1h(x).
On véri�e alors facilement que φ et ψ sont inverses l'une de l'autre. De même
que précédemment, ψ est un homéomorphisme, donc un isomorphisme de G0-
représentations topologiques.

2.3 Réduction à Can(Zp, K)

Proposition 2.6. B/P−0 ' Zp (bijection) et

ι : Zp −→ B

b 7−→
(

1 0
b 1

)

est une section de B −→ B/P−0 (attention, P−0 6/ B).

Démonstration. Posons H = ι(Zp) (ι est un isomorphisme Zp −→ H)
Soit

(
X Y
Z T

)
∈ B (Y ∈ pZp, X, T ∈ Z×p ).

Alors
(

X Y
Z T

)
=

(
1 0

ZX−1 1

)(
X Y
0 T − ZX−1Y

)
, et on a

(
1 0

ZX−1 1

)
∈ H

et
(

X Y
0 T − ZX−1Y

)
∈ P−0 , car X ∈ Z×p , et T −ZX−1Y ∈ Z×p car T ∈ Z×p et

Y ∈ pZp.
De plus H ∩ P−0 = {1} donc cette décomposition est unique (Si hp0 = h′p1,
alors h′−1h = p1p

−1
0 ∈ H ∩ P−0 )

On pose π

((
X Y
Z T

))
=

(
1 0

ZX−1 1

)
et τ

((
X Y
Z T

))
=

(
X Y
0 T − ZX−1Y

)
.

Soit alors :
j : B/P−0 −→ H

bP−0 7−→ π(b)

Cette application est bien dé�nie car si bP−0 = b′P−0 , alors b′ = bp0 avec p0 ∈ P−0 .
Donc π(b′)τ(b′) = π(b)τ(b)p0, mais τ(b)p0 ∈ P−0 , donc par unicité π(b′) = π(b).
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La fonction j est surjective car si h ∈ H, π(h) = h.
Elle est injective car si π(b) = π(b′), alors

b = π(b)τ(b)
= π(b′)τ(b)
= π(b′)τ(b′)τ(b′)−1τ(b)
= b′τ(b′)−1τ(b)

et τ(b′)−1τ(b) ∈ P−0 , donc bP−0 = b′P−0 .

Corollaire 2.7. IndB
P−0

(χ) ' Can(Zp,K) comme K-espaces vectoriels topolo-
giques, et l'action de Zp

ι
↪→ B sur Can(Zp,K) induite par cet isomorphisme est

simplement l'action de translation.

Démonstration. Soient

ψ : IndB
P−0

(χ) −→ Can(Zp, K)
f 7−→ f ◦ ι

et
φ : Can(Zp,K) −→ IndB

P−0
(χ)

f 7−→ (
b 7→ χ(τ(b))−1f ◦ ι−1 ◦ π(b)

)

� Il est clair que ψ est bien dé�nie, linéaire, continue.

� φ est bien dé�nie, car si f ∈ Can(Zp, K), b ∈ B, p0 ∈ P−0 , bp0 = π(b)τ(b)p0

donc π(bp0) = π(b) et τ(bp0) = τ(b)p0 par unicité.
Donc φ(f)(bp0) = χ(τ(bp0))−1f(ι−1(π(bp0))) = χ(τ(b)p0)−1f(ι−1(π(b))) =
χ(p0)−1χ(τ(b))−1f(ι−1(π(b))) = χ(p0)−1φ(f)(b).

� φ est clairement linéaire, continue.

� φ et ψ sont inverses l'une de l'autre :
φ ◦ ψ(f)(b) = χ(τ(b))−1f ◦ ι ◦ ι−1 ◦ π(b) = χ(τ(b))−1f(π(b)) = f(b) car
f ∈ IndB

P−0
(χ).

ψ ◦ φ(g)(z) = χ(τ(ι(z)))−1g ◦ ι−1 ◦ π(ι(z)) = g ◦ ι−1(ι(z)) = g(z).

L'action de Zp
ι

↪→ B sur Can(Zp,K) induite par cet isomorphisme est donnée
par z.f(x) = ι(z).f(x) = f(x− z) (cf. partie suivante)
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3 Critère nécessaire
Théorème 3.1. Si c(χ) ∈ −N, alors IndG

P (χ) n'est pas topologiquement irré-
ductible.

On va même dans ce cas décrire explicitement une sous-représentation propre.

Démonstration. On se place dans le cas c(χ) ∈ −N. Pour f ∈ IndG
P (χ), en tout

point g =
(

a b
c d

)
∈ G, on peut écrire pour x =

(
t1 t2
t3 t4

)
assez petit :

f(g + x) = σχ(det(g + x))
∑

m∈N4

αm(f, g)tm1
1 tm2

2 tm3
3 tm4

4

On pose W le sous-espace des f ∈ IndG
P (χ) telles que pour tout g ∈ G et m ∈ N4,

si m2 + m4 > c(χ) alors αm(f, g) = 0.

W est une sous-G-représentation de IndG
P (χ) : soit g =

(
a b
c d

)
∈ G et f ∈ W ,

montrons que g−1.f ∈ W . Soit x =
(

x1 x2

x3 x4

)
et h =

(
h1 h2

h3 h4

)
proche de x.

Lorsque gh est assez proche de gx (et pour cela il su�t d'avoir h assez proche
de x), on peut écrire le développement en gx de f :

g−1.f(h) = f(gh)

= f

((
ah1 + bh3 ah2 + bh4

ch1 + dh3 ch2 + dh4

))

= σχ(det gh)
∑

m∈N4

αm(f, gx) · (a(h1 − x1) + b(h3 − x3))m1

· (a(h2 − x2) + b(h4 − x4))m2

· (c(h1 − x1) + d(h3 − x3))m3

· (c(h2 − x2) + d(h4 − x4))m4

= σχ(det h)
∑

m∈N4

σχ(det g)αm(f, gx) · (a(h1 − x1) + b(h3 − x3))m1

· (a(h2 − x2) + b(h4 − x4))m2

· (c(h1 − x1) + d(h3 − x3))m3

· (c(h2 − x2) + d(h4 − x4))m4 .

Les termes non nuls en (h2−x2) et (h4−x4) proviennent uniquement des termes
(a(h2− x2) + b(h4− x4))m2 et (c(h2− x2) + d(h4− x4))m4 , donc sont de degrés
inférieurs ou égaux à c(χ) car f ∈ W .
Donc g−1.f ∈ W .

Montrons maintenant que W est une sous-représentation propre.
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Tout d'abord, W 6= 0.
En e�et regardons :

f :





G −→ K

g =
(

a b
c d

)
7−→ σχ(det g)ρχ(d−1 det g)

f est bien localement analytique car βχ, det et ρχ le sont.
De plus si g =

(
a b
c d

)
∈ G et p0 =

(
x 0
y z

)
∈ P ,

f(gp0) = f

((
ax + by bz
cx + dz dz

))

= σχ(det gp0)ρχ((dz)−1 det gp0)
= σχ(p0)ρχ(z−1 det p0)f(g)
= χ(p0)−1f(g).

Donc f ∈ IndB
P (χ).

On a de plus f ∈ W , car ρχ est localement proportionnelle à l'élévation à la
puissance c(χ) ∈ −N.

De plus, W 6= IndB
P (χ).

En e�et, sinon W ∩ IndB
P−0

(wχ) = IndB
P−0

(wχ) = Can(Zp,K). Or via l'isomor-
phisme IndB

P−0
(wχ) = Can(Zp,K), W ∩ IndB

P−0
(wχ) s'envoie sur les fonctions

localement polynômiales de degré au plus −c(χ), mais il existe des fonctions de
Can(Zp,K) qui ne le sont pas (l'élévation à la puissance 1− c(χ) par exemple).
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4 Critère su�sant
4.1 Dualité

Pour étudier ces représentations, on va maintenant s'intéresser à leur dual :
On note tout d'abord, pour H = Zp ou H sous-groupe de G, Can(H,K) l'espace
vectoriel des fonctions localement analytiques de H dans K, et D(H, K) son
dual.

On admettra le résultat suivant :
Si H est compact, D(H, K) est un espace de Fréchet pour la topologie
forte.

Pour une preuve, voir [Sch05].
On va munir D(H, K) du produit de convolution de la manière suivante :

Produit de convolution

Proposition 4.1. On pose pour f1, f2 ∈ Can(H, K), (f1×f2)(g1, g2) = f1(g1).f2(g2).
On a une unique application bilinéaire

⊗̂ : D(H, K)× (H, K) → D(H ×H, K)

telle que, pour tout f1, f2 ∈ Can(H, K)

(λ⊗̂µ)(f1 × f2) = λ(f1).µ(f2).

Cette application est continue par rapport à chacune des variables.

Démonstration. On prendra H compact.
On va commencer par montrer que A = Vect({f1 × f2|f1, f2 ∈ Can(H,K)})

est dense dans Can(H, K)
On remarque que les fonctions polynômes sont denses dans les séries entières.
L'espace engendré par {P1 × P2 ∈ K[X1, · · · , X2n] | P1, P2 ∈ K[X1, · · · , Xn]}
est K[X1, · · · , X2n]

Soit f ∈ Can(H, K), soit U1, · · ·Uk une subdivision de H telle que f soit
une série entière sur chacun de Ui. Comme H est strictement paracompact, car
ultramétrique, (cf [Sch05]) on peut a�ner cette subdivision en V1, · · · , Vr telle
que les Vi soient deux à deux disjoints.
Soit ε > 0,
On approche à ε près f sur chacun des Vi par un polynôme Pi. On pose :

g : H −→ K
x 7−→ Pi(x) si x ∈ Vi

g approche f à ε près, et g est bien dans A.
Comme on s'interesse à des distribution continues, on a bien l'existence et

l'unicité de λ⊗̂µ.
La continuité par rapport à chacune des variables est claire.
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Soit m : H ×H → H la multiplication dans H. On pose

m∗ : D(H ×H,K) −→ D(H,K)
λ 7−→ λ(f ◦m)

Comme m est continue, m∗ l'est aussi.

Dé�nition 4.1. On dé�nit le produit de convolution sur D(H, K) par :

∗ := m∗ ◦ ⊗̂ (= f 7→ ⊗̂(λ, µ)(f ◦m))

Proposition 4.2. Munie de la convolution, D(H,K) est une algèbre associa-
tive. La convolution est continue par rapport aux deux coordonnées. Par ailleurs,
si H est compact, D(H, K) est une algèbre de Fréchet.

Démonstration. Associativité :

λ⊗̂µ(f1 × f2) = λ(f1)µ(f2)
= λ(µ(f2)f1)
= λ(g 7→ µ(f2)f1(g))
= λ(g 7→ µ(f1(g)f2))
= λ(g 7→ µ(f1 × f2(g, .)))

(λ, µ) 7→ f 7→ λ(g 7→ µ(f(g, .))) est encore linéaire continue, elle coïncide avec
λ⊗̂µ sur un sous-espace dense, elle est donc égale à λ⊗̂µ.

Avec ceci λ ∗ µ(f) = λ(g 7→ µ(f(g.))). Avec cette expression, l'associativité
est claire.

Corollaire 4.3. λ ∗ µ(f) = λ
(
g 7→ µ

(
f(g.)

))

Éléments de D(H, K), actions du groupe de Lie Les éléments les plus
simples de D(H, K) sont les δx, pour x ∈ H tels que : δx : Can(H, K) −→ K

f 7−→ f(x) .
On remarquera que δ1 est l'élément neutre pour la convolution.

Nous allons construire de éléments particuliers de D(H, K) grâce à l'action
de l'algèbre de Lie (notée g) de G.
g agit sur Can(H, K) (si H est un sous-groupe ouvert compact) par

(xf)(g) =
d

dt
f(exp(−tx)g)|t=0

En e�et, pour t su�semment petit, exp(−tx) est proche de 1 et donc dans H.
Ceci s'écrit également

xf = lim
t→0

exp(tx)f − f

t

où hf = (g 7→ f(h−1g)) pour h ∈ H qui est l'action par translation de H sur
Can(H, K)

Par ailleurs, g agit sur D(H, K) par xλ(f) = λ(−xf)
Réécrivons :

xλ(f) = lim
t→0

exp(tx)λ− λ

t
(f)
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On a, pour h ∈ H, λ ∈ D(H, K), hλ(f) = (δh ∗ λ)(f) Ceci nous donne :

xλ = lim
t→0

(
δexp tx − δ1

t
∗ λ

)

Par continuité de la convolution par rapport à la première variable, on obtient :

xλ =
(

lim
t→0

δexp(tx) − δ1

t

)
∗ λ = (xδ1) ∗ λ

Ceci nous donne :
g ↪→ D(H, K)
x 7→ xδ1

Ceci s'étend à une inclusion de U(g) par propriété universelle.
Par ailleurs, on a également :

H ↪→ D(H, K)
g 7→ δg

Dualité des représentations On a également une structure de D(H, K)-
module sur V ′ le dual topologique de V donnée par :
λ ∗ µ(v) = λ(g 7→ µ(g−1.v)). Sous cette forme, il est clair que c'est bien une
action. Par ailleurs, la dé�nition est cohérente car µ 7→ µ(g−1.v) est bien loca-
lement analytique.

Proposition 4.4. Si V ′ est irréductible en tant que D(G, K)-module, alors V
est topologiquement irréductible.

Démonstration. Soit W une sous-représentation propre fermée de V . V/W est
bien de type compact car il reste limite inductive d'espaces de Banach. Cette
représentation est bien localement analytique (les développements en série au
voisinage d'un point passent bien au quotient). On a alors un morphisme V

π−→
V/W de G-représentations.
On a donc un morphisme de D(H, K)-modules (V/W )′ → V ′ dé�ni par λ 7→
λ ◦ π. C'est un morphisme de D(H,K)-modules car λ ∗ ψ(µ) = v 7→ λ(g 7→
µ(π(g−1.v))) = v 7→ λ(g 7→ µ(g−1.π(v))) = (λ ∗ µ) ◦ π = ψ(λ ∗ µ).
Mais ψ((V/W )′) est donc un sous-D(H, K)-module de V ′, propre car W était
propre.

On dé�nit :
Mχ =

(
IndG0

P0
(χ)

)′

M−
χ =

(
IndB

P−0
(χ)

)′

M+
χ =

(
IndB

P+
0

(χ)
)′

On a alors :
Mχ = M+

χ ⊕M−
wχ

comme D(B, K)-modules.
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4.2 Transformée de Fourier
On va construire ici la transformée de Fourier sur D(Zp,K).
Soit Xr(L) = {x ∈ L| |x| < r} et X(L) = X1(L) la boule unité ouverte dans

L pour une extension L de Qp contenue dans Cp)
Pour z ∈ X(Cp) on dé�nit pour a ∈ Zp :

κz(a) = (1 + z)a =
∑

n≥0

(
a

n

)
zn

Comme on a |(a
n

)|p ≤ 1 et |z|p < 1, le terme général tends vers 0 et donc la série
converge pour tout a ∈ Zp. Cela dé�nit un caractère localement analytique. On
a bien κz(1)− 1 = z.
Par ailleurs, si z ∈ K, κz est localement K analytique.

On a ainsi une inclusion :

X(k) ↪→ Can(Zp,K)
z → κz

Pour λ ∈ D(Zp,K) on dé�nit la transformée de Fourier comme suit :

Fλ(z) = λ(κz)

Proposition 4.5. Fλ coïncide avec une unique série entière convergente dans
X(Cp).

Démonstration. La famille (
(

a
n

)
)n∈N est bornée, ainsi λ(

(
a
n

)
) est bornée. On a

alors
∑

n≥0 λ
(

a
n

)
zn converge pour z < 1.

Posons :

O(X) = {F (T ) =
∑

n≥0

anTn|an ∈ K, F converge sur X(Cp)}

Théorème 4.6 (Amice). L'application

D(Zp,K)
∼=→ O(X)

λ 7→ Fλ

est un isomorphisme d'algèbres de Fréchet.

On admettra ce théorème. Pour une preuve, voir [Sch99].

4.3 Théorème de Lazard
On pose GK = Gal(K/K).
On appelle X l'ensemble des GK-orbites dans X(K) et Xr l'ensemble des

GK-orbites dans Xr(K)

Dé�nition 4.2. Un diviseur e�ectif sur Xr est une application de Xr → N
à support �ni. On a l'ordre partiel sur les diviseurs : D ≤ D′ ssi pour tout
x ∈ Xr, D(x) ≤ D′(x).
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Dé�nition 4.3. À chaque F ∈ O(Xr), on associe un diviseur (F ) dé�ni par
(F )(x) = k où k est la multiplicité de x en tant que zéro de F .

Dé�nition 4.4.

Div+(X) =
{
D : X → N|D|Xr

est un diviseur effectif
}

Ce qui donne naturellement :

O(X) \ {0} → Div+(x)
F 7→ (F )

Proposition 4.7. soient F, F ′ ∈ O(X) \ {0}, alors F |F ′ ssi (F ) ≤ (F ′), en
particulier, si (F ) = (F ′), on a F ′ = uF avec u ∈ O(X) inversible.

Démonstration. On admettra ce résultat. Pour une preuve, voir [Sch99].

Théorème 4.8. (Lazard)

1. F 7→ (F ) de O(X) \ {0} → Div+(x) est surjective.
2. La fonction

Div+(X) → {idéaux fermés non vides de O(X)}
D 7→ ID = {F ∈ O(X)|(F ) ≥ D} ∪ {0}

est une bijection.
3. L'adhérence d'un idéal non vide I ⊆ O(X) est exactement l'idéal ID(I) où

D(I)(x) = min
F∈I

(F )(x).

4. Dans O(X) l'ensemble des idéaux �niment engendrés, l'ensemble des idéaux
fermés et l'ensemble des idéaux principaux coïncident.

Démonstration. On admettra ce théorème. Pour une preuve voir [Sch99]

4.4 Irréductibilité algébrique de M−
χ

4.4.1 Réduction à D(Zp,K)

Proposition 4.9. M−
χ ' D(Zp,K) comme K-espace vectoriel, l'action de

D(Zp,K) ↪→ D(B, K) sur D(Zp,K) induite par cet isomorphisme est simple-
ment la multiplication d'algèbre, et l'action de B ↪→ D(B, K) sur D(Zp, K) est
b.λ(f) = λ(b.f).

Démonstration. L'énoncé dual du corollaire 2.7 est : M−
χ = D(Zp, K).

On a D(Zp,K) ↪→ D(B, K) par β : λ 7→ (f 7→ λ(f |H ◦ ι)).
L'action de D(Zp,K) ↪→ D(B, K) sur D(Zp,K) est :
λ.µ(f) = λ(zλ(g 7→ µ(δg.f)) 7→ µ(δz.f)) = λ(z 7→ µ(x 7→ f(zx))) = λ ∗ µ(f).
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4.4.2 Calculs préliminaires
Proposition 4.10. On peut décrire explicitement l'action de certains éléments :

1. Action de B sur Can(Zp, K) : si g =
(

a b
c d

)
∈ B et f ∈ Can(Zp,K), alors

g−1.f(x) = ρχ(a + bx)σχ(det g−1)f
(

c + dx

a + bx

)

En particulier, l'action de Zp sur Can(Zp,K) est l'action de translation :

u.f(x) =
(

1 0
−u 1

)−1

.f(x) = f(x− u)

On a aussi : (
1 0
0 u

)
.f(x) = σχ(u)f(u−1x)

On peut passer à la transformée de Fourier :

2.
F0@1 0

0 u

1A.λ

(T ) = σχ(u)−1Fλ((1 + T )u − 1)

On peut décrire l'action de certains éléments du groupe de Lie de B sur
Can(B, K) :

3. Soit u+ =
(

0 0
1 0

)
∈ Lie(B). Alors :

u+.f(x) = − df

dx
(x)

4. Soit u− =
(

0 1
0 0

)
∈ Lie(B). Alors :

u−.f = −c(χ)Θ(f)−Θ2(u+f)

où on a posé
Θ(f)(x) = xf(x)

5. On a
(u−)m = (−1)m

m∑

i=0

c
(m)
i Θm+i ◦ (u+)i

où
c
(m)
i =

n!
i!

(
c(χ)− i

n− i

)

On passe à la transformée de Fourier :
6. De plus

Fu+.λ(T ) = log(1 + T )Fλ(T )
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7. En outre
Fλ◦Θ(T ) = ∆Fλ(T )

où
∆F (T ) = (1 + T )

dF

dT
(T )

8. D'autre part

F(u−)m.λ(T ) = (−1)m
m∑

i=0

c
(m)
i (log(1 + T ))i∆m+iFλ(T )

Démonstration. Voir l'annexe.

4.4.3 Irréductibilité
Théorème 4.11. Si c(χ) 6∈ N, alors M−

χ est (algébriquement) irréductible.

Démonstration. Une sous-représentation propre de M−
χ correspond, via la trans-

formée de Fourier, à un idéal (car D(Zp,K) ⊂ D(B, K) agit par multiplication
sur D(Zp,K)) de O(X), invariant par l'action de D(B, K).
On va considérer une sous-représentation non nulle, qui correspond donc à un
idéal non nul de O(X), et montrer qu'alors I = O(X).

Pour cela, on va commencer par trouver un élément F ∈ I dont tous les zé-
ros sont dans µ∞, puis on va le perturber en faisant agir D(B, K) dessus, a�n
d'obenir un autre élément F c ∈ I, dont tous les zéros sont dans X \µ∞. D'après
le théorème de Lazard, on aura alors < F, F c > est �niment engendré, donc
fermé, donc est égal à son adhérence qui vaut O(X) car F et F c n'ont pas de
zéro commun, ce qui concluera la preuve.

Pour pouvoir construire l'élément F , on va commencer par montrer le résul-
tat suivant :
Proposition 4.12. I est engendré par des éléments dont tous les zéros sont
dans µ∞.

Démonstration. Soit F ∈ I\{0}. On pose Z l'ensemble des zéros de F , et
Z0 = Z\Z ∩ µ∞. On va perturber l'élément F en utilisant l'action des élé-
ments

(
1 0
0 u

)

On pose f(u, z) = (1 + z)u − 1 pour z ∈ Z0, u ∈ Z×p . Pour tout z ∈ Z0,
u 7→ f(u, z) est injective. En e�et, si (1+z)u−1 = (1+z)v−1, alors (1+z)u−v = 1
donc (u−v) log(1+z) = 0. Or z 6∈ µ∞ car z ∈ Z0, donc log(1+z) 6= 0 donc u = v.

On veut montrer qu'il existe u ∈ Z×p tel que f(u,Z0) ∩ Z0 = ∅.

Supposons par l'absurde que ce soit faux. Alors pour tout u ∈ Z×p , ∃z, z′ ∈ Z0

tels que f(u, z) = z′. Mais par injectivité, pour tout tel couple z, z′, il existe au
plus un v ∈ Z×p tel que f(v, z) = z′, et Z0 × Z0 est dénombrable, mais Z×p est
indénombrable : contradiction.
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On dispose donc de u ∈ Z×p tel que f(u,Z0) ∩ Z0 = ∅. Alors si Z ′ est l'en-

semble des zéros de
(

1 0
0 u

)
.F , on a Z ∩ Z ′ ⊂ µ∞.

En e�et, soit z ∈ Z ∩ Z ′. Si z 6∈ µ∞, z ∈ Z0. De plus il existe z′ ∈ Z tel que
z = f(u, z′), soit 1 + z = (1 + z′)u, donc log(1 + z) = u log(1 + z′). Or z 6∈ µ∞
donc z′ 6∈ µ∞, d'où z ∈ Z0 ∩ f(u,Z0) = ∅ : impossible.

D'après le théorème de Lazard, < F,

(
1 0
0 u

)
.F > est principal, et donc

engendré par un élément dont tous les zéros sont dans µ∞. Ceci étant vrai
pour tout F ∈ I, I est engendré par des éléments dont tous les zéros sont dans
µ∞.

Soit x0, x1, . . . une suite dans X décrivant les orbites par le groupe de Galois
de K des points de µ∞.

On va construire un élément F ∈ I\{0} et une suite d'entiers m0 < m1 < . . .
tels que le support de (F ) et contenu dans x0, x1, . . . et (F )(xk) = mk.

Pour cela on part d'un élément F−2 ∈ I\{0} dont tous les zéros sont dans
µ∞ (un tel élément existe d'après la proposition précédente). Soit 0 < m1 <
m2 < . . . tels que pour tout k, mk ≥ (F−2)(xk). On dé�nit ensuite le diviseur
D à support dans x1, x2, . . . par D(xk) = mk − (F−2)(xk). D'après le théorème
de Lazard, il existe F−1 ∈ I telle que (F−1) = D. On pose alors F = F−2F−1,
F véri�e bien les conditions précédentes.

On va maintenant perturber l'élément F comme annoncé, et pour cela on va
utiliser l'action de u−.

On sait que log(1 + T ) a une multiplicité exactement 1 en chaque xk. De
plus si (H)(x) > 0, alors (∆(H))(x) = (H)(x) − 1, donc si (H)(x) ≥ m, alors
(∆m(H))(x) = (H)(x)−m. Écrivons l'action de (u−)m modulo log(1 + T ) :

(u−)m.H(T ) = c
(m)
0 ∆mH(T ) (mod log(1 + T )O(X))

et c
(m)
0 6= 0 car c(χ) 6∈ N.

Donc la multiplicité de xk dans (u−)mk .H vaut 0, et que la multiplicité de xj

pour j > k est strictement positive, car mj > mk.

On va construire par récurrence une suite d'éléments Fk = b0(u−)m0F +· · ·+
bk(u−)mkF avec les bk dans K, véri�ant la propriété suivante : la multiplicité
de x0, . . . , xk dans Fk est nulle. La multiplicité de xk+1 dans Fk est strictement
positive d'après ce qui précède, et on veut imposer de plus que pour tout k,
|bk| ≤ p−m2

k .

On prend b0 = 1, F0 véri�e alors la propriété voulue.

Supposons qu'on a construit Fk. On sait que la multiplicité de xk+1 dans Fk

est strictement positive, mais sa multiplicité dans (u−)mk+1F est nulle, donc il
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su�t de prendre bk+1 6= 0 pour avoir la condition sur xk+1. Pour les xj , j < k,
leur multiplicité dans Fk est nulle, donc si leur multiplicité dans (u−)mk+1F est
strictement positive cela n'impose pas de condition sur bk+1, et si leur multipli-
cité dans (u−)mk+1F est nulle, ça n'ajoute quand même qu'un nombre �ni de
valeurs interdites pour bk+1. Il su�t donc de choisir |bk+1| ≤ p−m2

k+1 en évitant
un nombre �ni de cas, ce qui est possible. On a ainsi construit Fk + 1 véri�ant
les propriétés voulues.

La condition |bk| ≤ p−m2
k implique que la série

∑

k

bk(u−)mk

converge dans D(B, K) vers un élément u∞, qui donne F c = u∞.F = limk→∞ Fk.
Or par construction, la multiplicité de xk dans Fk est nulle, mais sa multi-

plicité dans F c − Fk est strictement positive, donc sa multiplicité dans F c est
nulle : le support de (F c) est entièrement contenu dans X µ∞, ce qui conclut
comme on l'a vu.

On admet le résultat suivant, dont la preuve est exactement la même que
pour M−

χ :

Théorème 4.13. Si c(χ) 6∈ −N, alors M+
χ est algébriquement irréductible.

4.5 Non isomorphisme de M−
χ et M+

wχ

On rappelle que M−
χ =

(
IndB

P−0
(χ)

)′
.

Proposition 4.14.

M−
χ
∼= D(B,K)⊗D(P−0 ,K) χ−1

comme D(B, K)-module à gauche, où χ−1 est K vu comme D(P−0 , K) module
par l'action : λ.x = λ(χ−1)x. Et D(P−0 ,K) agit sur D(B, K) par produit(de
convolution) à droite.

Démonstration. Soient φ, ψ tels que :

ψ : D(B, K)⊗D(P−0 ,K) χ−1 −→ M−
χ

λ⊗ x 7−→ xλ

φ : M−
χ −→ D(B,K)⊗D(P−0 ,K) χ−1

λ 7−→
(

f 7→ ϕ−1(λ)
(

z 7→ f

(
1 0
z 1

)))
⊗ 1

où
ϕ : D(Zp, K) −→ M−

χ

λ 7−→ f 7→ ϕ−1(λ)
(

z 7→ f

(
1 0
z 1

))

est l'isomorphisme du corollaire 3.11.
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Montrons que ψ est un morphisme.
Soit f ∈ IndB

P−0
(χ).

: P−0 ×B −→ K
(h, g) 7−→ f(gh) = χ−1(h)f(g) = f × χ−1

Ainsi on a, pour λ ∈ D(B, K), µ ∈ D(P−0 ,K), λ ∗ µ(f) = µ(χ−1)λ(f).

ψ(λ ∗ µ⊗ x)(f) = xλ ∗ µ(f)
= µ(χ−1)xλ(f)
= ψ(λ⊗ µ.x)

Montrons que φ est un morphisme.
Soit ν ∈ D(P+

0 ,K).
φ(λ ∗ ν) = µ′ ⊗ 1 où µ′ = ϕ−1(λ ∗ ν)(z 7→ f

((
1 0
z 1

))

µ′(f) = ϕ−1(λ) ∗ ϕ−1(ν)
(

z 7→ f

((
1 0
z 1

)))

= ϕ−1(λ)
(

z 7→ ϕ−1(ν)
(

y 7→ f

(
1 0

z + y 1

)))

= ϕ−1(λ)
(

z 7→ ν

(
h 7→ f

((
1 0
z 1

)
h

)))

par dé�nition de ϕ.
Posons µ =

(
f 7→ ϕ−1(λ)

(
z 7→ f

((
1 0
z 1

))))
. On a bien : µ′ = µ∗ν. Ce qui

est exactement φ(ν.λ) = ν.φ(λ).
Montrons maintenant que φ et ψ sont inverses l'un de l'autre.

ψ ◦ φ(λ) = ψ

((
f 7→ ϕ−1(λ)

(
z 7→ f

((
1 0
z 1

))))
⊗ 1

)

= f 7→ ϕ−1(λ)
(

z 7→ f

((
1 0
z 1

)))

= λ

par construction de ϕ.

φ ◦ ψ(λ⊗ x) = φ(xλ)

=
(

f 7→ xϕ−1(λ)
(

z 7→ f

(
1 0
z 1

)))
⊗ 1

=
(

f 7→ ϕ−1(λ)
(

z 7→ f

(
1 0
z 1

))
∗ xδ1

)
⊗ 1

=
(

f 7→ ϕ−1(λ)
(

z 7→ f

(
1 0
z 1

)))
⊗ xδ1.1

= λ⊗ xδ1(χ−1)
= λ⊗ xχ−1(1)
= λ⊗ x

Ainsi φ et ψ sont des isomorphismes et φ = ψ−1.
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Proposition 4.15. HomD(B,K)(M−
χ ,M+

χ ) ↪→ HomD(P−0 ,K)(χ
−1,M+

χ′). (En fait
on a même l'égalité)

Démonstration. Soit B ∈ BD(B,K)(D(B, K)× χ−1,M+
χ′).

On a B(1, .) ∈ HomD(P−0 ,K)(χ
−1,M+

χ′). Par ailleurs, si B(1, .) = B′(1, .) on
a bien B = B′ car B et B′ sont D(B, K) invariantes.

Proposition 4.16. HomD(P−0 ,K)(χ
−1,M+

χ′) = {0}

Démonstration. Soit L ∈ HomD(P−0 ,K)(χ
−1,M+

χ′).
On a : L(λ.1) = λ ∗ L(1) et L(λ.1) = L(λ(χ−1)) = λ(χ−1)L(1).
En passant à la transformée de Fourier on a pour tout λ ∈ D(P−0 ,K) :

Fλ∗L(1)(T ) = λ(χ−1)FL(1)(T )

Pour λ = δ( 1 0
u 1 ), on obtient :

Fλ∗L(1)(T ) = (1 + T )uFL(1)(T ) = λ(χ−1)FL(1)(T )

Ainsi FL(1) = 0 donc (par injectivité de la transformée de Fourier) L(1) = 0 et
L = 0.

Ainsi, M−
χ et M+

χ′ ne sont pas isomorphes.

4.6 Fin de la preuve
Proposition 4.17. Si c(χ) 6∈ −N, alors Mχ est algébriquement irréductible.

Démonstration. Soit W 6= 0 un sous-D(G,K)-module de Mχ.

On a vu que Mχ = M−
χ ⊕M+

wχ comme D(B, K)-modules, que M−
χ et M+

wχ

sont simples (car c(wχ) = −c(χ)) et que M−
χ et M+

wχ ne sont pas isomorphes.
On note π− et π+ les projecteurs respectivement sur M−

χ et M+
wχ parallèlement

à l'autre espace. Ce sont des morphismes de D(B, K)-modules.

Mχ est semi-simple, donc W l'est aussi. On peut donc écrire W =
⊕

j∈J Vj

avec Vj sous-D(B, K)-module irréductible de Mχ.

Considérons un Vj , posons W±
j = π±.

1. Si W+
j = W−

j = 0 alors Vj = 0 : non.
2. Si W+

j = M+
wχ et W−

j = M−
χ , alors π−|Vj est un isomorphisme de Vj dans

M−
χ , et de même pour π+, donc M+

wχ et M−
χ sont isomorphes : impossible.

Donc l'un des W±
j est nul et pas l'autre. Supposons (par symétrie) que

W+
j = 0 :

3. Si W+
j = 0 et W−

j = M−
χ alors Vj ⊂ kerπ+ = M−

χ , d'où Vj = M−
χ .

Conclusion : Vj = M−
χ ou Vj = M+

wχ, d'où W = M−
χ ou W = M+

wχ ou W = Mχ.

Comme l'action de δw ∈ D(B, K) ne respecte pas la décomposition Mχ =
M−

χ ⊕M+
wχ, W = Mχ.
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Proposition 4.18. Si c(χ) 6∈ −N, alors IndG0
P0

(χ) est topologiquement irréduc-
tible.

Démonstration. Le résultat précedent et la proposition 4.4 donnent immédiate-
ment le résultat.
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5 Annexe : calculs d'actions
Preuve de la proposition 4.10 :

Démonstration. 1. Si g =
(

a b
c d

)
∈ B, x ∈ Zp, alors

(
a b
c d

)(
1 0
x 1

)
=

(
1 0

c+dx
a+bx 1

) (
a + bx b

0 det g
a+bx

)

d'où

g−1.f(x) = f

((
a b
c d

)(
1 0
x 1

))

= f

((
1 0

c+dx
a+bx 1

)(
a + bx b

0 det g
a+bx

))

= χ

((
a + bx b

0 det g
a+bx

))−1

f(
c + dx

a + bx
)

= ρχ(a + bx)σχ(det g−1)f
(

c + dx

a + bx

)

2.

F( 1 0
0 u ).λ

(T ) =
(

1 0
0 u

)
.λ(κT )

= λ

((
1 0
0 u−1

)
.κT

)

= λ(x 7→ σχ(u)−1κT (ux))
= σχ(u)−1λ(x 7→ (1 + T )ux)
= σχ(u)−1λ(x 7→ ((1 + T )u)x)
= σχ(u)−1λ(κ(1+T )u−1)

= σχ(u)−1Fλ((1 + T )u − 1)

3. f(exp(−u+t)
(

1 0
x 1

)
) = f

((
1 0
−t 1

)(
1 0
x 1

))
= f(x− t).

Donc u+.f(x) = − df
dx (x).
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4. Pour t assez petit on a :

f

(
exp(−u−t)

(
1 0
x 1

))
= f

((
1 −t
0 1

)(
1 0
x 1

))

= f

((
1− tx −t

x 1

))

= f

((
1 0
x

1−tx 1

)(
1− tx −t

0 1
1−tx

))

= ρχ(1− tx)f(
x

1− tx
)

= exp(c(χ) log(1− tx))f(
x

1− tx
)

= exp(−c(χ)tx + o(t))f(x + tx2 + o(t))

= (1− c(χ)tx + o(t))(f(x) + tx2 df

dx
(x) + o(t))

= f(x) + (−c(χ)xf(x) + x2 df

dx
(x))t + o(t)

Donc u−.f(x) = −c(χ)xf(x) + x2 df
dx (x).

5. On a

c
(m)
i (c(χ)−m− i) + c

(m)
i−1 =

m!
i!

(
c(χ)− i

m− i

)
(c(χ)−m− i) +

m!
(i− 1)!

(
c(χ)− i + 1
m− i + 1

)

=
m!
i!

(
c(χ)− i

m− i

)
(c(χ)−m− i) + i

c(χ)− i + 1
m− i + 1

m!
i!

(
c(χ)− i

m− i

)

=
m!
i!

(
c(χ)− i

m− i

)
1

m− i + 1
(c(χ)m− c(χ)i + c(χ)

−m2 + im−m− im + i2 − i + ic(χ)− i2 + i)

=
m!
i!

(
c(χ)− i

m− i

)
1

m− i + 1
(c(χ)m + c(χ)−m2 −m)

=
m!
i!

(
c(χ)− i

m− i

)
(m + 1)(c(χ)−m)

m− i + 1

= c
(m+1)
i

On a aussi :
c
(m)
0 (c(χ)−m) = cm+1

0 .
De plus il est clair que :

u+Θm = −mΘm−1 + Θmu+.

On va montrer par récurrence que (u−)m = (−1)m
∑m

i=0 c
(m)
i Θm+i◦(u+)i.

C'est évident au rang m = 0.
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De plus par récurrence :
(u−)m+1 = u− ◦ (u−)m

= u− ◦ (−1)m
m∑

i=0

c
(m)
i Θm+i ◦ (u+)i

= (−1)m
m∑

i=0

c
(m)
i u− ◦Θm+i ◦ (u+)i

= (−1)m
m∑

i=0

c
(m)
i (−c(χ)Θ−Θ2 ◦ u+) ◦Θm+i ◦ (u+)i

= (−1)m+1

(
m∑

i=0

c
(m)
i c(χ)Θ ◦Θm+i ◦ (u+)i

+
m∑

i=0

c
(m)
i Θ2 ◦ u+ ◦Θm+i ◦ (u+)i

)

= (−1)m+1

(
m∑

i=0

c
(m)
i c(χ)Θm+i+1 ◦ (u+)i

+
m∑

i=0

c
(m)
i Θ2 ◦ (−(m + i)Θm+i−1 + Θm+iu+) ◦ (u+)i

)

= (−1)m+1

(
m∑

i=0

c
(m)
i c(χ)Θm+i+1 ◦ (u+)i

+
m∑

i=0

c
(m)
i Θ2 ◦ (−m− i)Θm+i−1 ◦ (u+)i

+
m∑

i=0

c
(m)
i Θ2 ◦Θm+iu+ ◦ (u+)i

)

= (−1)m+1

(
m∑

i=0

c
(m)
i c(χ)Θm+i+1 ◦ (u+)i

+
m∑

i=0

c
(m)
i (−m− i)Θm+i+1 ◦ (u+)i

+
m∑

i=0

c
(m)
i Θm+i+2(u+)i+1

)

= (−1)m+1

(
m+1∑

i=1

(c(m)
i (c(χ)−m− i) + c

(m)
i−1)Θ

(m+1)+i ◦ (u+)i

+(c(m)
0 (c(χ)−m))Θm+1

)

= (−1)m+1

(
m+1∑

i=1

c
(m+1)
i Θ(m+1)+i ◦ (u+)i + (c(m+1)

0 )Θm+1

)

= (−1)m+1
m+1∑

i=0

c
(m+1)
i Θ(m+1)+i ◦ (u+)i
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6. Fu+.λ(T ) = u+.λ(κT ) = λ(−u+.κT ) = λ(dκT (x)
dx ) = λ(log(1 + T )κT ) =

log(1 + T )Fλ(T ).
7. Fλ◦Θ(T ) = λ ◦ Θ(κT ) = λ(x 7→ xκT (x)) = λ(x 7→ (1 + T )xκT (x − 1)) =

(1 + T )λ(dκT

dT ) = (1 + T )d(λ(κT ))
dT = ∆Fλ(T ).

8. Immédiat en appliquant la transformée de Fourier à 5. et en utilisant 6.
et 7.
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