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1. Soient A un anneau commutatif et B une A-algebre (non nécessairement commutative).
On note ¢ I'image de X dans A[X]/(X?) et Ae] = A[X]/(X?).

(a) Montrer que B ®4 Ale] est un B-module libre de base 1 ® 1, 1 ® . On note Ble] =
B®g A[é?]

(b) Soit C' une A-algébre. Montrer que les morphismes de A-algébres B — C'[¢] sont en
bijection avec les couples (f, D), ot f: B — C' est un morphisme de A-algebres et D: B — C'
est une f-dérivation, ¢’est-a-dire une application A-linéaire qui vérifie

D(zy) = D(z)f(y) + f(x)D(y)

pour tous z, y dans B.

(c) Une dérivation de B est une id g-dérivation. Montrer que les dérivations de 1’algebre
tensorielle 7'(M) sur un A-module M sont en bijection canonique avec les morphismes de
A-modules de M dans T'(M ).

(d) Supposons que B est une A-algebre commutative. Montrer que 1’ensemble des dé-
rivations de B admet une structure naturelle de B-module. Montrer que si B est 1’algebre
symétrique sur un A-module libre de rang fini n, ce module est libre de rang n.

2. Déterminer le groupe de Galois des équations suivantes :
@) t* +42 + 22 + 3t — 5sur Q;
(b) t3 — 33Xt — A — A2 = 0 sur C()), o \ est une indéterminée ;
©t°=3t24+1=0surQ;
(d) 5 —4t2 —1 =0 sur Q.

3. (a) Déterminer I’entier positif minimal n tel que le corps de décomposition L du polyndéme
X" — 1 sur Q contient une sous-extension £ de degré 3. Montrer que cette sous-extension est
unique.

(b) Montrer que E est galoisienne et exhiber un polyndome irréductible unitaire a coeffi-
cients entiers dont c’est le corps de décomposition.

4. Soient /K un corps et L une extension finie normale de /. Montrer qu’il existe une sous-
extension F de L telle que L est galoisienne sur F et les éléments de £ n’appartenant pas a K
sont tous inséparables sur K.



