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1. Les questions suivantes sont indépendantes.

(a) SoitV un espace vectoriel de dimension finie sur un carpg V"~ — k une appli-
cation(n — 1)-linéaire alternée. Montrer quesi, ..., x, € V sonttelsque;; A---Ax, =0
alors:

j=n
S (=1 fwr, . Ty a) 2 =0
j=1
('expressionz; signifie quex; a été omis).
_[Erreur dans I'énoncé : La question avait été posée avec I'expression sans,lsoit :
I f(@ry ey Ty ag) = 0]

(b) Soitu un endomorphisme d’'un espace vectolietle dimension finie:, de matriceX
dans une base fixée die Sip estun entiet <p <n-—1etH, R des partiesdél,...,n}ap
éléments, on désigne pary i la matrice extraite d& ou I'on a gardé les lignes indexées par
H etles colonnes indexées piarOn désigne pak’ et R’ les parties complémentaires feet
Rdans{1,...,n}.On note enfipy i = (—1)¥, ol estle nombre de couplés j) € Hx H’
tels quei > j.

On fixe une partiéd ap éléments comme ci-dessus. Montrer que :

det(X) = pH,H’ ZpR’R/ det(XRH) det(XR/,H/)

ou la somme est étendue a toutes les partiedlaments.
Corrigé. (a) Montrons que I'applicatiod f (manifestementy-linéaire définie padf:

(X1, .., 2p) — gj(—l)jf(xl, ..., Ty, ..., z,)x; st alternée : pour cela, il suffit de sup-
poser quer;, = x;, pour deux indices,, i, distincts, mettong; < i, et montrer que dans
ce casy i_  (=1)' f(x1,...,Tj,...,2,) x; = 0. Or les termes pour lesquelsg {i;,i»} sont

nuls cary est alternée, et le ternje= i; compense le termg = i, (la signature du cycléi,
i1+ 1 -+ iy — 1) est(—1)2"+1), Ainsi, on a bien définié f une applicatiom-linéaire al-
ternée. Et 'hypothése, A - - - A x,, assure justement que toute applicatiolinéaire alternée
s'annule enzy,...,x,).

[Pour justifier que I'énonceé tel que formulé était erroné, il suffit de prendte2, pourV’
un espace vectoriel non nul quelconque= 0 (ce qui entraine certainement A x, = 0!) et
x9 # 0 et pourf une forme linéaire non nulle suk.]

(b) Soit)(X) le membre de droite de I'égalité qu'on cherche & prouver :$oif) =
pum Y, Prr det(Xgrp) det(Xp p). Premiérement, observons que chaque terme dans cette
écriture,det(Xr i) det(X g gv), €st linéaire en chaque ligne dé (en effet, chaque ligne est
soit dansH soit dansH’, et, selon le cas, I'un ou l'autre facteur est linéaire et I'autre est
constant).

Ainsi, 1 est une formes-linéaire sur les lignes d&. Montrons qu’elle est antisymétrique :
le plus simple est encore de montrer qu’elle change de signe par échange de deux lignes ad-
jacentes (puisque les transpositions de deux éléments adjacents engendrent le groupe symeé-
trique) ; or si ces deux lignes sont toutes deux ddnsu toutes deux dang’, c’est clair par
la propriété correspondante det( X ;) oudet(X g m), et sil'une est dan#l et I'autre dans
H' on ne change pa®:t(Xz y) ni det(Xg m) en échangeant les lignes en question, mais on
change le signe dey -/, donc il y a bien antisymétrie. En caracteéristique différente,deeci
montre que) est une forme alternée des lignesXie en caractéristique, il faut encore expli-
quer que prendre deux lignes égales don(¥) = 0, mais d’aprés ce qu’on vient de prouver
on peut au moins placer les lignes en question a n’importe quel endroit souhaite, et si elles sont
toutes deux dan& ou toutes deux dang’ le résultat est clair d’apres la propriété alternée de
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det(Xp ) oudet(Xp g) (et le seul cas restant,= 2 avecH et H' des singletons, est assez
trivial en lui-méme).

Enfin, il reste a considérer le cas au= I,, est la matrice identité : dans ce caS; ; est
inversible si et seulement 8l = H (car il faut que chaque ligne contienne un coefficient non
nul, donc il faut avoir la colonne correspondante), et on a dadf) = p3; ;, = 1 = det(X).
Mais puisquedet est la seule forme-linéaire alternée sur les lignes dé normalisée par
det(I,,) = 1, on a prouvé) = det comme souhaité. v

2. Soitp un nombre premier € € Q[X] un polyndme irréductible de degséayant2 racines
complexes conjuguées, x, etp — 2 racines réellesys, ..., x,. On noteK = Q(z1,...,x,)
le corps engendré par les racinesiidansC, et on identifieGal(K/Q) a un sous-groupe du
groupe des permutatiors,.

(a) Montrer que la permutation= (12) appartient &al(K/Q).

(b) Montrer queGal(K/Q) contient unp-cycleo.

(c) Que vauGal(K/Q) ?

(d) Application : P(X) = X° — 6X + 3.

Corrigé. (a) On a plongé dansC, ce dernier possédant 'automorphisme Qude
conjugaison complexe. Comni€ est normal suf) (c’est le corps de décomposition @, il
est stable par tou@-automorphisme d€ et en particulier par la conjugaison complexe. Or les
hypothéses faites sur les racines assurent justement que la conjugaison complexexgattange
x, et laisse fixesss, . . ., z,, donc détermine la permutatiordemandée.

(b) On sait queGal(K/Q) agit transitivement sufxy, ..., x,}, qui est de carding : le
stabilisateur d’'un élément a donc indjeece qui montre qué&al( /K /Q) a un cardinal multiple
dep, et par un théoreme de Cauchyétant premier) il a un élément d’ordpeCet élément,
en tant que permutation, ne peut étre qu’un unique cycle de longuweursi sa décomposition
en cycles a des longueurs plus petites gleurs ordres ne seront pas multiplesydaéonc (de
nouveaup étant premier) I'ordre de non plus.

(c) Classique : la transposition de deux éléments adjacents peut s’obtenir en conjuguant
7 par la bonne puissance deg et on sait que les transpositions de deux éléments adjacents
engendren®,. DoncGal(K/Q) = &,,.

(d) OnaP/(X) = 5X* — 6. Posonsy = {/2 de sorte que”’ (o) = P'/(—«) = 0. On
veut montrer qud® a exactement trois racines réelles : le tableau de variatidrs¢rictement
décroissante syr-«; o] et croissante sur chacun des deux demi-droites contigués a cet inter-
valle) montre qu'’il y a au plus trois racines réelles. Pour montrer qu'’il y en a exactement trois,
on estime o* = ¢ donca* — 6 = —2 doncP(a) = (o' —6)a+3 < —2 +3 < 0, et comme
P(0) = 3 > 0 on a bien une racine entfeet a, une entre-oco et —a et une entrey et +oco.
On peut aussi appliquer la régle de Sturm : la suite de Sturm est définig par?, P, = P’
et ensuite— P, , reste de la division euclidienne de par P, 1, soit ici P, = %X — 3 et
P3 = 21451/4096 (un peu pénible a calculer exactement, mais le signe suffira) et en regardant
la différence entre nombre de changements de signe daisdestoo et en—oo, soitici0 et
3 respectivement, on a le nombre de zéros réels. v

3. Soit E C F' une extension finie séparable,C K sa cl6ture galoisienne.

(a) Montrer que le nombre dé-morphismes dé" versK estn = [F': E].

(b) Soient;=1id, 7, ...,n, ces morphismes. Montrer que des éléments. ., u, de F’
forment une base dE sur E si et seulement slet(n;(u;)) # 0.

Corrigé. (a) SoitG = Gal(K/FE) le groupe de Galois d& surFE et H = Gal(K/F)
le sous-groupe associéfa: commecard G = [K : E] etcard H = [K : F], on a, bien sdr,



TD Algebre Il (2005-2006) Partiel 2006-03-28 (corrigé) / page 3

(G : H) =[F : E] (ou(G : H) désigne l'indice d&f dansG). Par ailleurs, tout éléement
o € G détermine, par restriction &, un E-morphisme (plongement) d& vers K. On a
olr = o'|r exactement lorsque’~'c induit l'identité sur I, c’est-a-dire, appartient & :
ainsi, 'ensemble de&-morphismes dé’ vers K est exactement en bijection avec I'ensemble
des classes a gauche@amodulo H, et on vient d’expliquer qu’ily en a.

(b) L'indépendance linéaire des caractéres assureyque. , n,,, vus comme applications
F — K, sont libres surk. Or ils sont complétement déterminés par leur donnée suFine
base deF' : donc, siuy, ..., u, est une telle baselet(n;(u;)) # 0 (précisément, si on avait
une relation linéaire non trivial®_, \;n;(u;) = 0 avecA; € K non tous nuls, alors on aurait
> s Aini(z) = 0 pour toutz € E, puisque les:; engendrent’ comme E-espace vectoriel,
et cela contredit 'indépendance linéaire). Réciproquement, si la famille ., u,, est liée,
mettonsy _; A\ju; = 0 avec); € £ non tous nuls, alors manifestement; A;»;(u;) = 0 donc
det(n; (1)) = 0. v

4. Soit £/ un sous-corps du corf® des nombres réels. On appelle extension radicale réelle
de E une extension radicale de contenue dang.

(a) SoitE C F une extension galoisienne finie, avBcC R. Soita € R tel quea’ € E,
ou N > 2 est un entier.

(i) Soitm = [E(a) : E(a) N F] et = ™. Montrer queg appartient &£ («) N F'; en
déduire que E(3) = E(a)NF'. (On pourra considérer le polyndme minimaldsur £(a) N F
et s'intéresser au terme constant de celui-ci.)

(i) Montrer que le degréE(/3) : E] vaut1 ou 2 (on pourra observer qu’'une certaine
puissance dg appartient &).

(b) Soit £ C F une extension galoisienne finie, avEecC R. Soit £ C K une extension
radicale réelle. Montrer qug< N F' : E] est une puissance de (On pourra procéder par
récurrence, en introduisant une extension radicale élémerffaire L, et en considérant les
extensiond. C FLetL C K.)

(c) SoitP € Q[X] un polyndéme irréductible de degredont toutes les racines sont réelles.
On suppose que I'une des racinede P est dans une extension radicale réellédé/lontrer
guen est une puissance de

Corrigé. (a) (i) PosonsM = E(a) N F. On a bien s0tM (o) = E(«), de sorte que
m = [M(«) : M] est le degré dex sur M. On sait quen’~' appartient aF, donc aM : le
polyndme minimal dev sur M divise doncX? — a olla = ", donc toutes ses racines sont
de la formeCa avec( une racine {-ieme) de l'unité. Comme il est de degré son terme
constant, c’est-a-dire (au signe pres) le produit deceacines, est de la formgs avec( une
racine de I'unité. Mais commg est réel et que le polynéme est a coefficients réels (car dans
M), cette racine de I'unité est également réelle dogc= +1, donc( € M, et ceci prouve
bieng € M.

Linclusion E(3) C E(a) N F est alors claire. Mais commé&(«) : E(a) N F| = m (par
définition) et que E(«) : E(3)] < m (puisquex vérifie une équation de degre sur £(3)),
on doit bien avoir I'égalité.

(i) On aa® € E, donc certainement” ¢ E. Comme précédemment, considérons le
polyndme minimal de3 sur E : toutes ses racines sont de la forgie pour ¢ une certaine
racine (V-ieme) de l'unité. Comme en est une racine darset queF C I’ est galoisienne,
toute racine de ce polynéme devrait étre danslonc les( aussi. Dans le corps des réels, ceci
implique( = +1, et £(3) est donc de degré au plasur E.

(b) Si E C L est une extension radicale élémentaire réelle, metions E(«) (avec
o™ € E pour un certainV) alors la question (a) assure guen F : E] vaut1 ou2. De plus,
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L C FL est galoisienne (et bien séit, C R). Maintenant, procédons par récurrence sur le
nombre minimal d’extensions radicales élémentaires composant une extension radicale réelle
E C K:onécritdoncE C L C K ou E C L est élémentaire et le résultat est déja prouvé
pour L C K (vis-a-vis de n'importe quelle extension galoisiennd.dmntenue dans les réels).
On sait alors quék N F'L : L] est une puissance deet[L N F : E] également.

A présent, observons qUEL : L] = [F : L N F] (car F est galoisien suf’) et de méme
[FL: (KNF)L] = [F: KN F](pourla méme raison), don¢K N F)L : L] = [K N F :
L N F] (par multiplicativité des degrés). QK N F')L C FL N K, et puisqu’'on a observe que
[KNFL: L]estune puissance deilenvade mémedg K NF)L: L] =[KNF:LNF].
Enfin, puisquelL N F' : E] est aussi une puissance 2l¢a savoirl ou 2), on conclut que
[K N F: E]enestune.

(c) Soit F' le corps de décomposition de (et £ = Q) : on a ' galoisien surQ), donc
le résultat de la question (b) montre que pour toute extension radicale keeik le degré
[KNF : Q] estune puissance @eEn particulier, siK contientw, on en conclut qué(«) : Q]
est une puissance @e maisQ(«) est un corps de rupture d& donc de degré. v



