
TD Algèbre II (2005–2006) Partiel 2006-03-28 (corrigé) / page 1

1. Les questions suivantes sont indépendantes.
(a) SoitV un espace vectoriel de dimension finie sur un corpsk, f :V n−1 → k une appli-

cation(n− 1)-linéaire alternée. Montrer que six1, . . . , xn ∈ V sont tels quex1 ∧ · · · ∧ xn = 0
alors :

j=n∑
j=1

(−1)jf(x1, . . . , x̂j, . . . , xn)xj = 0

(l’expressionx̂j signifie quexj a été omis).
[Erreur dans l’énoncé : La question avait été posée avec l’expression sans lexj, soit :∑j=n

j=1 (−1)jf(x1, . . . , x̂j, . . . , xn) = 0.]

(b) Soitu un endomorphisme d’un espace vectorielV de dimension finien, de matriceX
dans une base fixée deV . Sip est un entier1 ≤ p ≤ n−1 etH,R des parties de{1, . . . , n} àp
éléments, on désigne parXH,R la matrice extraite deX où l’on a gardé les lignes indexées par
H et les colonnes indexées parR. On désigne parH ′ etR′ les parties complémentaires deH et
R dans{1, . . . , n}. On note enfinρH,H′ = (−1)ν , oùν est le nombre de couples(i, j) ∈ H×H ′

tels quei > j.
On fixe une partieH àp éléments comme ci-dessus. Montrer que :

det(X) = ρH,H′
∑

ρR,R′ det(XR,H) det(XR′,H′)

où la somme est étendue à toutes les parties àp éléments.

Corrigé. (a) Montrons que l’application∂f (manifestement)n-linéaire définie par∂f :
(x1, . . . , xn) 7→ ∑j=n

j=1 (−1)jf(x1, . . . , x̂j, . . . , xn)xj est alternée : pour cela, il suffit de sup-
poser quexi1 = xi2 pour deux indicesi1, i2 distincts, mettonsi1 < i2 et montrer que dans
ce cas

∑j=n
j=1 (−1)jf(x1, . . . , x̂j, . . . , xn)xj = 0. Or les termes pour lesquelsj 6∈ {i1, i2} sont

nuls carf est alternée, et le termej = i1 compense le termej = i2 (la signature du cycle(i1
i1 + 1 · · · i2 − 1) est(−1)i2−i1+1). Ainsi, on a bien définie∂f une applicationn-linéaire al-
ternée. Et l’hypothèsex1 ∧ · · · ∧ xn assure justement que toute applicationn-linéaire alternée
s’annule en(x1, . . . , xn).

[Pour justifier que l’énoncé tel que formulé était erroné, il suffit de prendren = 2, pourV
un espace vectoriel non nul quelconque,x1 = 0 (ce qui entraîne certainementx1 ∧ x2 = 0 !) et
x2 6= 0 et pourf une forme linéaire non nulle surx2.]

(b) Soitψ(X) le membre de droite de l’égalité qu’on cherche à prouver : soitψ(X) =
ρH,H′

∑
ρR,R′ det(XR,H) det(XR′,H′). Premièrement, observons que chaque terme dans cette

écriture,det(XR,H) det(XR′,H′), est linéaire en chaque ligne deX (en effet, chaque ligne est
soit dansH soit dansH ′, et, selon le cas, l’un ou l’autre facteur est linéaire et l’autre est
constant).

Ainsi,ψ est une formen-linéaire sur les lignes deX. Montrons qu’elle est antisymétrique :
le plus simple est encore de montrer qu’elle change de signe par échange de deux lignes ad-
jacentes (puisque les transpositions de deux éléments adjacents engendrent le groupe symé-
trique) ; or si ces deux lignes sont toutes deux dansH ou toutes deux dansH ′, c’est clair par
la propriété correspondante dedet(XR,H) oudet(XR′,H′), et si l’une est dansH et l’autre dans
H ′ on ne change pasdet(XR,H) ni det(XR′,H′) en échangeant les lignes en question, mais on
change le signe deρH,H′, donc il y a bien antisymétrie. En caractéristique différente de2, ceci
montre queψ est une forme alternée des lignes deX ; en caractéristique2, il faut encore expli-
quer que prendre deux lignes égales donneψ(X) = 0, mais d’après ce qu’on vient de prouver
on peut au moins placer les lignes en question à n’importe quel endroit souhaité, et si elles sont
toutes deux dansH ou toutes deux dansH ′ le résultat est clair d’après la propriété alternée de
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det(XR,H) oudet(XR′,H′) (et le seul cas restant,n = 2 avecH etH ′ des singletons, est assez
trivial en lui-même).

Enfin, il reste à considérer le cas oùX = In est la matrice identité : dans ce cas,XR,H est
inversible si et seulement siR = H (car il faut que chaque ligne contienne un coefficient non
nul, donc il faut avoir la colonne correspondante), et on a doncψ(X) = ρ2

H,H′ = 1 = det(X).
Mais puisquedet est la seule formen-linéaire alternée sur les lignes deX normalisée par
det(In) = 1, on a prouvéψ = det comme souhaité. X

2. Soitp un nombre premier etP ∈ Q[X] un polynôme irréductible de degrép ayant2 racines
complexes conjuguéesx1, x2 et p − 2 racines réelles,x3, . . . , xp. On noteK = Q(x1, . . . , xp)
le corps engendré par les racines deP dansC, et on identifieGal(K/Q) à un sous-groupe du
groupe des permutationsSp.

(a) Montrer que la permutationτ = (12) appartient àGal(K/Q).
(b) Montrer queGal(K/Q) contient unp-cycleσ.
(c) Que vautGal(K/Q) ?
(d) Application :P (X) = X5 − 6X + 3.
Corrigé. (a) On a plongéK dansC, ce dernier possédant l’automorphisme surQ de

conjugaison complexe. CommeK est normal surQ (c’est le corps de décomposition deP ), il
est stable par toutQ-automorphisme deC et en particulier par la conjugaison complexe. Or les
hypothèses faites sur les racines assurent justement que la conjugaison complexe échangex1 et
x2 et laisse fixesx3, . . . , xp, donc détermine la permutationτ demandée.

(b) On sait queGal(K/Q) agit transitivement sur{x1, . . . , xp}, qui est de cardinalp : le
stabilisateur d’un élément a donc indicep, ce qui montre queGal(K/Q) a un cardinal multiple
dep, et par un théorème de Cauchy (p étant premier) il a un élément d’ordrep. Cet élémentσ,
en tant que permutation, ne peut être qu’un unique cycle de longueurp car si sa décomposition
en cycles a des longueurs plus petites quep leurs ordres ne seront pas multiples dep donc (de
nouveau,p étant premier) l’ordre deσ non plus.

(c) Classique : la transposition de deux éléments adjacents peut s’obtenir en conjuguant
τ par la bonne puissance deσ, et on sait que les transpositions de deux éléments adjacents
engendrentSp. DoncGal(K/Q) = Sp.

(d) On aP ′(X) = 5X4 − 6. Posonsα = 4

√
6
5

de sorte queP ′(α) = P ′(−α) = 0. On
veut montrer queP a exactement trois racines réelles : le tableau de variations (P strictement
décroissante sur[−α;α] et croissante sur chacun des deux demi-droites contiguës à cet inter-
valle) montre qu’il y a au plus trois racines réelles. Pour montrer qu’il y en a exactement trois,
on estime :α4 = 6

5
doncα4− 6 = −24

5
doncP (α) = (α4− 6)α+3 < −24

5
+3 < 0, et comme

P (0) = 3 > 0 on a bien une racine entre0 etα, une entre−∞ et−α et une entreα et +∞.
On peut aussi appliquer la règle de Sturm : la suite de Sturm est définie parP0 = P , P1 = P ′

et ensuite−Pi+2 reste de la division euclidienne dePi par Pi+1, soit ici P2 = 24
5
X − 3 et

P3 = 21451/4096 (un peu pénible à calculer exactement, mais le signe suffira) et en regardant
la différence entre nombre de changements de signe dans lesPi en+∞ et en−∞, soit ici 0 et
3 respectivement, on a le nombre de zéros réels. X

3. SoitE ⊆ F une extension finie séparable,E ⊆ K sa clôture galoisienne.
(a) Montrer que le nombre deE-morphismes deF versK estn = [F : E].
(b) Soientη1= id, η2, . . . , ηn ces morphismes. Montrer que des élémentsu1, . . . , un deF

forment une base deF surE si et seulement sidet(ηi(uj)) 6= 0.
Corrigé. (a) SoitG = Gal(K/E) le groupe de Galois deK surE etH = Gal(K/F )

le sous-groupe associé àF : commecardG = [K : E] et cardH = [K : F ], on a, bien sûr,
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(G : H) = [F : E] (où (G : H) désigne l’indice deH dansG). Par ailleurs, tout élément
σ ∈ G détermine, par restriction àF , un E-morphisme (plongement) deF versK. On a
σ|F = σ′|F exactement lorsqueσ′−1σ induit l’identité surF , c’est-à-dire, appartient àH :
ainsi, l’ensemble desE-morphismes deF versK est exactement en bijection avec l’ensemble
des classes à gauche deG moduloH, et on vient d’expliquer qu’il y en an.

(b) L’indépendance linéaire des caractères assure queη1, . . . , ηn, vus comme applications
F → K, sont libres surK. Or ils sont complètement déterminés par leur donnée sur uneE-
base deF : donc, siu1, . . . , un est une telle base,det(ηi(uj)) 6= 0 (précisément, si on avait
une relation linéaire non triviale

∑
i λiηi(uj) = 0 avecλi ∈ K non tous nuls, alors on aurait∑

i λiηi(x) = 0 pour toutx ∈ E, puisque lesui engendrentF commeE-espace vectoriel,
et cela contredit l’indépendance linéaire). Réciproquement, si la familleu1, . . . , un est liée,
mettons

∑
j λjuj = 0 avecλj ∈ E non tous nuls, alors manifestement

∑
j λjηi(uj) = 0 donc

det(ηi(uj)) = 0. X

4. SoitE un sous-corps du corpsR des nombres réels. On appelle extension radicale réelle
deE une extension radicale deE contenue dansR.

(a) SoitE ⊆ F une extension galoisienne finie, avecF ⊆ R. Soitα ∈ R tel queαN ∈ E,
oùN ≥ 2 est un entier.

(i) Soit m = [E(α) : E(α) ∩ F ] et β = αm. Montrer queβ appartient àE(α) ∩ F ; en
déduire que :E(β) = E(α)∩F . (On pourra considérer le polynôme minimal deα surE(α)∩F
et s’intéresser au terme constant de celui-ci.)

(ii) Montrer que le degré[E(β) : E] vaut 1 ou 2 (on pourra observer qu’une certaine
puissance deβ appartient àE).

(b) SoitE ⊆ F une extension galoisienne finie, avecF ⊆ R. SoitE ⊆ K une extension
radicale réelle. Montrer que[K ∩ F : E] est une puissance de2. (On pourra procéder par
récurrence, en introduisant une extension radicale élémentaireE ⊆ L, et en considérant les
extensionsL ⊆ FL etL ⊆ K.)

(c) SoitP ∈ Q[X] un polynôme irréductible de degrén, dont toutes les racines sont réelles.
On suppose que l’une des racinesα deP est dans une extension radicale réelle deQ. Montrer
quen est une puissance de2.

Corrigé. (a) (i) PosonsM = E(α) ∩ F . On a bien sûrM(α) = E(α), de sorte que
m = [M(α) : M ] est le degré deα surM . On sait queαN appartient àE, donc àM : le
polynôme minimal deα surM divise doncXN − a où a = αN , donc toutes ses racines sont
de la formeζα avecζ une racine (N -ième) de l’unité. Comme il est de degrém, son terme
constant, c’est-à-dire (au signe près) le produit de cesm racines, est de la formeζβ avecζ une
racine de l’unité. Mais commeβ est réel et que le polynôme est à coefficients réels (car dans
M ), cette racine de l’unitéζ est également réelle doncζ = ±1, doncζ ∈ M , et ceci prouve
bienβ ∈M .

L’inclusionE(β) ⊆ E(α) ∩ F est alors claire. Mais comme[E(α) : E(α) ∩ F ] = m (par
définition) et que[E(α) : E(β)] ≤ m (puisqueα vérifie une équation de degrém surE(β)),
on doit bien avoir l’égalité.

(ii) On a αN ∈ E, donc certainementβN ∈ E. Comme précédemment, considérons le
polynôme minimal deβ surE : toutes ses racines sont de la formeζβ pour ζ une certaine
racine (N -ième) de l’unité. Commeβ en est une racine dansF et queE ⊆ F est galoisienne,
toute racine de ce polynôme devrait être dansF , donc lesζ aussi. Dans le corps des réels, ceci
impliqueζ = ±1, etE(β) est donc de degré au plus2 surE.

(b) Si E ⊆ L est une extension radicale élémentaire réelle, mettonsL = E(α) (avec
αN ∈ E pour un certainN ) alors la question (a) assure que[L ∩ F : E] vaut1 ou 2. De plus,
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L ⊆ FL est galoisienne (et bien sûrFL ⊆ R). Maintenant, procédons par récurrence sur le
nombre minimal d’extensions radicales élémentaires composant une extension radicale réelle
E ⊆ K : on écrit doncE ⊆ L ⊆ K oùE ⊆ L est élémentaire et le résultat est déjà prouvé
pourL ⊆ K (vis-à-vis de n’importe quelle extension galoisienne deL contenue dans les réels).
On sait alors que[K ∩ FL : L] est une puissance de2, et [L ∩ F : E] également.

À présent, observons que[FL : L] = [F : L ∩ F ] (carF est galoisien surE) et de même
[FL : (K ∩ F )L] = [F : K ∩ F ] (pour la même raison), donc[(K ∩ F )L : L] = [K ∩ F :
L ∩ F ] (par multiplicativité des degrés). Or(K ∩ F )L ⊆ FL ∩K, et puisqu’on a observé que
[K ∩ FL : L] est une puissance de2, il en va de même de[(K ∩ F )L : L] = [K ∩ F : L ∩ F ].
Enfin, puisque[L ∩ F : E] est aussi une puissance de2 (à savoir1 ou 2), on conclut que
[K ∩ F : E] en est une.

(c) SoitF le corps de décomposition deP (et E = Q) : on aF galoisien surQ, donc
le résultat de la question (b) montre que pour toute extension radicale réelleK deQ le degré
[K∩F : Q] est une puissance de2. En particulier, siK contientα, on en conclut que[Q(α) : Q]
est une puissance de2 ; maisQ(α) est un corps de rupture deP , donc de degrén. X


