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1. UNICITE DES SOLUTIONS ENTROPIQUES DE L’EQUATION DE HOPF

On a vu dans le cours que I'on pouvait construire une solution de viscosité de I’équation de
Hopf, i.e.une fonction u € L°(R" x R) vérifiant au sens des distributions

1
Opu + §axu2 =0, up—o=u’€C’R), (%)
obtenue par approximation visqueuse, c¢’est-a-dire comme limite de la suite (u.) définie par

1 €
Ose + 581;1@ = 58336115, Ugft—0 = u’ € C°(R).

On dit que (n,q) € (C°(R))? est un couple entropie/ flux d’entropie pour I’équation de Hopf
si 17,q sont C' par morceaux, f est une fonction convexe et ¢'(z) = z1/(z). En particulier, les
solutions régulieres de ’équation de Hopf satisfont

Om(u) 4+ 0zq(u) =0.

1) Montrer que la solution de viscosité vérifie 'inégalité d’entropie
q g 1%

Oim(u) + O0zq(u) < 0 ()

pour tout couple entropie/ flux d’entropie (7, ¢). On dit alors que la solution de viscosité
est une solution entropique.

On se propose de montrer 1'unicité d’une telle solution entropique. On va pour cela utiliser la
méthode de doublement de variables introduite par Kruzkov.

Soient u et u deux solutions entropiques de I’équation de Hopf, c’est-a-dire vérifiant les relations
(x) et (x%) au sens des distributions. On pose

2 2
u” —u7)1y—g>0,

ﬁ(uv ﬁ) = (u - ﬁ)-l—v q(“’u u) = 5(

et on se donne une fonction ¢ de classe C' par morceaux, positive, & support compact sur
RT" xR xR" x R.

pour u = u(t x) et que <ﬁ( (t,z),-), q(u(t,z), )) est un couple entropie/flux d’entropie

pour u = , montrer que

//// (0 4 Op)®(t, x, t, )7 (u(t, ), u(t, T))

+ (B + 02)B(t, 2, £, 7)d(ult, z), a(F, j)))d:cdfdtdt_

_ / / / (0, 2, F, 7)i(u0 (), a(F, 7)) dedzdE
- / / / B(t, 7,0, 3)i(u(t, v), (7)) dedtdz



Soient p un noyau de régularisation (& support compact et de masse 1), et 1) une fonction test
sur RT x R. On définit, pour tout & €]0, 1]

1 AT aad\ t—D\ (-7
(D&(t’x’t’x):?w( 2 7 2 )p( 2% )p< % )

(3) En faisant tendre € — 0, montrer qu’on a

/ / / / (amﬁ(u(t,x),a(t,x))) + arwq(u(t,x),a(t,x))))dxdt
> = [00.2)i00 (). 8@

n choisissant des paires entropie/flux d’entropie adaptées, montrer qu’on a un principe
4) En choisi td . o /flux d’ e adanté ) .
du maximum :
[l < u < [u’]loo -
(5) En remarquant que
|G(u, @)| < sij(u, @) avee s = max([|u’]|oo, [2°]lo0) ,
et avec un choix approprié de v, montrer qu’on a

i/tt“‘ /xKR(u — )4 (7, z)dzdr < / (u” — @)y ()dx

|z|<R+st

1 t
—— / / (sn(u, u) + sgn(z)q(u, @))dwdt +O(a).
@ Jo JR+s(t—1)<z<R+s(t—T7)+a

(6) En passant a la limite « — 0, montrer qu’on a l'inégalité de stabilité
[ o) -atoyde< [ @) - aa)do.
lz|<R |z|<R+st
En déduire I'unicité.
(7) Montrer que I’équation de Hopf a une vitesse finie de propagation, i.e. que la valeur de

la solution entropique & un point quelconque (¢, z) dépend seulement de la restriction de
la donnée initiale & la boule {z € R/ |x — Z| < st}.

2. THEOREME DE BANACH-STEINHAUS ET DISTRIBUTIONS

(1) Soient X,Y deux espaces vectoriels topologiques localement convexes séparés, et (7;)
une famille d’opérateurs continus de X dans Y. On définit

B ={z € X /(T;x); est bornée dans Y.}.

Prouver que, si B est non maigre dans X, alors B = X et (7;) est équicontinue au sens
ol

VW voisinage de 0 dans Y, 3V voisinage de 0 dans X, Vi, T;(V)C W.

(2) Soient X un espace vectoriel normé, et A une partie de X. Montrer que A est bornée si
et seulement si

Vie X', 1(A) C R est bornée.

(3) Soient X un espace vectoriel topologique localement convexe séparé, et A une partie de
X. Montrer que A est bornée si et seulement si

Vi e X', 1(A) C R est bornée.

Dans toute la suite, K désigne un compact de R*, D(K) est I'’ensemble des fonctions C> &
support dans K, et D'(K) est Pensemble des formes linéaires continues sur D(K).



(4) Montrer qu'un ensemble A C D(K) est borné si et seulement si
VT € D'(K), sup{(T,¢)/p € A} < +oo.
(5) Soit (¢n)n une suite de D(K) telle que, pour toute T' € D' (K), ((T, cpn>)n est une suite

numérique bornée. Montrer qu’il existe une sous-suite de (¢,) qui converge pour la
topologie de D(K).

(6) Soit (7},),, une suite de D'(K) telle que, pour toute fonction test ¢ € D(K), ((Tn, go))n
est une suite numérique bornée. Montrer qu’il existe une sous-suite de (7},) qui converge
pour la topologie de D'(K).

Soit © un ouvert de R¥. On note D’(2) I'ensemble des fonctions C™ & support compact dans
Q, et D'(Q2) ensemble des distributions sur €.

(7) Peut-on étendre les résultats des questions (4)(5)(6) dans ce cadre ?

3. PROPRIETES DISPERSIVES DE L'EQUATION DE SCHRODINCER

On s’intéresse ici aux solutions de 1’équation de Schrodinger linéaire sur R
i00) = 00 =0, =g = ¢’ € Ce(R).

On se propose d’en étudier les propriétés de dispersion (i.e. la convergence locale vers 0 quand
t — o0) en utilisant une méthode de phase non stationnaire (qui peut se généraliser facilement
en dimension supérieure et pour des géométries plus compliquées).

(1) Montrer que

(t,x) = (21@ / explié - — it]€[2) FyO (€)de

ol F désigne la transformée de Fourier par rapport aux variables d’espace uniquement.

Quand t — oo, la phase devient tres oscillante et on s’attend a ce que ¥ (t,z) — 0. La difficulté
vient du fait que la phase stationne pour £ = 0.

(2) Soit a > 0. En remarquant que
20 (exp(—it|¢[*)) = Eexp(—it|¢])
montrer que

. : C
[ expi o itlgFot €] <
€[> ot
(3) Pour les basses fréquences, montrer qu’on a le contréle suivant
[ e it o] < o
<o
Conclure.

2
(4) En utilisant une régularisation par une gaussienne exp ( - 5%), calculer explicitement
le noyau de Green de I’équation de Schrodinger, i.e. la solution de donnée initiale dg.
Retrouver I’estimation de dispersion précédente pour une donnée initiale 1) € L'(R).

(5) Cette estimation de dispersion est-elle optimale quand 9° € C.(R)?



