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Exercice 1 On a une population de taille N ∈ N
∗ fixée qui se renouvelle entièrement à chaque

génération et dont chaque individu est de type a ou b. Chaque individu de la génération n + 1
choisit son (seul) parent de la génération n de façon uniforme et indépendante des autres individus
et hérite le type du parent. On note Xn le nombre d’individus de type a dans la génération n et
Fn = σ(X0, . . . , Xn). On a alors que la loi conditionnelle de Xn+1 sachant Fn est une loi binomiale
de paramètres (N,Xn/N). On suppose que p.s. X0 = k où k ∈ {0, . . . , N}.

1. Montrer que (Xn)n>0 est une (Fn)n>0-martingale.

2. Montrer que (Xn)n>0 converge p.s. et dans Lp pour tout p ∈ [1,∞[ vers une variable X∞.

3. On note Mn =
(

N
N−1

)n

Xn(N −Xn). Montrer que (Mn)n>0 est une (Fn)n>0-martingale.

4. Calculer E[X∞] et E[X∞(N −X∞)].

5. Déduire de la question précédente la loi de X∞.

Exercice 2 Soit l’espace de probabilité (Ω,A,P) défini par Ω = N
∗, A = P(Ω), P({n}) = 1

n(n+1) .

On définit pour tout n > 0 :

Fn =
{

A ∈ A tel que A ∩ [n+ 1,∞[= ∅ ou [n+ 1,∞[
}

,

Xn = (n+ 1)1[n+1,∞[.

1. Vérifier que (Fn)n>0 est une filtration et que (Xn)n>0 est un processus (Fn)n>0-adapté.

2. Montrer que (Xn)n>0 est une (Fn)n>0-martingale.

3. Montrer que (Xn)n>0 converge p.s. vers une variable aléatoire X∞ qu’on identifiera. Est-ce
que la convergence a lieu dans L1 ?

Exercice 3 Soient n > 2 et X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles i.i.d. de densité commune
f(x) et de fonction de répartition F (x) =

∫ x

−∞
f(x′)dx′. On pose

Y = max(X1, . . . , Xn) et Z = min(X1, . . . , Xn)

1. Montrer que la fonction de répartition FY,Z(y, z) = P(Y 6 y, Z 6 z) s’écrit

FY,Z(y, z) =

{

F (y)n − (F (y)− F (z))n si z 6 y,
F (y)n si z > y.

2. Vérifier que (Y, Z) est à densité

fY,Z(y, z) = n(n− 1)
(

F (y)− F (z)
)n−2

f(y)f(z)1z6y.

3. Si la loi commune des Xi est la loi uniforme sur [0, 1], exprimer E[Y |Z].

4. Si la loi commune des Xi est la loi uniforme sur [0, 1], montrer que la loi conditionnelle de Z
sachant Y est une famille de lois à densités fy(z) et identifier ces densités.
On rappelle que la loi conditionnelle de Z sachant Y est la famille de probabilités νy(dz) telle
que E[ψ(Z)|Y ] =

∫

ψ(z)νY (dz) pour toute fonction test ψ.


