ENS Département de Mathématiques et Applications 22 mars 2017
Partiel de Géométrie Différentielle

Durée 2h. Pas de calculatrice, document, téléphone, etc.
I (cours)

Construire de deux maniéres différentes une structure de variété sur RP". Montrer que les
deux méthodes donnent la méme structure de variété.

II (tore de Clifford)

On identifie R* avec C? par I'application (xq, X5, X3, X4) = (& = X1 + iXp, B = X5 + ixy).

1. Pour tout (, p) € S3 ¢ C2, on note X(w, p) = (in,iB) et Y(x,B) = (ix, —ip). Montrer
que les applications X, Y : S3 — C? ainsi définies sont des champs de vecteurs sur S3. Calculer
le crochet [ X, Y].

2. Calculer les flots (¢;);er et (P;);cr des champs de vecteurs X et Y.

3. Montrer que si (&, B) € S® aveca # Oet p # 0, alors 'image de Iapplicationf, g : R?2 - S3
donnée par f, g (s,t) = ¢s o P;(x, p) est une sous-variété de S3 difféomorphe a un tore T?.
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On notera (-, -) le produit scalaire standard sur R” ou R". On considére I'ensemble R (p, 1) des
applications linéaires 1 : RP — R" isométriques, c’est-a-dire telles que (u(x), u(y)) = (x,y)
pour tous x,y € RP.
1. Montrer que R(p, n) est une sous-variété de Hom(R¥, R"), dont on précisera la dimension.
2. On identifie 2 nouveau R* avec C?, de sorte que S3 C C2. On rappelle que I'action du groupe
de Lie SU, sur S3 donne un difféomorphisme & : SU, — S3 défini par ©(g) = g(1,0).
En déduire un isomorphisme de fibrés vectoriels entre le fibré tangent TS? et le fibré trivial
S8 x R3:

F:TS? ~S3 x R3,
tel que le morphisme F, : T,S®> — R3 induit sur chaque fibre soit une isométrie pour tout
x € S? (chaque espace tangent T,S% C R* étant muni du produit scalaire standard de R*).

3. Montrer que R(2,4) est difféomorphe a S® x S%. On pourra commencer par trouver une
application R(2,4) — TS3.

v

On munit RN de son produit scalaire standard. On note S, la sphére de rayon r dans RN, Soit
M une sous-variété de dimension 7 dans RN, passant par I'origine. Le but de I'exercice est de
montrer que pour 7 > 0 petit, M N S, est difféomorphe a la sphére S~ 1.

Soit F = TyM € RN et G = F*.

1. Montrer que prés de l'origine, M est le graphe d’une application u : V — G, telle que
dou = 0, ou V est un voisinage ouvert de 0 dans F. On pourra commencer par montrer que la
projection orthogonale de M sur F est un difféomorphisme local.

2. Montrer qu’il existe p > 0 tel que [(u(x),d, u(x))| < }Lllxll2 si x|l < p.

3. Montrer que si 0 < r < p, alors M N S, est une sous-variété de M.

4. Montrer que si0 < r < p,alors Y = {(t,x) €] —2,2[xV, X2 + £2]ju(x)|? = r?} est une
variété, et que la projection Y —] — 2,2[ qui a (¢, x) associe f est une submersion propre.

5. Conclure.



