Ecole Normale Supérieure Analyse des équations aux dérivées partielles

Corrigé du partiel

Exercice 1

1. Posons h(x) = >, ;n ¥(x — k) pour tout x € R™.
Au voisinage de tout point z, seul un nombre fini de termes de la somme ne sont pas identiquement
nuls (puisque ¢ est a support compact). La fonction h est donc bien définie et de classe C*,
puisqu’au voisinage de tout point, il s’agit d’'une somme finie de fonctions C*°.
Pour tout z, h(z) > 0. En effet, il existe k € Z" tel que ||z — k|| < 1/2. Puisque ¥ vaut 1 sur
[—1/2;1/2]™, cela entraine que

(x—k) =1
et donc, comme v est a valeurs positives, h(x) > (z — k) > 1.
Pour tout K € Z" et tout z € R*, onah(z + K) =3, V(@ — (k= K)) =3, (x—k) =
h(zx).
Posons x(z) = ¢ (x)/h(x). 1l s’agit d’une fonction C* a support compact. Pour la méme raison
que précédemment, Y, .. x(x — k) est bien définie. De plus,

Vr € R" Zx(x—k)zzf((j:g:h(lm) S (e —k) =1

kezm kezr kezn

2. a) La fonction u — ||ul|z2, est bien une norme.
Elle est homogene car ||.||zz Pest. Elle vérifie I'inégalité triangulaire :

Yu,v € LL(RY)  [lu+vl|p = sup || xeu + x| 2
e n

< sup (||[xwullzz + |[xxv]|r2)
kezn

< sup ||xxul|r2 + sup |[xxv||r2
kezn keznr

= [[ullrz, + Iv]lLz,-

Elle est de plus séparante. En effet, si [[u[|2, = 0, alors |[xjul[r2 = 0 pour tout k, donc yxu =0
pour tout k.
D’apres la définition de x, u = 3, xxu. Done si [[ul[g2, =0, u = 0.

L’homogénéité et I'inégalité triangulaire entrainent que L? (R™) est stable par multiplication

par un scalaire et addition. C’est donc un espace vectoriel. Montrons qu’il est complet.

Soit (u,)nen une suite de Cauchy d’éléments de L2 (R™). Pour tous k,n,m,

Xk (= wn)[ |22 < [t — [ 2,

Pour tout k, la suite (xxtn)nen est donc de Cauchy dans L?(R"). Elle converge vers une fonction
de L*(R™), qu’on note vy.
La fonction v, possede les propriétés suivantes :



- elle est nulle en-dehors du support de yx,
- loul g = T et 22 < Bt oo L,

- pour tout n, ||Uk - Xkun||L2 - hmm—H—oo ||Xk<um - un)||L2 < SUpP;,>n ||um - un”Lzl-
Posons

Nous allons d’abord montrer que u appartient & L%, (R™). Nous montrerons ensuite que (u,)nen
converge vers 1.
Soit k € Z" quelconque. Alors

|Ixwullr2 = Z UViXk

1€Z™,Supp(vi)NSupp(xx)#0 12

< > vixe|| 2

1€Z™ Supp(vi)NSupp (X )70

< o[ 2
l€Z™,Supp(x1)NSupp(xx)#0

< x|z > [lorl] 22

l€Z™ ,Supp(xi)NSupp (xx ) #0
< |xlz Card{l tq Supp(x:) N Supp(xx) 7# O} lim [fun|| Lz -

Comme Card{l tq Supp(x;)NSupp(xx) # 0} est un nombre fini indépendant de k&, ce raisonnement
démontre que ||xxu||r2 est borné par un réel fini indépendant de k. Donc u € L2,.
Nous montrons maintenant la convergence u,, — u dans L?,(R"). Pour tout k,

Xk (Z Ul) - Xk (Z qun)
lezm lez™
< (v = xawn) |22

lezn

< > |k (v = xown)| |2

Supp(xx)NSupp(x:)#0

[k (= un) |2 =

L2

< x| Z |[or = Xutn| |2
Supp(xx)NSupp(x:)#0
< ||Xk||oo Z SUP”um_unHLil

>
Supp(x)NSupp(x;)#0 ="

< [Ix[lec Card{l ta Supp(xx) N Supp(xt) # O} sup [[tm — tnllzz,-

La borne supérieure est indépendante de k et tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Donc

|[u = wn|[g2, = 0 quand n — +00.



b) Les fonctions constantes (non-nulles) appartiennent a L%, (R") mais pas a L*(R™). C’est aussi
le cas, pour tout a €]0;n/2], de la fonction z — ||z||~*.

¢) L’ensemble des fonctions C* est dense dans L?,(R™). Démontrons-le.

Soit u € L2,(R™). Soit € > 0 quelconque.

Pour tout k € Z", soit v, € C*(R") telle que ||| Supp(y) — Vk|Supp(xi)| |22 < €. Une telle fonction
existe : C*°(R") est dense dans L?(R"). Si on considere la fonction @ qui vaut u sur Supp(xz)
et 0 ailleurs, elle est donc a distance au plus €, en norme L?, d’une certaine fonction C*. Cette
derniere fonction C* est un choix possible pour wvy.

Posons v = 3, ;. X#Vk- C’est une fonction bien définie (la somme est localement finie) et de
classe C*.

Pour tout k,

Z XeXi(u — vp)

lezr L2
< eCard{l tq Supp(xz) N Supp(xx) 7# O} Ix]|oc-

Donc [|u—w]|z2, est majoré par C'e, out C' est une constante indépendante de e. Donc ||u — ||z,
peut étre arbitrairement petit, si on choisit € petit. Cela démontre la densité.

[Ixk(u = v)l[2 =

L’ensemble C;°(R") n’est pas dense dans L% (R"). En effet, la fonction u : * — 1 ne peut
pas s’approximer par une fonction a support compact : quelle que soit v a support compact,
l|xx(uw — v)||z2 = ||x||L2 pour une infinité de valeurs de k, ce qui entraine :

Vel (R")  lu—wllr2, = [Ix][r2

Exercice 2

1. Soit u € S(R™).
Le nombre d’éléments q € Z" tels que |k — g| < 2 est égal a 5. Donc, en utilisant le fait que
Op(p) est continu de L? vers L?,

1Al < ) 1 Op()xqull 22

|k—q|<2
< el D 110p(p)xqullr:
|k—q| <2
< Ix|]z Z | Op() |22 L2 || Xqul| L2
|[k—q|<2

< 5"|[x||z<[| Op(P)l L2 r2 [|ul| 2, -
2. a) La fonction By, est a support compact inclus dans Supp(x). Donc, par Hélder,

||Bk’,q||L2 < HlSuppxchHHthHL“ = HlSupprL?HthHL“-

Soit x € C§°(R™) une fonction telle que x = 1 sur le support de y. Cette fonction vérifie
X¢Xq = Xq DoOur tout q.



Pour tout x,

Byyl) = @mﬂc) / Pl €)™ S(€) de

- (o) [ e ( / xq<y>u<y>emdy) e

~ (@) [ 9 (/ Rl "y ) de
N 1 Xk )/ (2, )€™ X (y)xq (y)uly) dydg

/Karqu u(y)dy

si on pose

K(oy) = R [t ngya gyae

Toutes les fonctions sont a support compact, sauf u qui est a décroissance rapide ; il n’y a donc
pas de probleme de définition.

b) On peut faire I’hypothese que Supp x est inclus dans B(0,3/4) (ou la boule est & comprendre
au sens de la norme L*). On peut alors choisir y de sorte que Supp x C B(0,1).

Si xk(x)Xg(y) #0, on a |z — k| <3/4 et |y —q| < 1. Donc

[z =yl = |k —ql = 7/4.

Puisque [k —¢| >3, 7/4 < Lk —ql et

—ul> 2k —
oyl > ok~ dl.

¢) Soit a un multi-indice quelconque. On inteégre par parties :

K(IL‘,y) _ Xk(l‘)f(i x_ /aa z(z Y)- ZL’ é-) d¢

(2n)
%) DT e
= @) z<x—y>a/ Ocplz, E)dt.

Si |a| > n, 8?p(x €) < c(1+|€]))~™+Y donc 'intégrale est convergente et majorée en module
par une semi-norme de p, qu’on note C'(p).
Donc, pour tous z, v,

Cp) Ixu(@)lxq(y)|

)l < Gy e —

On a vu que, si ceci était non-nul, on avait |||z — y||| > d|k — ¢|. Ainsi,

Clp) llxllz=[Xq(y)|
|K(I,y)| S 5‘04(27_()” |k5—(J||a‘ :

4



Sur {k,q tq |k — q| > 2}, il existe ¢ > 0 tel que |k — q| > ¢(k — ¢q). En choisiant « tel que
|a| =n+ 1 et en posant
C(p)

= iz

Xl 2o

on a l'inégalité demandée.
Pour tout x,

| Brg(7)| = ‘/K(fﬂ,y)xq(y)uw)dy'
=k — n+1/|Xq Y)Xq(y)uy)| dy

< WHMHL?HXWHL?

ce qui donne le résultat voulu avec Cs = C4l|X,| L2
d)
0305 C’3615

1Brgllz < Csl[Brgllre < WHXWHL? < WHUHLiZ-

3. On combine les résultats des questions 1. et 2. Pour tout k,

Xk Op(P)ullze = ||A+ > Big

lk—q|=3 L2
<Al + D Bl
|k—q|>3
<los X g Mol
|k~ Q\>3

En prenant la borne supérieure sur k et en posant Cg = C; + Z‘k >3 & Ww < 400, on
obtient, pour toute wu,
1Op(p)ullre, < CéllullL2,-

Donc Op(p) : L2, — L2, est bien un opérateur continu. De plus, en reprenant les définitions des
Cj, on voit que Cg est majorée par une fonction ne dépendant que de semi-normes de p dans

SOh.
Exercice 3

1. Pour tout j € N, le support de & — x(277¢) est inclus dans
{EeRtq 272 < ¢ <21/

Tout compact de R™ n’intersecte qu'un nombre fini de ces ensembles. La somme qui définit a
ne contient donc, au voisinage de chaque (z, ), qu'un nombre fini de termes non-identiquement
nuls. Elle est donc bien définie et de classe C* (puisque chaque terme est C*).



On peut de plus dériver sous le signe somme, ce qui donne, pour tous «, 3
070%a(w, §) = (=i)/*) 3 201 exp(~i22)0"x(277¢)
j=1

Pour tout &, si |£] < 2Y2 alors, pour tout j > 1, € ¢ Supp(x(277.)), ce qui implique
8?8?@(1:,{) = 0. En revanche, si [¢] > 21/2 il existe un unique jo € N tel que :

2i0—1/2 < €] < 9do+1/2
Pour tout j # jo, £ ¢ Supp(x(277.)) donc
8336%(% ) = (_i)lalg(lal—lﬁl)jo exp(i2j°x)8ﬁx(2_j°§).

Comme 270 < 2Y/2|¢| < 2Y/2(1 + [€]), si |a| > |A],

39?(9?@(35,5)‘ < 20el=18D301 |98y || oo
< 2(\a|7|5\)/2H3ﬁXHLOO(1 + E,)\Oflflﬁ\'

Si |a| < |8, en utilisant le fait que |£] > 22, on a que 270 > 271/2|¢| > (1 + |¢])/(21/2 + 1).
Donc

(9?3?@(3375)‘ < 2(|O¢I*|B\)J’o|‘aBXHLw
< (21/2 + 1)—\a|+lﬂ\||ab’x||mo(1 + |§|)\al—\ﬂ|'

Dans chaque cas, on a bien une inégalité de la forme voulue.

La fonction 0,a(z,&) n’est pas bornée sur R2. En effet, on a vu que, pour tout jo > 1, tout x
et tout ¢ tel que 20071/2 < |¢] < 200F1/2)

|Oza(@, §)] = 27x(277°¢).

En particulier, si |£| = 2%, |0,a(x,£)| = 2%°. Donc d,a n’est pas bornée. Ainsi, a ¢ S° et

a & C°(R?).
2. On utilise la formule de Plancherel :

1 ~

I fvllZe = WHJ”NHia
N 2
1 1. .
= n Z _.fO(- - 2])
@m)" || 4= 7 L

Pour tout j > 2, fo(. — 27) est & support inclus dans B(27,1/2). Ces ensembles sont disjoints
deux a deux. Ainsi,

1 fwllZe =

Mz

[=p)



2

1
= [ fol[72 Z e

Jj=2

La série ) J>2 = converge, donc la valeur qu’on vient d’obtenir est uniformément bornée en N
par une certame constante ¢ > 0.

3. Calculons, pour tout j, Op(a) [exp(i27.) fo] :

Op(a) [exp(i2.) fo] () = / (0, €) fo € — 2)de.

1
(2m)"
Le support de fo(. — 27) est inclus dans B(27,1/2) donc, si fo(€ — 27) # 0, cela entraine

PV < /2 < |6 <2 +1/2 <24

donc, si [ = j, on a x(27€) =1 et, si L #j, x(27%) = 0.
Ainsi, a(z, &) fo(§€ — 27) = exp(—i27z) fo(§ — 27). Donc

Op(a) [exp(i2”.) fo (x) = e &) fo (€ — 27)d¢

= [ et

“(fo)(=)
)-

=
/

I

o(x

Donc, pour tout 7, Op(a) [exp(i2’.) fo] = fo. En appliquant ce résultat & fy, on a donc :

4. Comme .., j~" diverge, la norme dans L? de Op(a)fy tend vers 400 lorsque N — +o00,
alors que la norme de fy reste bornée (par la question 2.). C’est donc que Op(a) n’est pas
borné sur L2.

Exercice 4

1. L’ensemble H;, est un espace de Banach. La démonstration est exactement identique a celle
faite dans la question 2. de I'exercice 1. Il suffit de remplacer L? par H*® (qui est aussi un espace
complet).

On reprend les notations de I'exercice 2. La méme démonstration qu’a la question 1. de cet
exercice montre que ||A||lgs < Cyl|u] ey 11 suffit d’utiliser le fait que Op(p) est continu de

H*t™ vers H?®, au lieu d’utiliser la continuité de L? vers L2.




On fixe maintenant o un multi-indice quelconque et on estime ||0% By 4|12
On a, toujours avec les notations de I'exercice 2 :

Brg(w) = / 05 K (2, y)xq(y)uly)dy.
Le noyau 02K (z,y) s’écrit comme une combinaison linéaire de fonctions de la forme

ﬁ < .
W / &I p(, €)de,

pour (3, tels que S+ v < a.
On peut appliquer a chacune de ces fonctions le méme raisonnement qu’a I’exercice 2. et on en
déduit que, pour tout M assez grand, il existe Cy tel que

O < n n
09K (2,9)] < ————|%,(W)|, Vz,y € R x R,
(k—q)
Cela entraine
o C N
|07 Big(2)| < m / No(¥)Xq(y)u(y)dy
Cy

< i g Wallir-com gl rom.

On en conclut, de méme que dans I'exercice 2., qu’il existe C5 telle que

Cy
(k—q)

ou M est toujours n’importe quel entier assez grand.
Ce résultat démontre que Z‘qupg By, appartient a H>*(R") et que, pour tout ¢ € R, la norme

107 Brgllzz <

lull g,

de cette fonction dans H'(R") est majorée par Dj||ul
indépendante de k.
En combinant ce résultat avec ||A|

gs+m pour une certaine constante Dy
ul

ws < Chl[ul

ey O obtient, pour tout k :

[Ix Op(p)ullmrs < (Cy+ D) [ul| s m

donc
| Op(p)ullms, < (C1 + Ds)||ul

s+m.
Hul

2. Soit u € W™>(R™). Montrons qu’on a u € H/(R™).

On suppose que la norme de W™P(R") est définie par |[v||[yms = Sup|q <, [[0%0||». Toutes les
autres définitions possibles sont équivalentes.

Pour tout k € Z", pour des constantes c, 3 indépendantes de & :

[Ixwullm = sup []0% (xxw)|| e

laf<m



= sup anﬂaﬁxkﬁo‘_ﬁu
ledsm |{<a e

< sup > Jea sl ||0°x60"ul
|a‘§mﬁ§a

< sup 3 leasl 19%xlle |10
|a‘§mﬁ§a

< | sup D leasl110%xlee | ullwmes.

‘O‘|Sm5§a

La majoration trouvée ne dépend pas de k donc supy, ||xxu||gm < +00 et u € HE,.

3. On admet que H*(R") s’injecte contintiment dans C%*~"/2(R").

Si u € H:(R"), alors ypu € H¥(R™) C C%~™/2(R"). Puisque u = >, xju et puisque cette
somme est localement finie, u a la méme régularité que les termes de la somme : v € C%*~/2(R").

4. Soit © un ouvert borné de R” quelconque. On admet que tout fonction de C% (R") a support
compact inclus dans  appartient a H*(R") et vérifie de plus

lullre < Callullcoa

On vérifie que Iapplication u € C%® — yzu € C%* est continue. Sa norme, qu’on note M, est
indépendante de k.
Ainsi, pour toute u € C%,

Vk e Z" |Ixsullre < Csupp | Ixxul| co.w
< Csuppx M |[ul] co.er-

La majoration obtenue ne dépendant pas de k, on doit avoir u € HS(R™).



