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Introduction

Etant donné un espace métrique mesuré (X, d, ), en général, on ne « regarde » pas direc-
tement cet espace, mais a travers certaines applications : autrement dit, on ne s’intéresse
pas a la mesure p elle-méme, mais a des mesures images pp, pour F' mesure (au sens em-
pirique) effectuée sur X. Focalisons-nous sur les applications lipschitziennes de F': X — R.
Si, par exemple, X est borné, de diametre fini A, on peut s’attendre & ce qu'une application
1-lipschitzienne puisse se répartir assez uniformément sur un segment de R de longueur A,
comme c’est le cas pour X = [0, 1] muni de la mesure uniforme et F' = Idjg ;. Ce n’est pas
possible sur tous les espaces : on parle alors de concentration de la mesure.

Plus précisément, on dira que X présente une concentration «, o @ : X — Ry, si, pour
toute fonction 1-lipschitzienne F': X — R, il existe ar € R tel que

Vr>0 P(F—ap|>=r)<2ar)

Bien entendu, il n’y a réelle concentration que si a décroit assez vite. De plus, pour vérifier
qu’un espace a une certaine concentration, prendre, pour ap, une médiane ou la moyenne
de F' est souvent un bon choix.

Par exemple, considérons X = {0,1}", muni de la distance de Hamming normalisée

d(w,y) = S #{i € [k # i)

et de la probabilité uniforme P. On notera que le diametre de X est A = 1. L’application
F:ze{0,1}" — w est 1-lipschitzienne. Or, le théoreme central limite, appliqué
a des v.a. X i.d.d. de loi uniforme sur {0,1}, montre que F se concentre autour de la
valeur %, dans un intervalle de longueur de 'ordre de % D’un point de vue géométrique,
on peut voir F' comme la premieére coordonnée de la projection orthogonale sur la diagonale
1 = -+ = x,. On voit immédiatement que

k
p<F:ﬁ>:%
n 2n

On obtient ainsi un moyen d’évaluer la répartition des coefficients binomiaux.
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F1G. 1 — Concentration de la moyenne des coordonnées sur {0,1}"

Comme nous le détaillerons par la suite, le résultat obtenu ici se généralise a toutes les
fonctions F' 1-lipschitziennes sur {0,1}" :

Vr >0 P({|F— E[F“ > 7”}) < 2€—n,r2/2



On parle ici de concentration normale. On notera de plus que, dans ce cas, la concentration
devient de plus en plus forte lorsque la dimension n augmente : c’est un phénomene général
dans les espaces produits. L’objet de cet exposé est justement de ces espaces, travail effectué
d’apres le chapitre 4 du livre de M. Ledoux, The Concentration of Measure Phenomenon
([LedO01]).

Nous introduirons avant tout la notion de fonction de concentration et ’expliciterons géo-
métriquement en donnant des exemples classiques qui relient concentration et isopérimétrie.
Puis, nous nous focaliserons sur les espaces produits : nous développerons quatre approches
différentes menant & des inégalités de concentration, en comparant les résultats obtenus :
une premiere utilise les résultats sur les espérances conditionnelles pour affiner des inégalités
obtenues dans un cadre plus général. La deuxieme donne une concentration uniforme sur
toutes les distances de Hamming d’un espace produit. Dans la troisieme approche, on géné-
ralise les résultats sur la distance de Hamming en introduisant un controle de coordonnées
qui donne lieu & de la concentration dans des espaces non métriques. La derniere, basée sur
la convolution par infimum, introduit une condition suffisante de concentration normale (ou
exponentielle) qui se conserve en passant au produit et qui est donc tres adaptée ici.

1 Approche géométrique

1.1 Fonction de concentration

Etant donné un espace métrique mesuré (X, d, B, ) (muni des boréliens), introduisons une
fonction qui caractérise la concentration des fonctions autour de leur médiane.

Définition 1.1.1 (Fonction de concentration). On définit, pour r > 0,

Cette définition est géométrique et intrinseque & (X, d, u). Les deux résultats suivants éta-
blissent le lien avec la concentration des fonctions 1-lipschitziennes sur X.

N | =

a,(r) =sup {1 —p(An), A e B u(A) >

en notant A, = {z € X;d(z, A) < r} le r-voisinage ouvert de A.

Théoréme 1.1.2 (Inégalité de déviation - de concentration). Soit F : (X,d) — R 1-
lipschitzienne et mp une médiane de F'. On a les inégalités de déviation

pU{E = me +71}) < au(r)

et de concentration
u{|F = me| > r}) < 20,,(r)

Démonstration. En notant A = {F < mp}, comme F est 1-lipschitzienne,
A C{F <mp+r}
D’ou, étant donné que A est de mesure > %,
W{F = me+7}) =1 = p({F < mp+7}) < 1— p(A,) < au(r)
Pour la seconde inégalité, il suffit de remarquer que
{|/F=mp|Z2r}={F>2mp+r}U{F <mp—r}

et d’appliquer la premiere inégalité a —F'. O



Réciproquement, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.1.3. On suppose qu’il existe o : X — Ry telle que, pour toute fonction
1-lipschitzienne F' : X — R,

Vr>0 P(FZz2mp+r)<alr)
Alors, ) < o

Démonstration. 11 suffit d’utiliser, pour A € B de mesure > %, la fonction 1-lipschitzienne
F:ze X w—d(z,A), dont mp =0 est une médiane; on trouve alors

1—p(Ar) = p({F 2 r}) < afr)

D’ou le résultat en passant & la borne inférieure. O

1.2 Exemples

L’introduction de la fonction «, relie la concentration aux caractéristiques géométriques de
I’espace X, en particulier a I'inégalité isopérimétrique. Par exemple, R, muni de la probabilité
gaussienne standard, admet pour fonction de concentration

+oo ,—t7/2 o < YN Foo p—ur,—u®/2 U<
e

P V2r 0 V2r 2

la premiere égalité relevant de l'inégalité isopérimétrique sur R muni de la loi normale
standard.
Ilustrons aussi cette approche par le tres classique — et non moins joli — exemple de la
sphere S™ munie de sa probabilité uniforme P et de sa métrique intrinseque d. Elle présente
une concentration normale ainsi que ’énonce le résultat suivant :

au(r) =

Théoreme 1.2.1 (Concentration sur S™). Soit F' : S" — R 1-lipschitzienne et mp une
médiane de F. Alors,

Vr>0 P(F—mp|>r) <2 (/2

Remarque. En particulier, en voyant S” comme sous-ensemble de R"*1, la fonction F : S* —
R premieére coordonnée est 1-lipschitzienne et de médiane mp = 0. L’inégalité ci-dessus pour
F traduit donc que I'essentiel de la mesure sur S™ est concentré dans un ﬁ—voisinage de

I'équateur S"~1 = S" N {0} x R"™. Comme {0,1}" (et les espaces produits), S" est de plus
en plus concentrée lorsque n augmente.

Idée de démonstration. Nous adrr;ettrons I'inégalité isopérimétrique sur la sphere. Il suffit
de montrer que ap(r) < e~2(n=1%/2_ Or, I'inégalité isopérimétrique donne

ap(r) =1-=P((S}),)

ot S désigne une demi-sphére. Notons N = (1,0,...,0) € S" C R""! et définissons
0(xz) =d(N,z). Alors
- (05

Or, Ps (mesure image de P par §) a une densité p proportionnelle & vol,_1((sin #)S"* 1) (cf.
figure 2), donc a (sin§)"~1.



F1c. 2 — Densité de Ps

Ainsi : -
/ sin"~ 1 6de
ap(r) =1 - P((§1),) = 72 < (b2
/ sin"~' 0 de
0
la derniere inégalité demandant un peu de calcul. O

En particulier, la projection F sur la premiere coordonnée est 1-lipschitzienne, de médiane
0, et F71({0}) est un équateur de S"™. Ainsi, pour avoir un ordre de grandeur, un ﬁ—

voisinage de I’équateur S"~! contient une grande partie de la mesure P sur S". On trouvera
la concentration de F' obtenue pour quatre valeurs de n sur la figure 1.2.

Fic. 3 - P((S*71),), pour n = 1,4,10 et 25

Apres ces quelques exemples de nature géométrique, passons au centre de cet exposé qui
consiste a 1’étude plus particuliere des espaces produits.
2 DMartingales

2.1 Motivation

Au cours de cette premiere approche de la concentration dans les espaces produits, nous nous
intéresserons a la concentration des fonctions autour de leur moyenne. Nous nous placerons



sur un espace métrique (2, d, F, P), muni d’une probabilité sur les boréliens. Le but est de
controdler |F — E[F]| pour F': Q@ — R 1-lipschitzienne. On peut déja remarquer que, si § est
borné, de diametre A, alors

[F = E[F]]le < A

puisque E[F] € [inf F,sup F]. Ainsi, on peut énoncer un premier résultat de concentration :

Lemme 2.1.1 (Concentration dans un espace borné). Soit (Q,d, F, P) un espace de dia-
metre A. Alors, pour toute fonction F : Q — R 1-lipschitzienne,

Vr>0 P({|F —E[F]|>r}) <2e7" /2
Démonstration. 11 suffit de montrer 'inégalité de déviation
P({F > E[F] +7r}) <e™"/2%

Pour ce faire, fixons A > 0; sachant que € R + e*® est croissante et utilisant 1'inégalité
de Markov, on obtient

P({F > E[F] +r}) = P{*FFED > X)) < e E[F — E[F]]

Or, pour F_TE[F] —wue[-1,1] et N € R, on a, par convexité de z € R — ',

/ 1 1-— 1 ro 1= /
e’\“:exp( —;UA'+ 2u(—)\')><#e’\+ 2ue*)‘ (1)

Comme F {F%m} =0, on en déduit

AA)?
E[F — E[F]] < cosh(AA) < exp (%)
d’on .
P({F > E[F]+r}) <e MM A7/2
Pour A = 37, on obtient I'inégalité¢ du lemme. O
Le résultat se généralise facilement dans un espace produit :

Lemme 2.1.2. Si (Q;,d;, F;, P;), pour i € [1,n], est de diamétre A;, en notant d = dy +
<o-+d, (distance ('), P=P,®---@P, et A= /Al +---+ A2 ona, pour F : (Q,d) - R
1-lipschitzienne,

Vr>0 P{|F—E[F]|>r}) <2/

A titre d’exemple, donnons une version de la loi des grands nombres : si X1,..., X, sont
des variables aléatoires i.i.d : (/,?) — [0, 1], en notant .S,, = Z X, ona
k=1
Sn —ne?/2
Ve>0 P ‘——E[Xﬂ’}e < 277 2)
n

et P=P® --® P, =Py, y,). On notera que F : (z1,...,2z,) € [0,1]" — % est
bien 1-lipschitzienne pour d = dy + - -- + d,.



L’intérét n’est pas d’apprendre que %’” converge en probabilité vers E[X;] (la loi faible des
grands nombres donne déja ce résultat, avec méme une convergence dans L?), mais d’avoir,
d’une part, une estimation de la rapidité de cette convergence, qui est exponentielle, donc
foudroyante, et, d’autre part, de retrouver la concentration autour de E[X;] en ﬁ donnée
par le théoreme central limite. Toutefois, les constantes obtenues ne sont pas optimales :

I’approche qui suit permet d’obtenir un meilleur résultat.

2.2 Théoréme fondateur

Une fagon naturelle de passer de E[F] & F est d’introduire une suite (finie) croissante
(Fk)ke[o,n de sous-tribus, avec Fy = {0,Q} et F,, = F, de sorte que

F — E[F] = En: (E[F|Fk] — E[F|Fi-1])
k=1

sachant que E[F|Fy] = E[F] et E[F|F,]. Nous noterons d(F) = E[F|F] — E[F|Fi-1], qui
correspond aux oscillations de E[F|Fy] autour de E[F|Fj_1]. On notera que la suite

[3207)

est une martingale de valeur finale F' — E[F], ce qui justifie appellation de la méthode.
Cette démarche est, comme nous le verrons dans les exemples qui suivent, tres adaptée aux
espaces produits : si les (£2;,.4;) sont des espaces mesurés, une maniere naturelle de choisir
la suite (Fg) sur Q1 X --- X ,, est de prendre

ke[0,n]

Fk:{AkakHx---xQn,Ak€A1®-~®Ak}

On choisit alors une distance sur 1 x - -+ x Q,, de fagon a controler les di(F).

Plus généralement, ’idée est d’optimiser le choix de la suite (F) : il en faut suffisamment
pour controler chaque terme, sans en avoir un nombre conduisant & une inégalité grossiere.
La mise en forme de cette méthode est 'objet du théoreme fondamental suivant :

Théoréme 2.2.1 (Concentration et espérance conditionnelle). Soit F € L'(Q,F, P). En

notant
" 1/2
D(F) = <Z IIdk(F)II§O>
k=1

on a linégalité de concentration
Vr>0 P{|F - E[F]| >r}) <2 " /2PF)
Démonstration. Pour alléger les notations, écrivons dj, = di(F) et D = D(F). Montrons
I'inégalité de déviation
2 2
P({F > EIF] +r}) < e~7*/20
De méme que dans la démonstration du lemme supra, en fixant A > 0, 'inégalité de Markov

donne
exp <)\ Z dk)}

k=1

P{F > E[F]+r})<e™ME




Majorons maintenant I’espérance du membre de droite. Par récurrence, montrons que

exp()\kzn:_ldk)lgexp<)\2 zn: |dk|§o)E exp(A:Z:idkﬂ

k=n—i+1
L’inégalité est trivialement vraie pour ¢ = 0. Puis, si elle est vraie pour i — 1 > 0, étant
n—i—1
donné que > dj est F,_;_j-mesurable,
k=1

E

E =F

n—i n—i—1

exp (AZ dk> exp ()\ 3 dk>E{e’\d“i|Fni1H
k=1 k=1

Comme E {LU—},FJ =0, la majoration (1) donne

[
(Mldn—i]lo)?
2

E|:6>\dn7’i fnfifl} <exp (

D’ou Iinégalité voulue au rang ¢. Pour ¢ = n, il vient
P({F > E[F]+r}) < e X P*/?
Pour A = , on obtient I'inégalité du théoréme. O

Le résultat que nous venons d’énoncer permet d’obtenir des inégalités de concentration dans
des espaces (12, d, (i), P) ayant les deux propriétés suivantes :

— toute fonction F': 2 — R 1-lipschitzienne est intégrable

— D(F) est majoré indépendamment de F' 1-lipschitzienne

La premiere condition est automatiquement vérifiée si €2 est de diametre fini, et, plus gé-
néralement s’il existe & : Ry — Ry prenant une valeur < i et telle que, pour toute

2
fonctionG : X — R 1-lipschitzienne bornée,
PG> [GdP +r) < afr)

En effet, si F' est 1-lipschitzienne, notons F,, = min(n, |F'|). L’hypothese appliquée a —F,
donne P({F, < [F,dP —r}) < a(r), i.e. P{F, > [ F,dP —r}) > 1 — a(r). On choisit
alors m tel que p({|F| < m}) > 3 (ce qui est possible car F est partout finie) et ro
tel que a(rg) < 3; dans ces conditions, {F, > [F,dP —ro} N {|F| < m} # 0, donc
[ F,,dP < m+ rq. Par convergence monotone, F' € L*(u) et [ |F|du < m+ry.

Pour la seconde, il faut introduire des hypothéses sur 2.

2.3 Convergence de somme de variables aléatoires

Commencgons par reprendre ’exemple de la loi des grands nombres, en affinant la majoration
obtenue.

Corollaire 2.3.1 (Loi des grands nombres). Soit X1,...,X,, des variables aléatoires i.i.d

a valeurs dans [0,1]. En notant S, = > Xj, et m = max(E[X1],1 — E[X1]), on a
k=1

Ve>0 P ({’& - E[Xl]’ > e}) < 21" /2m?
n



Remarque. En particulier, si E[X1] =1, m = 3§ et
S

veso p({

qui est bien une majoration meilleure que celle obtenue en (2).

=t — BlX| > e}) < 2e7
n

Démonstration. On applique le théoreme 2.2.1 4 F = 5= E[F| = E[X1], F = o(X1,. .., X).
On notera que
ldk(F)lloo = | X% — E[Xk][lc <m

donc D(F)? = nm?. O
Le résultat suivant donne une inégalité du méme type.

Corollaire 2.3.2 (Concentration normale pour des sommes de v.a. indépendantes). Soit
(E,||-]]) un espace vectoriel de Banach et Y1,...,Y, desv.a. a valeurs dans E, indépendantes

n n 1/2
et bornées. En notant S, = > Yy et D = (Z ||Yk|go> ,
k=1 k=1

vr =0 P({|IIS. — E[IIS|I]| = r}) < 2¢7° /3P

Démonstration. Comme ci-dessus, on applique le théoréme 2.2.1 4 F = ||Sy||, Fr = o(Y1,...,Y%).

On note que
E[1Sn = Yl |Fi] = E[1Sn — Yl |Fr—-1]

car
E[||Sn = Yill | Fx] = / Yi+- + Y1+ k1 + -+ Ynll APy, v Wk, - -5 Un)

est Fr_1-mesurable. Alors

() = B[Sl [ 7] = B[S0 |[Fe-s]|
= |E0ISul = 15n = Yill | 7] = E[ISall = 150 = Yill |[Fe-a]|
< B0V + | Bl Fea] |
= %l + E(I%]
done D(F)? < 45)1 AN 0

2.4 Espace de longueur au plus [

Passons maintenant & un cas plus particulier : celui ol  est fini (et, a fortiori, de diametre
fini A). Nous savons déja que, si F' est 1-lipschitzienne, |F — E[F]| < A. Mais le cadre des
espaces de longueur au plus [ permet d’affiner cette majoration.

Définition 2.4.1 (Découpage progressif). Soit X un ensemble. On appelle découpage pro-
gressif de X toute suite finie de partitions

{(X}=P°...,P"={{z},2 € X}

telle que
Vk e [1,n] vAF e PP 3AR-1 e phl o AR c AR

(P* est un raffinement, au sens des partitions, de P*~1).



Définition 2.4.2 (Espace de longueur au plus ). Soit (X,d) un espace métrique fini. On
dit que X est de longueur au plus [ s’il existe
— un découpage progressif P°,...,P" de X (on notera P* = {AF i € [1,m4]}),

n

; 2\ 2
— des réels ag, ..., a, avec I¥ = kz ay,
=1

— et, enfin, pour A¥, Aé? C A’;’l, une bijection ¢ﬁj : Ab A?
tels que
Ve e AF d(x, qbifj (2)) < ag

X

FiG. 4 — Espace de longueur au plus [

Remarque. Notons que I'on peut toujours choisir [ < A, ou A désigne le diametre de X
(avec (P*) = (P?)). On peut donc espérer des concentration plus fortes qu’avec le simple
diametre.

Voici le théoreme que 'on peut énoncer dans ces espaces :

Corollaire 2.4.3 (Concentration normale dans un espace de longueur au plus [). Soit (€2, d)
un espace fini de longueur au plus | et P la probabilité uniforme sur 2. Alors, pour toute
fonction F : Q — R 1-lipschitzienne,

Vr>0 P{|F—E[F)|>r}<2e /%

Démonstration. Notons (P*) un découpage progressif de  adapté et Fj, = o(P*) (qui donne
bien une suite croissante de tribus). On notera que P* est 'ensemble des atomes de Fy ; en
particulier, si F': Q — R est intégrable, pour tout AF € P¥, E[F|]-'k]‘A,c est une constante,
que nous noterons F%,.

Soit F': @ — R 1-lipschitzienne : vérifions que ||d;(F)|lcc < ak, ce qui permet de conclure
en vertu du théoréme 2.2.1. Soit wy € Q. Il existe un unique un unique couple (A*~1, B¥) ¢
PE=L x P tel que wy € B¥ € A*~1. Notons A* = {CF € PF;Ck C AF~1} et N = #AF.
Alors, en remarquant que tout les C* C A*~! ont méme cardinal, qui est celui de B*,

- 1
E[F|Fy1)(wo) = F5 ' = N > Fl
Chke Ak

10



Puis

E[F|F(wo) - EIFIFialwo)| = [Fh, - F5,
1 k k
= N Z (FBk - FC"")
Cke Ak
1 k k
CkeAx

On conclut avec 'hypothese de lipschitzianité :

1
|F6, = Féu| < gz 20 IF@) = F#" @) <

w€EBk
en notant ¢F : B¥ — C* la bijection associée. O
Ce résultat s’applique immédiatement dans le produit 7 X --- X €,, ou les €; sont des

espaces finis, muni d’une distance de Hamming

d(l(xa y) = Z ailﬂ?i?ﬁyi
=1

ou a € (R4)™. En choisissant
’sz{{wl}x~-><{wk}><ﬂk+1 x-'-xQn,(wl,...,wk)Gﬁl X-"Xﬂk}

(on notera que la suite de tribus (Fy) associée a ce découpage progressif est celle mentionnée
page 7), on obtient la concentration

Vr>0 P({|F —E[F]| > r}) < 2¢7" /2ol

L’intérét est de pouvoir choisir a de sorte que la concentration soit indépendante de la
dimension n, voire de plus en plus forte.

Une autre illustration, plus spécifique puisque le lemme 2.1.2 ne s’applique pas directement,
est la concentration de &,, muni de la distance

1. . )
d(o,7) = i € [Lnli (i) # 7()}
En considérant P* la partition de &,, formée des ensembles

A, in ={0€e6;Vje[lk] o(j) =i}

et, pour Ay, iy Aiyir, © Ain i
k. . . . -/ ) )
¢ o€ A11,~~~,lk+1 = oo (lkJrl’ Zk+1) € Al17~~~,l§c+1
on voit que d(o,¢*(0)) = 2, sauf si ip11 = i1, auquel cas d(o,¢*(0)) = 0. Dol la
concentration

Vr>0 P{|F—E[F]|>r}<2e /8

pour toute fonction F': &,, — R 1-lipschitzienne.
Plus généralement, on a le résultat suivant dans les groupes compacts (qui donne le méme
résultat dans &,,) :

11



Corollaire 2.4.4 (Concentration normale dans un groupe compact). Soit (G, d, u) un groupe
topologique compact muni d’une distance d invariante par translation et de sa probabilité de
Haar' P. Si

G=GyD DG, ={e}

est une suite de sous-groupe fermés de G, Ay, = Diam(Gy—1/Gy) (pour la distance 0y (9Gr, hGy) =
d(g,hGy)) et A2 = " A2 alors, pour toute fonction 1-lip. F: G — R,
k=1

Vr>0 P{|F - E[F]|>r}) <2e /2

Démonstration. La démonstration est analogue a celle dans les espaces de longueur au plus
I, en partitionnant G, sauf que G n’est pas fini, a priori : on considere ici F, = 0((9Gx)gec)
(en fait, P* = {gGy, g € G} est la partition subordonnée). On peut alors majorer ||dx(F)]| o
par Ay : en effet, si gg € G, on choisit hg, hiy—1 € G tels que gg € hpyGr C hx_1Gg—1. Puis,
si h}.Gy C hy—1Gk—1, sachant que Gy, est compact et que h,;_llhk, h,;_llhﬁC € G_1, 1l existe
sk € Gy, tel que

d( szllhkvhlzfllh;csk) = d(hlzilhkv I:ilh;ch) = 5k(hl;i1thkth:711h;<Gk) < Ay
Alors la translation (bijective) ¢y : hgry € hpGy — hjspri € h), Gy vérifie

d(hgri, op(hers)) < Ag

/ FdP:/ Fod,dP
LGy, hi, Gy

d’otu la conclusion par un raisonnement analogue & celui effectué pour démontrer le corollaire
précédent. O

3 Distances de Hamming

3.1 Définitions et théoreme principal

Dans cette partie, on étudiera la concentration de mesures produits et certaines propriétés
de convexité.

Soient (€2;,%;, u;) des espaces arbitraires de probabilité, P = pu1 ® ... ® iy, la mesure produit
sur X = Qg X ---xQ,. On notera |- | la norme euclidienne lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité
et on rappelle que

d(l(xa y) = Z ailﬂ?i?ﬁyi
i=1

On a alors :

1On appelle mesure de Haar sur un groupe topologique localement compact G une mesure p réguliere
sur la tribu borélienne de G, non triviale, et telle que, si B C G et g € G, u(gB) = p(B) (invariance par
translation & gauche). En particulier

[ satyantn) = [ £y auir)
De plus, on montre (cf. [Hal50]) que cette mesure existe et est unique, & une constante multiplicative prés.

Enfin, si G est compact, elle est finie (donc il existe une probabilité de Haar) et invariante par translation &
gauche et & droite.
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Définition 3.1.1 (« Distance » DG (x)). Soit X =y x--- xQ,. Siz e X et AC X, on
définit la « distance »
Dj(x) = sup dq(x, A)

a€R’}

llall2=1
Lemme 3.1.2. En notant Ua(z) = {s = (13,y,),y € A} et Va(z) son enveloppe conveze,

D (x) = d(0, Va(z))

(ces ensembles sont contenus dans [0,1]™).

Démonstration. On a, pour ||allz =1,

do(x,A) = inf a;ly, 2y, = inf (a
(2o A) = 06 Dol = i (o)

Montrons maintenant que :

inf {aly) = inf (a
yeUA(x)< ly) erA(I)< ly)

Déja, puisque Uy (x) C Va(x),

inf {(aly) > inf {(a
yeUA(w)< ly) erA(w)< ly))

Puis, si y € Va(x), il existe (A1, ,An), avec > A =1, et (y1, -+ ,Yn) € Ua(z)™ tels que
i=1

y= > Ayi. On a alors

i=1

n

(aly) =y =>_ Nifaly:) = ZA inf(aly;) > _inf (aly).

i=1 Ua(z)
O

Remarque. En notant d la dimension minimale d’un sous-espace affine passant par x et
coupant A, et défini comme noyau de formes linéaires coordonnées dans la base canonique, si
d est atteinte une seule fois sur les 2™ sous-espaces affines considérés, alors DS (z) = vn — d.
Sinon, c¢’est plus subtil (cf. déja n = 3).

Pour X = [0,1]", si C désigne I’enveloppe convexe de A, pour tout z € X, d(z,C) < D4 (z)

P
(d étant la distance euclidienne). En effet, soit z € X. Siy € C, y = > Niy®), avec \p >0
k=1

et > A\ = 1. Alors

d(z,C)* < lz—yl3

- 3 ()

=1
n D 2
< S (S
=1 k=1 ’
P 2
- dfo, )\k )
< ; T#yik) ie[l}n]>
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Il reste a passer a la borne inférieure sur les A\ et a utiliser le lemme ci-dessus.
Le théoréme principal de cette partie est le suivant :

Théoréme 3.1.3 (Concentration normale de D). Soit (X = Q™, P = u®") un espace de
probabilité et A C X mesurable non vide. Alors

c\2 ].
(D2)°/4 <
/e A dP\P( ) (3)

En particulier,

1 2
> P(D¢ > < —r</4
Vr>=0 P(DG=r) —P(A)e

Remarque. Le théoreme est plus fort qu’une simple inégalité de concentration sur d,, pour
a € (Ry)™. En effet, il implique que
1 _ e
Vr =0 1—P(Ar)<P(Dil>7ﬁ)<me /4

ou A, est le r-voisinage ouvert de A au sens de d,. On a donc une concentration normale
uniforme sur tous les d, pour |a| = 1.

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n =1,

/e<732>2/4 dP = P(A) + (1 — P(A))e!/* < ﬁ

Supposons le résultat vrai pour n. Soit A C Q"*! et B sa projection sur Q". Soit A(w)
la section de A selon w. Pour z € Q",w € €, posons z = (z,w). Si s € Uy(,(z), alors
(5,0) € Ua(z), et si t € Up(x), alors (t,1) € Ua(z). Il en découle que si & € Vy, (),
¢ €Vp(z) et 0 <8 <1,alors (06 + (1 —0)¢,1 —0) € Va(z). Puisque D (z) = ||ly||2, et par
convexité de la fonction carré :

D4(2)? < (1—0)2+ 06+ (1 - O)C* < (1—0)2 + 0> + (1 - 0)[¢[?

D’oit
D5(2)* < (1 - 0)° + 0D (@)” + (1 = 0) D ()

En utilisant I'inégalité de Holder et ’hypothese de récurrence :

1-6
/ eDalz.w)?/4 dP(z) < o(1-0)%/4 (/ oDl /4 dP) ( oD% /4 dp)
n n Qn
1
< (1-0)%/4
- P(A@w)

| emsetap) < %e‘”w“ (Lﬁg))) *9

Choisissons maintenant un ¢ convenable. On sait que pour tout u € [0, 1],

Aussi :

inf e(1_9)2/4u_9 <2—u
0€[0,1]

14



On prend § = 14 21Inwu si u > e /2, § = 0 sinon, on passe au logarithme, et cela suffit pour
montrer que
(2 —u) +Inu+ (Inu)? >0

On obtient donc :

/n ePa@@)* /4 qp(g) < P(lB) (2 B P(A(w)))

On integre selon w et, par le théoréeme de Fubini, on a :

/ eDz(m,w)2/4 dP(iE) < Pl <2 o P® M(A))

(B) P(B)
1
S Pou(d)
puisque u(2 — u) < 1 pour tout réel u, ce qui achéve la preuve. O

Remarque. Le résultat s’étend a X = Q1 x---x€,. En effet, I'idée est d’appliquer le théoréeme
40 =X munide P= P, ® - ® P,. Montrons l'inégalité 3 pour A = A; x --- X A, C
Q1 X -+ x Q,,. Posons

B=(A1 xQa x - x Q) X (U x Aag X+ x Q) x - X (Q x---xA,) Q"

Déja, P"(B) = P(A). De plus, pour tout a € (Ry)™ et 2 = (2}) € Q" en notant d, la
distance de Hamming sur X = Qq x -+ X Q,, et d, celle sur Q",

da(va) = ;ggzailmﬁéyi
i=1

n
= inf ilyis,
z€A11>£l~~><An z; @i TiFz
i—
la deuxieme égalité venant de la définition de B. On en déduit

Dp(z) = Da((}))

Puis, le théoreme de Fubini-Tonnelli donne

/ (DPr@)? // // LA 4Py (pd) . AP, (a2) -+~ APy (2)) -~ dPy(a™)
" Qn Q1 Qn Ql
= /e(DA(Z)) dP(z)
X

L’intérét de 'opérateur D4 (z), est que 'on peut choisir le a (dépendant de x) qui convient.
On va illustrer cela par un exemple. Soit Q = {0, 1}, p, la mesure de probabilité telle que
pp(l) = p. Soit A C Q" vérifiant : si x = (z1,--- ,zy) € A, et sl y = (y1,---,yn) vérifie
pour tout 0 < i < n:y; < 2y, alorsy € A. Pour z € Q", on pose J = {i € [1,n];z; = 1}, et
N(z) = #J. Le choix de a vérifiant : a; = 1 si € J, et 0 sinon, montre que :

d(x, A) < D (z)v/N(x)
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ou d(z, A) est la distance de Hamming de x & A. En effet, on a

n

d(z,A) = ylfelg 2 Loty < ylgf Zal iy

Deux cas se présentent :

—siteJ, a; =1et 1,4y, = a;ly,2y,,

— si ¢ n’est pas dans J, a; = 0, donc z; = 0. Si x; = y;, on a encore 1,2, = a;1z,2y, ; S
x; # yi, alors y; = 1. Mais pulsque Pélément z = (y1, - ,Yi-1,0,Yi+1, - ,Yn) €St encore
dans A, on a bien encore mlf4 E Loy, < 1nf Z aily, 2y,

ye

Finalement, on a d(z, A) < 1n1f4 da( x,y)\/N(z < D” x)y/N(z). Ainsi, pour tout r,s > 0,

ye

P(d(.,A) >7r) < P(D4 >rs'/?)+ P(y, N(y) > s)

1
e/ 4 Py, N(y) > s)

S P

puisque le dernier terme est tres petit quand s > pn, on a bien :

1 2
) > ) < —r~/(4pn)
Pld(,A) >2r) < P(A)e

Voyons ce qui se passe dans les espaces mesurés par la distance de Hamming introduite plus

haut.

3.2 Fonctions Hamming-lipschitziennes

Définition 3.2.1 (Application Hamming-lipschitzienne). Soit F': X = Q1 x --- x Q,, — R.
On dira que F' est Hamming-lipschitzienne si

Vee X da(r) € B2(0,1)NRY Vye X F(x) < F(y) + dowm)(z,y)

Corollaire 3.2.2 (Concentration normale des fonctions Hamming-lipschitziennes). Soit
(X = Q" P = u®") un espace de probabilité et F : X — R Hamming-lipschitzienne.
Alors, st mp est une médiane de F pour P,

Vr>0 P(F—-—mp|>7) <de /A
Démonstration. Soit A,, = {F < m}. Pour tout y € A, il existe a(x) tel que
F(J?) ( )+da(a:)(x y) m+d ( ay)

En passant a la borne inférieure sur y € A,

F(x) <m+ dgg (x, A) <m+ D (x)

D’ou,
1 2
P(F>m+r)<PDS>r)< ——e " /4
en utilisant le théoreme; en appliquant cette inégalité & m = mp et m = mp — r, sachant
que P(F > mp) = P(F < mp) = %, on obtient le résultat. O
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Théoreme 3.2.3 (Concentration normale d’un supremum de variables aléatoires). Soit
Yi:Q— [uk, vg] (k € [1,n]) des variables aléatoires indépendantes et T C R™ dénombrable

tel que Z 2 (vg — ug)? soit bornée. Alors, en notant o = sup Z 2 (vg —ug)? (qu’on
= teT teT k=1

supposera > 0) et Z = sup Z ti Y,
teT k=1
—r2 /402
Vr>=0 P(Z-mgz|>r)<de
De plus, |E[Z] — myz| < 4o\/7 et var(Z) < 1602,

Démonstration. On considére
n
F: X=1][uk,vs)] — R
k=1
n
x +—— sup Yy, tgxg
teT k=1

n

Soit € X et t € Adhga(7T) tel que F(x) = > trxr (on notera que t;, = +oo entraine
k=1

ug = v ; cf. remarque infra) ; alors, pour tout y € X,

S - — [t (v — uy)]
F(z) < _ 10Uk = Ukl
2) <Yty + Y [te(ar —ye)| S Fy) + o) > Loy, < Fy) + 0da(z,y)
k=1 k=1 k=1
avec a = (W)k . ot N = (X |ti(v; — u;)|?)'/2. D’ott le résultat en appliquant le
el

théoreme ci-dessus & g et Py = Py, ® --- ® Py, (on notera que myz est une médiane de F’
car P(Z 2mz)=P(F(Y)>2mz) =Py (F > mz)).
On en déduit :

|E[Z] —mz| = ‘/(Z—mz)dp‘
< /|Z—mz|dP
+00

P(|Z—-mgz| = r)dr
0

+oo
242
<4/ 6r/4<7
0

do\/T

et :

+o00 +oo
var(Z) < B[(Z —mz)?] = / PUZ —my| > Vi) dr < 4/ =/ 1602
0 0

O

n

Remargque. La condition ( 3 2 (v — uk)Q) bornée est équivalente & : pour tout k € [1,n]
k=1 teT

tel que uy, < vk, (tx)ier est bornée (équivalence des normes en dimension finie).
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3.3 Cube [0,1]"

Voici une autre conséquence du théoreme 3.1.3, sachant, comme nous l’avons remarqué plus
haut que : si C' est 'enveloppe convexe de A, pour tout z € X, d(z,C) < D4(x).

Théoréme 3.3.1 (Concentration normale de d(-, C)). Soit C C [0,1]" conveze. Alors (pour
P=p®n),

d(z,C)?/4 dP < 1
/e () < —P(C)
En particulier, sir >0, P(d(.,C) > r) < P#c)e_rz/‘l.
Démonstration. d(z,C) < D& (cf. remarque page 14). O

Remarque. Si A est quelconque, on obtient

2 1
d(z,C)?/4 <

ou C est I’enveloppe convexe de A.

On en déduit le résultat :

Théoréme 3.3.2 (Concentration normale d’une fonction 1-lip. convexe). Soit
F:([0,1]",P=pu®") - R"
1-lipschitzienne et conveze. Alors
Vr>0 PH|F—mp|>r}) <de " /4

Démonstration. Soit m € R et C = {F < m}, qui est convexe, car F' I’est. De plus, comme
F est 1-lip., {d(-,C) < r} C {F < m}; d’ou, en utilisant le théoréme ci-dessus,

P(F <m)P(F>m+r) < P(C)PWA(,C)>r)<e "/

On conclut?, comme pour le théoreme 3.2.2, en appliquant cette inégalité & m = mp et &
m=mpg —T. O

Remargue. Plus généralement, si F' : [\, [u;, v;] — R est convexe et vérifie

o2 = sup <Xn:(vi ) <§£)2> <o

i=1

alors, comme pour les suprema de variables aléatoires indépendantes,

P(|F —mp| >71) <de" /4"

2Une autre démonstration utilise le théoréeme de Rademacher, qui dit que toute fonction convexe F :
R"™ — R admet des dérivées partielles A-presque partout. On en déduit

F) > F@) +Y (i - 2i) o
i=1 g

d’ot

dF
— < F(y) + da(z,y)
dx;

F(x) < F(y) + Z 1oy,

=1

oF
olta =« ( ) avec o > 1 de sorte que |lal]|2 = 1 (F étant 1-lip., [|[VF|2 <1).
O; i€[1,n]
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L’hypothese de convexité est nécessaire, comme le montre le contre-exemple suivant :
Soit P la mesure produit uniforme sur {0, 1}" C [0, 1]™, et prenons n = 2k pair. Soit la boule

de Hamming,
A= {x e {0, 1}”;in < k}
i=1

et F'(z) = d(x, A), ou d est la distance euclidienne. 11 est clair que F est lipschtizienne avec
IE | Lip = 1, et que O est une médiane de F'; en effet,

P(F>0)=1>1/2,

et

!

|
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Si x est tel que Y (22, — 1) > pVk pour un p > 0 & préciser ultérieurement, on montre que
i=1

pour tout y € A :

VE 1
2 5;:;2951—1

puisque les (z; — y;) sont dans {—1,0,1}.

Ainsi, d(z, A) > 5(5)1/ 4. En appliquant le théoréme central limite, on obtient que :

n n

Z 2x; — 2y;) < Z |z — yi| = Z(ﬂ% - yi)2,
i=1 =1

i=1

[\J|'—‘

n n

(X)) = = (S -172)

i=1 =1

converge en loi vers A(0,1/4). Ainsi :

P({x;d@s,A) > @ ()" }) > P({x; = Z(z 1> p/ﬁ}) >1/4

pour p > 0 suffisamment petit (il ne dépend pas de n). On voit que la concentration ne
s’applique pas.

Il existe aussi des théoremes similaires pour des distances non quadratiques. Notons pour
f=0:

D = inf 75(y;
T 4 (r)z ()
avec .
73(1l —u) = fulnu — (1 + fu)In ( 1—:_6;)
pour u € [0, 1].

On a le théoréme :
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Théoreme 3.3.3. Pour tout sous-ensemble A non vide de X = w! x --- x w™, et pour toute
mesure de probalité P, alors
/ Poadp < —

En particulier,
Vr >0 P(D@A;?”)g e "

4 Controle de coordonnées

4.1 Définition et théoréme principal

La partie suivante traite d’un controle non métrique par un nombre fini de points.

Définition 4.1.1 (« Distance » D4(z)). Soit X = Q1 x---xQ,.Siz € Xet Al,... A7 C X,
on définit la "distance”

DI () :inf{k;:#{i clLnllz ¢ {vh. ... v}, (v e Al x - x Aq}
et D? = 0o si I'un des A7 est vide.

Voici le théoreme principal de cette partie :

Théoréme 4.1.2 (Concentration exponentielle de D). Soit (X = Q" P = u®") un espace
de probabilité et A',..., A7 C X mesurables non vides. Alors

o1
/ ¢P" dP <
Ll prai

=1

En particulier,

q
VE=0 P2k <q¢ ][] 55
i1 PAY)

Démonstration. On démontre le théoreme par récurrence sur n. On a besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.1.3. Soient g;, i € [1,q], des fonctions définies sur Q vérifiant 0 < g; < 1. On a :

Jouoze ) f o)

Démonstration. Déja, si g est une fonction sur 2 telle que % <g<1,alors:

fra(fo) o

En effet, comme Inu < u — 1 pour u > 0, il suffit de prouver que

1 1
Frea(fou) -] (o) e

ce qui est manifestement vrai car % +qu < g+ 1 pour u € [0,1].

On applique alors cette inégalité a g, ou é = min (q, 1r<m£1 gi) , ce qui donne le résultat, car
3

gi; < g pour tout 3. O
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Reprenons la démonstration du théoreme. Si n = 1, on applique 'inégalité précédente avec
g; = 1 4:. On suppose le résultat vrai pour n, montrons-le pour n + 1. Considérons les sous-
ensembles Al, .-, A7 de Q"*L. Pour w € , notons A*(w) les sections des A%, i € [1,4],
et B' leur projection sur Q™. Si I'on applique Iinégalité précédente avec g; = Plgf‘;ﬁ“;% on
obtient, en appliquant Fubini,

q q
1 1
- < —
/mln( 1I<njl£1q P(C”)) dp 71;[1 P ® u(AY)

ot O% = B'sii # j, et C"%" = A'(w). La remarque importante est la suivante : pour
(x,w) € A xQ,
Dy aalw,w) <14+ DY (@)
et pour tout 1 < j < g,
Al,... Ad (r,w) < chlj’...’cqj ().

Il s’ensuit que

/ ¢"at a9 qP() du(w)
QxQn

< min <q q Pt e , min quC”v-wC‘“'(m)> dP(z)dp(w)
Q><Qn 1<i<q
1™ 4P(2), min / qDéu,...,ch(m)) dP(z)) du(w)
1<isq Jon

VAN N\
— 5— 5—
£
B =)
A/‘\
H:]Q\
>Q

°&

par I’hypothese de récurrence, et donc, d’apres ce qui précede,

q
DY 4 (@w)
q At A dP
/QXQ" H P®

=1
ce qui acheve la récurrence. O

Ce théoreme donne un moyen de controler, par un sous ensemble fixé A, des éléments
arbitraires dont on néglige un nombre de coordonnées décroissant exponentiellement. C’est
le sens de la seconde inégalité. Le théoreme trouve une application dans le cadre suivant.

4.2 Fonctions croissantes et sous-additives

Définition 4.2.1 (Fonction croissante et sous-additive). Soit X = Q1 x -+ x Q.
On note Q* = {QI = H Q,, I C [1,n]}. Alors, si F': Q* — R4, on dit que F est
— croissante si : [ C Jzezi F(zy) < F(zy)

— sous-additive si : INJ =0 = F(xyus) < F(xr) + F(xy)
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Par exemple, F(z7) = > a; sur ; = [0, +o0[ (ou ©; = [0, +00]).

iel
Ou encore, soit ; C E, ou (E, || -||) est un evn; alors, si ¢; : Q; — {£1} sont des variables
aléatoires i.i.d. de loi de Bernouilli de parametre p = %,

el
est
— croissante : si [ C [1,n] et j ¢ I,
E Zez(xz)xz + ej(xj)a:j ] = F 1{6,-:1} 267(3?1)337 + Zj + E 1{6j:,1} Zez(xz)xq — Xy
i€l i€l i€l
1
= EE Zel(xl)xl + x| + Zei(xi)xi —Zj ‘|
iel el
> F(xr)

en remarquant que

(I + 2|l + [lm — =|))

N =

il = |15 (Gm+2) + (m — )| <

— sous-additive : par inégalité triangulaire.

Théoréme 4.2.2 (Déviation d’une fonction croissante et sous-additive). Soit (X = Q1 x
<o X Qy, P = u®m) un espace de probabilité et F : Q* — R croissante et sous-additive.
Si P(F|x <m) > ﬁ, alors, pour tous k,q € N*,

Vr >0 P(Flx > qm+r) < Mg+ P({w € X3 C [Ln], #1 <k et F(r) >r})

Démonstration. Soit A={F <m} et DI pour Ay =---=A7=A.0na:
{Fzgn+r}Cc({Fzgn+r}n{D!<k}HU{D? > k+1}

Déja, avec le théoréme 4.1.2, P(D? > k+1) < M~ *~1. D’autre part, pour tout z € {D? < k},

il existe y!,...,y? € A tels que, en notant I = {i € [1,n] |z; & {y},...,yl}}, #I < k. Alors,

sii e I il existe j(i) € [1,¢] tel que x; = yg(i) ; on obtient ainsi une partition (J;);eq,q de

I¢ en définissant J; = j~1(j) ; puis

F(x) < Flen)+ Flere) < Fen)+ Y Fag,) < Flen) + Y F(y))
< Fler)+ Y F(y') < Fzr) +gm

en notant que F(yJ) < m. En particulier, si F(z) > gm+r, F(x7) > r. D’ou le résultat. O

Voici un cas particulier d’application a des variables aléatoires :

22

|



Théoréme 4.2.3 (Déviation d’un supremum de variables aléatoires > 0). Soit Y1,...,Y,
n
des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans Ry, T C R, S =sup ) t;Y; et 0 =
teT i=1
sup;er ||tloo- Quitte a redéfinir®les Y;, on peut supposer Y1 > -+ > Y,. Si P(S < m) > &,
alors

k
Vk,ge N* Yr>0 P(S>qgm+r) Squ_k_l—f—P(UZY; 27")

i=1

n

Démonstration. On applique le théoreme précédent & F : x € Q™ — sup Y ¢;Yi(z;) (qui est
teT i=1

bien croissante et sous-additive). O

En particulier, pour 7 = {(1,...,1)}, S = }_ Y; et on obtient
i=1

Vk,qe N* Vr>0 P(S>qm+r)<Mig* 14 P Zm>r>
i=1

De plus, si, pour tout i € [1,n], |Y;| < C, il vient, pour k > Cr, P(S > gqm+r) < M9g~+~1.

5 Convolution par infimum

5.1 Définitions et propriétés

Nous introduisons ici une condition suffisante pour avoir de la concentration dans un espace,
condition qui est tres agréable dans le cas espaces produits car il suffit de la vérifier sur
chacun des facteurs. Commengons par introduire la notion de convolution par infimum.

Définition 5.1.1 (Convolution par infimum). Soit X un ensemble et ¢: X x X — Ry une
application. Si f : X — RU{+0o0} est minorée, on définit la convolution de f avec le coiit ¢

Remarque. Etant donné que f et ¢ sont minorées, la fonction Q.. f est minorée elle aussi (par
inf f). De plus, Q.f prend la valeur +oco si et seulement si f = 400 et, dans les autres cas,
Q.f est a valeurs dans R.

On notera que, méme si (X,.A) est un espace mesurable et si ¢ et f sont mesurables, la
fonction Q.f ainsi définie n’a pas de raison de I’étre. Toutefois, en introduisant des hypo-
theses de convexité, on peut se placer dans un cadre ou tout se passe bien et qui permet de
généraliser le résultat 3.3.1.

3Par récurrence, on définit, pour w € Q,

Vi (w) = Yi(w) = Y;
(W)= max, (w) 1 (W)
puis
Y5 (w) = max Yi(w) =Y, (w
Fw) = max Vi) = Vi @)

n n
et ainsi de suite. On notera que S = > Y; = > Y*.
i=1 i=1
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Désormais, nous supposerons donc que X est un espace vectoriel normé, muni de sa tribu
borélienne B (nous nous placerons dans R™ pour les applications). On peut montrer que, si
g : X — R est convexe et minorée sur un ouvert U C X, alors g est continue sur X (cf.
[Rob73]) et, en particulier, mesurable. Alors, en supposant f convexe minorée et ¢ convexe,
montrons que la fonction Q.f est convexe® (donc mesurable).

Eneffet, F : (z,y) € X? — f(y)+c(x,y) est convexe et minorée et Q. f(z) = inf{F(z,y),y €
X}. Soit 1,20 € X, A € [0,1] et € > 0. Il existe y1,y2 € X tels que, pour i € {1,2},
F(zi,y:) < Qcf(zi) + €. Alors

Q(»f((l — )\).231 + /\1‘2) < F((l — /\)321 + A\zg, (1 — /\)yl + /\yg)
< (T=XNF(z1,y1) + AF (22, 2)
< (-

A)ch(xl) + )\ch(ifg) +e€

d’ott le résultat, étant donné que e peut étre choisi arbitrairement petit®.
Avec ces hypotheses, introduisons la notion d’inégalité de convolution.

Définition 5.1.2 (Inégalité de convolution convexe). Soit (X, .4, P) un espace de probabilité
et ¢: X x X — Ry une fonction de colit mesurable et convexe. On dira que P vérifie une
inégalité de convolution convexe par rapport a ¢ (ICC) si, pour toute fonction f : X —
R U {+00} mesurable convexe et minorée,

(/eQ“fdP> </e_fdP) <1

avec, par convention, oo -0 = 0.

La propriété qui suit jusitifie 'introduction de ces définitions en faisant le lien avec la concen-
tration.

Propriété 5.1.3 (Conséquence de I'ICC). Si P vérifie une ICC, alors, pour tout C € B
conveze,

Vr >0 P({yigéc(-,@/))r})é LI

En particulier, si c(z,y) = ¢(x —y),

_ |
1-PH{C+{e<r}}) < P(C)e

Démonstration. L’inégalité est conséquence directe de la définition de 'ICC avec la fonction
f =00 1¢e, qui est mesurable minorée et convexe (car C' est convexe). O

On obtient ainsi des résultats de concentration si ¢ est de la forme : &(x) = af z||®. En effet,
I'inégalité ci-dessus se réécrit alors, pour C' convexe, avec P(C) > 2,
1 8

1_P - < —Qr <2 —Qr
(C) —P(C)e e

B

4En vertu de la remarque précédente, ou bien f = 400 et alors Q.f = 400 est mesurable; ou bien,
f # +oo et alors Qcf : X — R, et le résultat de [Rob73] s’applique.

5Plus généralement, on vient de montrer que, si F': X XY — R est convexe minorée, z € X ing/ F(z,y)
ye
est convexe.
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5.2 Comportement dans les espaces produits

Sachant qu'une ICC donne lieu & de la concentration, intéressons-nous maintenant aux
espaces produits. Etant donnés deux espaces (X1, P1) et (X2, P2) dans lesquels P; (i € {1,2})
vérifie une ICC par rapport a un cout ¢;, on peut se demander ce qu’il en est de P; ® Ps. 1l
s’avere que la notion d’'ICC se comporte tres bien vis-a-vis du produit, comme le montre le
résultat fondamental suivant.

Théoréme 5.2.1 (ICC dans un produit). Si Py vérifie une ICC sur Xy par rapport a ¢1, et
Py une ICC sur Xo par rapport a co, alors Py @ Py vérifie une ICC sur X1 x X par rapport
a la fonction de cott convexe

c1+cy: ($17$2,y17y2) c (X1 X X2)2 — 01(331,311) +02($2792)

Démonstration. Soit f : X3 x X3 — RU{+00} une fonction convexe et minorée. Introduisons
deux fonctions, I'une sur X et 'autre sur X5, auquelles on appliquera les ICC de P; et Ps.
Tout d’abord, soit

[ im e Xy — f(x1,22)

. . . 7 . . 7 . 2
qui est une fonction convexe et minorée par inf f ; nous pouvons donc ensuite définir (Q., f*
étant mesurable)

g:x2 € Xog—1n </6Q“1fm2(“) dP1(w1))

Comme Q. f*? est minorée par inf f, g est aussi minorée (par inf f). Vérifions que g est
convexe. Si Zo,y2 € Xo et A € [0,1], on a :

g((1=Nz2 + Ay2) = ln/eXP { inf (f(y1, (1= Nz2 + Ay2) + 61(w1,y1))}

Y1

N

y1€X1 y1€X1

ln/ (eQulf”)l_)\ (ecaulfyz)A

< (1= Ng(z2) + Ag(y2)

ln/exp {(1—)\) inf (f(yl,x2)+c1(x1,y1)) + A inf (f(yl,y2)+cl(x1,y1))]

La premiere inégalité ci-dessus est conséquence de la note 5 appliquée, pour tout z; € X, ala
fonction convexe minorée F'(y1,22) = f(yl, 22) +c1(x1,y1) ; la seconde découle de I'inégalité
de Holder appliquée aux fonctions e@e1 ™ et eQerf” et & % =1-A, % =\

Notons maintenant que, pour tout zs € Xs,

y1€X1
y2E€ X2

/eQ“”“?f(“’“)dPl(xl) = /GXP inf  f(x2,y2) + c1(w1,y1) + ca(x2,y2) | dPi(21)

< inf </ exp ( 12&1 f(xg,yg) +c1 (1‘1, yl) + 02(322, yg)) dPl(J?l))

y2€ X2 Y1

= inf eQe1 f2(@1) 4P (21) - eS2(72:92)
y2€X2 </ 1( 1)

e chzg(I2)

25



D’oty, en utilisant le théoréme de Fubini-Tonnelli et les hypotheéses d’ICC pour Py (avec f*2)
puis P, (avec g), il vient

/chmf dp, ®P2/e_f dP,® P, < /eQ“2gdP2/ (/e—f””2 dPl) dP,
< / eQ29 (P, / e 9dP,
< 1
ce qu’on voulait. O

Passons a des applications de ce résultat.

5.3 Conséquences

Tout d’abord, généralisons par ce biais I'inégalité 3.3.1.

Corollaire 5.3.1. Soit (X;, |-|:) des evn munis, chacun, d’une probabilité P; dont le support
est de diametre < 1. Alors, P =P ® --- ® P, verifie une ICC sur X = X7 x --- x X, par

rapport au cout ¢ associé a
. 1 ¢
ola) = 3 2 il
=1

Démonstration. Avec le lemme précédent, il suffit de montrer le résultat pour n = 1. Notons
Xi=X,||-llh=1"1, Pr =P et Alesupport de P.
Soit f : X — R U {400} minorée et convexe. Quitte & retrancher igf f (ce qui multiplie

I'ICC par e b des deux cotés), supposons i%f f = 0. 1l nous suffit de montrer que

Vee A eQf@) <2 =@
I’ICC pour f est alors obtenue en intégrant et grace a l'inégalité y + é > 2, appliquée a
y=[eTdP > 0.

Fixons z € A. Pour tout € > 0, il existe a. € A tel que f(a.) < €; alors, pour tout A € [0,1]
et yx = Az + (1 — Na,, on a, en utilisant ’hypotheése de convexité de f :

Quf(r) < Flp)+ glle =P

< M@+ (1= Nf(ad) + 71 =22z - a?

N

< M)+ (1= Ne+ 3(1 -2
Cela étant vrai pour tout € > 0, il vient
1
Qef(2) S M) + (1= N2 = g()

On majore alors ainsi :

—sif(x)=u> %, Q. f(x) < g(0)= %;puis e/t <2 —e pouru}%
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—si f(x) =u €0, %], Q.f(x) < g(1 —2f(x)) = u — u?; puis
) 2

U et = omW/2, 2 cosh(u — %) < 267V /2 cosh(u) < 2

(carOéu—“éSu)

D’ou le résultat voulu. O

En appliquant le théoreme & X; =R, || [|; = ||, Pi = A,1j et f = 00-1¢e (pour C C [0, 1]"
convexe), qui est minorée et convexe, on retrouve (cf. 3.3.1)

-1
R 1

d(z,C)?%/4 _ Qcf(x) < -fap N

/e dP(a:)—/e dP(x)\</e d ) PO

La méthode des ICC donne aussi des résultats dans (R", B), muni de la mesure produit v"
(p € [1,+00]) ot v, est la probabilité sur R de densité g,(z) = aye™ " (en particulier,
o) = %) On a le résultat suivant :

Corollaire 5.3.2 ("Concentration” exponentielle de v ). Notons B} la boule unité de (R", || - ||;).
Alors, pour tout p € [1,400], il existe K, > 0 tel que

1
VAeB W¥r>0 1-vS"(A+ By +r/PB) < ——e /K>

vy " (A)
Pour p=1, on a, plus précisément :
1
v "(A)

Idée de démonstration. On montre d’abord qu’on peut se ramener au cas p = 1. Puis, pour
p =1, il suffit de montrer la seconde inégalité (plus forte que la premiere, avec K3 = 1). On
cherche alors un cotit convexe ¢ sur R" tel que

— V" vérifie une ICC par rapport & ¢

—{e<r} C 6By + 9B}

Le résultat voulu sera alors conséquence de la propriété 5.1.3. En vertu du théoreme 5.2.1,

n

il n’y a qu’a trouver un coiit ¢; sur (R, B,v1) tel que ¢(z) = > é1(x;) vérifie les hypotheses
i=1

susmentionnées. On montre que

2 .
& si|z] <2

éi(r) =
2(=l=)  Ghon
9
convient. O

Une telle inégalité n’est pas une inégalité de concentration au sens strict : elle fait intervenir
deux normes. Ainsi, on obtient en fait une concentration des fonctions lipschitziennes pour
ces deux normes, de la forme :

1 r r
Vr >0 Vggn(F>mF_|_r)§Ce <_6m1n<|F”L‘ 1’||F||p ))
ip, Lip,p

ou mp désigne une médiane ou la moyenne de F' et C' une constante.
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