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On cherche & comprendre certains aspects des représentations lisses de
GL1(Qp) et GL2(Qp) en caractéristique p.
L’étude de Q) = GL1(Q,) révele 'importance du pro-p-groupe 1 + pZ,, et
ceci nous permet de classifier les caractéres lisses de GL1(Q,).
Dans le cas de GL2(Qy), on a besoin de nouveaux outils. On construit pour
cela 'arbre de Bruhat-Tits. L’action de GLy(Q,) sur larbre fait apparaitre
un sous-groupe particulier, dont on extrait 14 aussi un pro-p-groupe, le pro-
p-Iwahori Z(1). Ceci nous apporte de précieuses informations sur les repré-
sentations lisses de GL2(Q,) en caractéristique p.
Quant & GL,(Q,) pour n > 3, le probléme reste ouvert...

Nous tenions a remercier amicalement Rachel Ollivier pour son aide pré-
cieuse & la floraison de beaux arbres et sans qui ce travail n’aurait jamais
aussi bien porté ses fruits.



1 Des nombres p-adiques

Pour commencer, il est indispensable de s’approprier quelques notions
sur les nombres p-adiques. Voici deux maniéres classiques de les construire :

1.1 Vus comme une limite projective

On peut les introduire comme une limite projective d’anneaux.
Dans le cas qui nous intéresse, on fixe un nombre premier p et on prend
lanneau A,, = Z/p"Z. On note p,, le morphisme canonique de Z sur A, et
®,, ,—1 'homomorphisme naturel de A4,, dans A,_; qui a  (mod p™) associe
x (modp™~1). Alors le diagramme suivant est commutatif.

Z

Pn
Pn—1
1

m -1
Z]p Z4>¢ML7 Z/p" 7

Soit maintenant A = [],,~; A,, muni de sa structure d’anneau produit, et
soit , le morphisme canonique de A sur A,. Chacun des A, muni de la
topologie discréte est un anneau topologique compact. On munit A de la
topologie produit, ce qui en fait un anneau topologique compact.

Soit ¢ ’application de Z dans A définie par : i(z) = (pn(2))n>1. C'est un
morphisme d’anneaux injectif, donc l'image i(Z) est un sous-anneau de A
isomorphe & Z. De plus pour n > 2 et a € Z :

Pnn-1(mn(a)) = m-1(a) (Rn).

Proposition 1.1 L’ensemble Z,, des éléments de A = [, <, An qui satisfont
les relations (Ry,) pour n > 2 est un sous-anneau topologique compact de A
contenant l'image i(Z) de Z.

Preuve : Soit n > 2, 'ensemble E,, des éléments de A qui satisfont la rela-
tion (R,) est un sous-anneau compact de A car les applications ®,, ,,—1, ™,
et m,—1 sont continues et sont des morphismes d’anneaux. Donc Z, qui est
I'intersection des FE,, est un sous-anneau compact de A. Enfin on a déja vu
que pour n > 2, i(Z) C E,. O

L’anneau topologique Z, est appelé anneau des entiers p-adiques. Nous
identifierons le plus souvent Z et son image dans Z, par '’homomorphisme 4.

Détaillons la topologie profinie sur Z, : soit a = (ap)p>1 un point de
A. On a muni A de la topologie produit donc la famille des Wi(a) =

N 7, (an), o K parcourt 'ensemble des parties finies de N, est une base
neK



de voisinages de a dans A. Si de plus a € Zj, soit k = sup{n | n € K},
alors pour n < k, (7, (a,) NZ,) 2 (7 (ax) N Zp) donc Wi(a) N Z, =
T Hak) NZy = {x € Zp | m(x) = 7 (a)}. On voit ainsi que pour a € Z,, la
suite Vi (a) = {x € Z), | mp(x) = mx(a)}, k > 1 est une base de voisinages de
a dans Zp.

1.2 Vus comme un complété métrique

On a I’habitude de métriser Q a I’aide d’une norme, qui se nomme valeur
absolue et sera notée | |». On peut en fait généraliser la notion de valeur
absolue via les axiomes suivants : | | est une valeur absolue sur Q si pour
tous z,y € Q, on a

r=0&|z|=0

lzy| = |=|y|
|z +y| < z] + Jyl.

La derniére relation est appelée inégalité triangulaire ; il arrive parfois que
nos éléments satisfassent une relation plus forte, ’inégalité ultramétrique :
|z +y| < max(|x|, |y|), auquel cas on parlera de valeur absolue ultramétrique.
L’espace considéré est alors dit non-archimédien (en rappelant que R est dit
archimeédien).

Pour p € P (I'ensemble des nombres premiers), soit v,(z) I'exposant de
p dans la décomposition de x en facteurs premiers, pour x € Q non nul, et
vp(0) = +00. C’est une valuation discréte sur Q, c’est-a-dire une application
de Q dans Z U {400} vérifiant les propriéteés :

— pour tout z € Q, v,(x) = +o0 & x =0

— pour tout z et y € Q, vy(xy) = vp(x) + vp(y)

— pour tout z et y € Q, vy(x +y) > inf{v,(x),vp(y)}-
On remarque que = — p~*»(®) (avec la convention v,(0) = oo) vérifie les
axiomes de valeur absolue ultramétrique sur Q lorsque p € P ; cela définit la
valeur absolue p-adique que l'on note |z|,. En fait, c’est la seule possibilité
qui nous est offerte.

Théoréme 1.2 (Ostrowski) Sur Q, toute valeur absolue non triviale est
équivalente a 'un des | |; avec | € P U {o0}.

Démonstration : On pourra se référer a [3]. O

Remarquons que ’équivalence citée dans le théoréme est celle des topo-
logies (ou plutot des distances) induites par les distances associées d;(z,y) =
[z —yli-

Revenons-en a nos moutons. On fixe p € P (puisque le cas oo nous re-
donne la métrique usuelle). Et il est facile de voir que (Q,| |,) n’est pas

n
complet (considérer (un) = (3 akpk)n, ou ay est le k-iéme chiffre dans
k=1



Iécriture de e en base p : elle est de Cauchy puisque |upm — up|p < p~ (D)

mais ne converge pas dans QQ car son développement n’est pas périodique).
On appelle alors Q, le complété de Q pour | |[,. On remarque que pour
a € Qp, la suite Wy(a) = {z € Q, | |a — x|, < p~*}, k > 1 est une base de
voisinages de a dans Q.

L’espace obtenu est totalement discontinu et ¢’est un corps ! Notons, pour
la culture, qu’il ne faut pas réver : Q, est plus gros que Q mais certainement
pas algébriquement clos (par exemple certaines extensions cycliques ne sont
pas triviales du fait que le groupe de valuation est discret). Par le lemme de
Steinitz, on peut en prendre une cloture algébrique @p. On peut voir qu’on
peut étendre la valeur absolue de maniére unique sur Q,; mais malheur,
cette derniére n’est plus compléte. Alors on recompléte, et le corps obtenu
reste algébriquement clos : on vient d’assister a la naissance de C,,.

1.3 Equivalence des définitions de Qp

On notera Z, I'anneau topologique défini dans la partie 1.1, et Z, le
complété de Z pour la valeur absolue p-adique | |, vue dans la partie 1.2.
Le but de cette partie est de montrer que ces deux objets sont les mémes et
sont munis de la méme topologie.

Proposition 1.3 Soit x € Zy, il existe une unique suite (by)p>0, 0 < by, < p

telle que la série Y byp™ converge vers x dans Z,. Cette série est appelée
n>0
développement de Hensel de z.

Preuve : Sil’on représente les éléments de A,, = Z/p™Z par les entiers compris
entre 0 et p" — 1, chaque entier p-adique x = (z5,)p>1 peut étre représenté
par une suite d’entiers (an)p>1 définis par : 0 < a,, < p" et a, € z, (soit
Tn(i(an)) = an = mn(2)).

Comme z € Zy, on a pour n > 1, p"|(aps+1 — ap). Il existe donc une suite
(bn)n>0 d’entiers 0 < b, < p tels que a,, = by + b1p + ... + bp_1p" L.

Or par définition, i(a,) € V,(z) donc la suite i(ay) converge vers = dans

Zp, c’est & dire que la série ) b,p™ converge vers x dans Z,. On a donc
n>0
I’existence ; et I'unicité découle du lemme suivant. O

Lemme 1.4 Soit (by)n>0 une suite d’entiers p-adiques. La série ) bpp"
n>0
converge dans 7, ; soit x sa somme. Supposons de plus que b, = 0 pour

n < ng et m1(bp,) # 0. Alors mp,(x) # 0 et mp(x) = 0 pour n < ny.

Grace a la décomposition de Hensel, on peut donc plonger Z, dans Z,,.
Inversement on peut plonger Z, dans Z, car tout élément x € Z, peut

s’écrire comme la somme d'une série Y b,p" ou 0 < b, < p. On associe
n>0



alors & x 'élément y € Z, tel que pour tout n € N, m,(y) = > bpp* (ceci
0<k<n

définit bien un élément de Z,).

On a donc I'équivalence des objets, reste & montrer celle des topologies.
Soit a € Zy et soit Vi(a) = {z € Z) | mx(z) = mr(a)} un élément de la

base de voisinages de a exhibée dans la partie 1.1. On note a = > a,p"
n>0
et x = > byp" ot a, > 0,b, < p. Alors € Vi(a) si et seulement si
n>0

Vn < k, ap = by, si et seulement si p* | (a—x) si et seulement si v,(a—2z) > k si
et seulement si dans Z,, [a—x|, < p~* si et seulement si dans Z,, * € Wi(a).
On a donc une bijection entre une base de voisinages de a dans Z, et une
base de voisinages de a dans Z,, les deux topologies sont donc bien les mémes.

On a donc Z, = Z,, alors Q, est le corps des fractions de Z, : c’est
le corps des nombres p-adiques. Les propriétés de Z, nous permettent de
déduire les propriétés suivantes de Q,, qu’on utilisera constamment par la
suite.

Proposition 1.5
— Tout élément non nul x € Q, s’écrit de fagon unique v = p™u otn € Z
et u est une unité de Zy.
— Tout élément x € Q, admet un unique développement de Hensel x =
> app™ 0u 0<a, <p,ng €Z etay, #0. On a alors ng = v(x).

n>ng



2 Représentations lisses des groupes profinis

Maintenant qu’on s’est familiarisé un peu avec les nombres p-adiques, il
nous sera utile avant d’attaquer les représentations d’avoir quelques connais-
sances en termes de topologie des groupes profinis.

2.1 Notions topologiques sur les groupes profinis

Soit (I, <) un ensemble ordonné. On dit qu'il est filtrant si pour tous i, j
de I, il existe un élément k € I plus grand que chacun d’eux.
Soit (G;)ier une famille de groupes munie de projections fij G — G (1< 7)
telle que :

- Viel, f; = ]lG

NGk fofh = f.
Lorsque ces conditions sont satisfaites, on parle de systéeme projectif et on
définit alors la limite projective comme {(g;) € [[ G; | Vi < 4, f{(g;) = gi}

i€l

et on la note lim G;. Cette structure est alors munie de projections naturelles
fj (lim G; — G
Jm

La propriété suivante nous montre que la construction est naturelle.

Proposition 2.1 La limite projective liLnGi satisfait la propriété universelle
susvante.

Soit (¢;); une famille de morphismes de groupes ¢; : H — G; telle que
¢; = f]k o ¢ pour j < k. Il existe un morphisme H — @Gi tel que le
diagramme

H
AN
/ hmG \
/ fk
soit commutatif.
H — [1G:

Preuve : On définit . La commutativité du diagramme

h = (¢i(h))ier

inférieur nous assure que cette application est bien & valeurs dans lim G;. [J

La limite projective d’une famille de groupes finis est appelée groupe pro-
fini ; pour des p-groupes, on parle de pro-p-groupe.
On munit ces groupes de la topologie produit induite : ainsi un ouvert fon-

damental de lim G; est de la forme {(gx) € ( II Gi) x (IITLy) |Vk <
ieINJ j€J

I, f1(g)) = gr} ot J est fini et les T'; pour j € J sont des sous-ensembles de
G;.



Lemme 2.2 Le quotient d’un groupe profini G par un sous-groupe ouvert N
est fini.

Preuve : La projection canonique G — G/N est continue par définition de
la topologie quotient sur G/N. Puisque N est ouvert, les points de G/N le
sont aussi et la topologie est donc séparée et discréte sur G/N. Aussi, G
est compact en tant que produit de tels espaces (théoréme de Tychonoff),
et G/N lest donc aussi en tant qu’image continue d’un compact dans un
espace séparé. Mais un compact discret est fini. O

Introduisons la notion de nombre supernaturel : c’est en fait un élément

de (NU {00})? que I'on note alors [] p". Lorsque G est un groupe profini
peEP
et que H en est un sous-groupe fermé, on peut définir l'indice (G : H) de G

par rapport & H comme ppcm{(G : V) | V < G ouvert contenant H }.

On peut alors montrer, comme en cas fini, des propriétés de multiplicati-
vité des indices ou des théorémes de Sylow; en particulier, on notera que
I’existence d’un pro-p-Iwahori dans GLo nous est dictée par les théorémes de
Sylow.

2.2 Des représentations lisses en caractéristique p

Soit K un corps algébriquement clos. Une représentation p d’un groupe G
est un morphisme de groupes de G dans GL(V') ou V' est un espace vectoriel ;
on peut aussi voir p comme une action de G sur V. Par abus de langage,
on appellera aussi représentation ’espace de représentation V. On parle de
caractére lorsque ’espace V est de dimension 1.

Une représentation V' de GG est dite lisse lorsque les stabilisateurs des
points sont ouverts : pour tout v € V, le stabilisateur de v dans G, noté
Stabg(v), est un sous-groupe ouvert de G. On notera que cette condition
assure 'existence d’un ouvert autour de I’élément neutre de G stabilisant v
et donc que le morphisme G — GL(V) soit localement constant.

Par analogie au cas des représentations en caractéristique nulle, on s’in-
téresse aux représentations irréductibles, c’est-a-dire aux représentations V'
pour lesquels les seuls sous-espaces stables par G sont {0} et V. On com-
mence par énoncer quelques résultats classiques.

Lemme 2.3 Toute représentation irréductible p d’un groupe abélien fini G
sur un corps algébriguement clos est un caracteére.

Preuve : Si g1,..., g, sont les éléments de G, les p(g;) commutent. Et donc
si E; est un espace propre de g; (F; existe car on est sur un corps algébri-
quement clos), E; est stabilisé par tous les g; : E; est alors tout I'espace et
p(gi) est une homothétie. Le résultat suit. O



Lemme 2.4 Toute représentation de degré fini en caractéristique p d’un p-
groupe G posséde un vecteur stable non trivial.

Preuve : On considére un vecteur non nul v et X le p-groupe engendré par
{g.v | g € G} sur lequel G opére par translation a gauche. L’équation aux

classes donne alors X = ][] Orb(y) et Card(X) = (ﬁ%ﬁ)y)'
yeG\X yeG\X

Toute orbite non triviale est donc de cardinal divisible par p et Card(X%) =
Card(X) = 0 (modp). De plus, 0 est un point fixe trivial et il en existe alors
un deuxiéme, non trivial cette fois-ci. O

Le résultat suivant est fondamental pour la suite.

Théoréme 2.5 Toute représentation lisse p en caractéristique p d’un pro-
p-groupe G posséde un vecteur stable non trivial.

Preuve : On considére un vecteur non nul v et p le Fj-espace vectoriel en-
gendré par {p(g)v | ¢ € G}. Comme la représentation considérée est lisse,
Stabg(v) est d’indice fini dans G par le lemme 2.2. La sous-représentation p
est donc de dimension finie, disons de base vy, ..., v4.

d
On a alors Ker p = () Stabg(v;) normal ouvert (en tant qu’intersection finie
i=1
d’ouverts) et G/(Ker p) est un p-groupe auquel on peut appliquer le lemme
précédent. O



3 Représentations lisses de Q; en caractéristique p

Le but de cette partie est d’étudier les morphismes continus de Q; dans

?; . I semble donc impensable de ne pas commencer par regarder de plus
prés la structure de Q.

3.1 Structure de Q;

On note U = Z; et U, = 1 + p"Zy (pour n > 1). Il est clair que
U, est le noyau de ’homomorphisme ¢, : U — (Z/p"Z)*. En particulier,
le quotient U /U; s’identifie a F; donc est d’ordre p — 1. Les U, forment
une suite décroissante de sous-groupes de U, et 'on a U = limY /Uy, (car
Zy =limZ/p"Z donc Z = Wm(Z/p"L)* et U = L, U/Uy =~ (Z/p"Z)"). Si
n > 1, lapplication (1+p™x) — x mod p définit un isomorphisme U,, /Uy, 11 =~
Z/pZ car (1 +p"z)(1+p"y) =1+ p"(z +y) (mod p"!). On en déduit, par

récurrence sur n que Uy /U, est d’ordre p" L.

Lemme 3.1 Soit 0 - A — E — B — 0 une suite exacte de groupes
commutatifs (notés additivement), avec A et B finis d’ordres a et b premiers
entre eur. Soit B’ l’ensemble des x € E tels que bx = 0. Le groupe E
est somme directe de A et de B’, de plus B’ est le seul sous-groupe de E
isomorphe a B.

Preuve : Puisque a et b sont premiers entre eux, il existe r,s € Z tels que
ar+bs=1.Six € ANB',on aazx =bx =0, dou (ar +bs)xr =z = 0, ainsi
AN B’ = 0. De plus, tout « € F peut s’écrire x = arx + bsx ; comme bB = 0,
on a bE C A, dou bsx € A; d’autre part, on a abE = 0 (car bE C A),
d’ou arz € B. On a donc bien E = A® B/, et le projection E — B définit
un isomorphisme de B’ sur B. Inversement si B” est un sous-groupe de E
isomorphe & B, on a bB” = 0, d’ou B” C B’ et B” = B’ puisque ces groupes
ont le méme ordre. O

Proposition 3.2 Soit V = {x € U | 2P~! = 1}, c’est le seul sous-groupe de
U isomorphe a IF';. On a alorsUd =V x U;.

Preuve : On applique le lemme aux suites exactes : 1 — Uy /U, — U /U, —
IF‘; — 1 ce qui est licite puisque I'ordre de U /U, est p"~ !, et celui de ]F; est
p—1. On en conclut que U /U,, contient un unique sous-groupe V,, isomorphe
a ), et la projection U /U, — U /U1 applique V, isomorphiquement sur
Vi—1. Comme U = lim U/ /Uy, on en déduit par passage a la limite projective
un sous-groupe V de U isomorphe a F;f. On a U/ =V x Uy et l'unicité de V
résulte de celle des V,. O

Corollaire 3.3 Le corps Q, contient (p—1) racines (p—1)-iémes de ['unité.



>1 si 2
Lemme 3.4 Soit x € Uy, \ Up41 0 "= s?p;é .
n>2 sip=2

Alors 2P € Upy1 ~ Upgo.

Preuve : En effet 'hypothése signifie que x = 1+ kp"*! avec k # 0 (mod p).
D’aprés la formule du binéme, on a 2P = 1+ kp™th + ... + kPp™ et les
exposants dans les termes non écrits sont > 2n + 1 donc aussi > n + 2.
D’autre part on a np > n + 2 (grace au fait que n > 2 si p = 2). On en
conclut que 2P = 1+ kp™*! (mod p™*2) d'ott 2P € Uy 11 ~\ Up 2. O

Proposition 3.5 Sip # 2, Uy est isomorphe a Z,. Sip =2, Uy ~ {£1} xUs
et Us est isomorphe a Zy.

Preuve : Dans le cas p # 2 on choisit a« = 14p € Uy \Usz. D’aprés le lemme on
a o € Uy1 ~\Uiio. Soit o, 'image de o dans U /U,, on a donc (oz”)pnf2 #1
et (a™)P""" = 1. Mais Uy /U, est d’ordre p"~!, on en conclut que c’est un
groupe cyclique engendré par o,. Notons alors 6, o I'isomorphisme z — af,
de Z/p"'Z sur Uy /U,,. Le diagramme

On—1,a
Z/p"ZL RS Uy [Un 11

| |

en,a
7)p" 0 ——— U JU,

est commutatif. On en conclut que les 6, , définissent un isomorphisme 6, de
Ly = liLnZ/p"*IZ sur Uy = @ul/un d’ou le résultat pour p # 2. Si p = 2,
on choisit a € Us N\ Us, autrement dit o« = 5 (mod 8). On définit comme
ci-dessus des isomorphismes 0, : Z/2"7 — Uy /U,,, d’o0t un isomorphisme
0o : Zo — Usy. De plus 'homomorphisme U; — Uy /Uy ~ 7/27 induit un
isomorphisme de {£1} sur Z/2Z. On en déduit que U; = {£1} x Us. O

Théoréme 3.6 Le groupe Q est isomorphe a

LZXZLyxZL/(p—1)Z sip2
Z x Ty x 7.2 sip=2"

Preuve : Tout élément x € Q,; s’écrit de fagon unique sous la forme z = p"u
avecn € Z et u € U. On a donc QF ~ Z x U. D’autre part, d’aprés la
proposition 3.2, U/ =V xU; ou V est cyclique d’ordre p — 1. Enfin la stucture
de U, est donnée par la proposition précédente. O

Fort de cette description, on va pouvoir enfin atteindre le but annoncé
en début de partie.

10



3.2 Représentations lisses de Q; en caractéristique p

I8 2 IR B : X
On commence par s’intéresser a l’action du pro-p-groupe de Q.

Théoréme 3.7 Tout caractére lisse de 1 + pZ, en caractéristique p est tri-
vial.

Remarque : C’est en fait un corollaire du théoréme 2.5 mais on peut aussi en
donner une preuve moins cotiteuse comme suit.

Preuve : Soient F un corps de caractéristique p et xy un caractére lisse de
1 + pZ,. Soient v € E et g € 1 4 pZy. On a (X(g)v)pk = x(g)v pour tout
k > 1, mais aussi (X(g)v)pk = X(g)pkvpk = X(gpk)v. Aussi, Stabyipz,(v)
est ouvert, donc il existe a« > 0 tel que Card((1 + pZ,)/(Stabv)) = p*
(par le lemme 2.2). Si o = 0, c’est que 1 + pZ, agit trivialement sur v. Si-
non, c’est qu’il existe un élément go de 1 + pZ, ne stabilisant pas v; mais
v = x((90)"")v = x(go)v, ce qui contredit I’existence d'un tel go. O

Notons que ceci clot complétement la description des représentations
lisses irréductibles de @; sur Fp telles que p agisse par homothétie.

Soient (p,V’) une telle représentation et v un vecteur non nul de V.
On considére V la sous-représentation engendrée par v, c’est-a-dire que
V est le Fp-espace vectoriel engendré par {p(g)v | g € G}. L'irréducti-
bilité de V nous assure que V = V. Elle est de dimension finie puisque
StabQ; (Vect v) ~ p” x StabZ; (Vect v) (puisqu’on a supposé que p agissait
par multiplication par un scalaire) et que Staprx (Vect v) contient StabZ; (v),
qui est d’indice fini dans Z). Ainsi StabQ; (Vectv) est d’indice fini dans Q)
et Q) / (StabQ; (Vect v)) est un groupe abélien fini dont toute représentation
irréductible est un caractére (par le lemme 2.3).

On est donc ramené a regarder d’une part ’action de p par homothétie,
d’autre part le caractére porté par Z/(p — 1)Z sip > 2 et Z/27Z si p = 2
(puisque 1 + pZ, apporte une action triviale par le théoréme précédent).
Déja, 'action de p est aussi un scalaire, dont on n’a donc plus & se soucier
non plus.

— Casp=2:

Ensuite, on veut ici énumérer les caractéres de Z/27Z sur Fy valant 1
sur 2. Soit y un tel caractére. La valeur de x(1) détermine y ; mais
l'ordre de celle-ci doit étre de la forme 2¥ — 1. Or si x(1) n’était pas
trivial, il serait d’ordre 2, qui est premier a 2% — 1, ce qui est absurde.
Donc x est trivial.

- Casp#2:

On cherche les caractéres de Z/(p — 1)Z sur Fj, valant 1 sur p. Soit
X un tel caractére. Il est déterminé par x(1), lequel doit étre d’ordre
p—1oul (si trivial). Et ceci est possible en prenant x(1) € F)f C ?;.

11



On résume la situation & travers la proposition suivante :

Proposition 3.8 Soit p une représentation lisse irréductible de Q sur ﬁp
telle que p agisse par homothétie. Alors p est un caractére ; de plus :
. . L, ., =X ..
~ sip =2, alors p est uniqguement déterminé par p(p) € F, et est triviale
sur Ly ~ pZiy.
~ sip#2, alors si € est une racine (p — 1)¢ de 'unité non triviale dans
Qp, p est uniquement déterminé par p(e) € F)f — F; et par p(p) € F:.

Remarque : Cette classification n’est plus vraie lorsque I’on ne demande pas
a ce que p agisse par homothétie. Déja, p n’est alors plus nécessairement un

) sur (F,)? et que l'action

N . . 0 1
caractére : par exemple, si p > 2 agit par 11

. . . 1
de 1+ pZ, vérifie que I'action de 1+ p soit donnée par (

0 1 >, un vecteur

stable par Q; serait de la forme < 2 ) avec A # 0 et u # 0 (car les vecteurs

de base ne sont pas stabilisés pas I'action de p). On peut donc choisir A = 1

. 1 I
t I de v = t al
et 'image de v < i > par p(p) est alors ( 1+

4 v que lorsque 1+ p — p? = 0. Maintenant, 'image de v par p(1 + p) est

>, qui n’est colinéaire

1 . o .
( —;,u ), qui n’est colinéaire a v que lorsque 1 + p — p? = 0. Mais alors,
pu = 0, ce qu'on a déja vu comme étant absurde. Donc on a exhibé une

représentation irréductible de dimension 2.
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4 Arbre de PGLy(Q,)

Afin d’espérer obtenir des résultats pour des représentations de GL2(Q,)
cette fois-ci, nous avons besoin de quelques outils supplémentaires. Commen-
¢ons par construire I’arbre de PGLy dans le cas d’un corps local quelconque.

4.1 Généralités sur les corps locaux

On désignera par K un corps local, a savoir un corps complet vis-a-vis
d’une valuation discréte v. Une valuation discréte v est un homomorphisme
de K* sur Z (donc v(1) = 0)), et on a v(z + y) > inf(v(z),v(y)) pour
x,y € K, en convenant v(0) = +oo. L’image de v est un sous-groupe de Z,
donc quitte & post-composer par un morphisme de groupes de Z dans lui-
meéme, on peut considérer la valuation surjective, ce qu’on fera. On notera
O son anneau d’entiers, soit I'ensemble des x € K tels que v(z) > 0. On
choisit 7 une uniformisante, c’est-a-dire un élément de K tel que v(w) = 1
et on note k = O/mO le corps résiduel (7O étant l'idéal maximal de O).

On rappelle quelques propriétés essentielles sur les anneaux locaux :

Proposition 4.1
— Un élément x € O est inversible dans O si et seulement si v(z) = 0.
— Tout élément x € K> s’écrit de facon unique x = 7"u ot n € Z et u
est inversible dans O. On a alors n = v(x).
- Dans O, x divise y si et seulement si v(z) < v(y). En particulier
lanneau O est euclidien.

Preuve :

— Soit z € O, alors x est inversible dans le corps K et v(z) +v(z~!) =
v(1) = 0 donc 27! € O si et seulement si v(z) = 0.

— Existence de l'écriture : Soit € K*. L’élement u = z7 V) est de
valuation nulle donc il est inversible dans O et x = 7@y,

Unicité : Si #”u = 70 ot n,m € Z et u et v sont inversibles dans O,
alors n = v(n"u) = v(7™v) = m et donc u = v.

— Si z divise y dans O, il existe a € O tel que y = ax donc v(y) =
v(a) + v(z) > v(z). Réciproquement, si v(z) < v(y) alors il existe
n > 0 tel que v(xz) +n = v(y), et il existe u et v inversibles dans O
tels que z = 1@y et y = W, Donc y = 7"7*@uulv = az ou
a=7"u"tv € O et alors z divise y dans O.

Soient z et y non nuls dans O. Si v(z) < v(y) alors x divise y : il existe
a € O tel que y = azx + 0; autrement si v(xz) > v(y) alors on écrit
y=0x+y. O

4.2 Arbre de SL, sur un corps local

Soit V' un espace vectoriel de dimension 2 sur K.
On appelle réseau de V' tout sous-O-module qui est de type fini et engendre
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le K-espace vectoriel V. Un tel module L est libre de rang 2 et une base du
module L est une base du K-espace vectoriel V.

Si L est un réseau de O @ O et x € K*, alors Lz est encore un réseau de
V. Ceci nous permet de considérer I'action de K> sur I’ensemble des réseaux
et la classe A(L) d'un réseau L comme étant son orbite sous cette action;
on note X I’ensemble de ces classes. De maniére plus synthétique, on ne fait
que considérer les classes de réseaux & homothétie preés.

Lemme 4.2 Soient L1 et Lo deux réseaur de O & O, il existe a,b € Z et
une base (e1,es) de Ly tels que (e;m®,ean®) soit une base de Ly. De plus,
Uentier |a — b| ne dépend que des classes de Ly et Lo.

Preuve : Soit {e1,e2} une base de L; (en tant que module) et {fi, fo} une
base de Ly. Comme {ej, ez} est une base du K-espace vectoriel V, il existe
des éléments x,y, z,t € K tels que fi = xe1 + yes et fo = zey + tea. Soit
m = min{v(z),v(y),v(z),v(t)} alors 7™ f; et 7™ fy sont des éléments
de Li. On pose Ly = m ™Lsg, alors L3 est un sous-O-module de L; dont
{m=™ f1, 7~ fo} est une base. Comme O est euclidien donc principal, d’aprés
le théoréme de la base adaptée et sachant que L3 est de rang 2, il existe une
base {a1,a2} de L; et des éléments non nuls dy,ds € O tels que {dya1,draz}
soit une base de Ls. On écrit d; = 7" et do = 7Fv out n, k € Z et u et v sont
inversibles dans O, alors {ﬂ”al,ﬂk@} est une base de L3 = m "™Lg donc
{mm*"ay, ™ *ay} est une base de Lo d’oit existence des bases recherchées.
De plus, soient a,b € Z et une base {e1,e2} de L tels que {e;7?, eaw®} soit
une base de Lo, et soient x,y € K* qui s’écrivent z = 7"u et y = 7"v.
Alors {e17", eam"} est une base de L1z et {e;m%7™, eam’m™} est une base de
Loy. Donc en posant f; = ey et fo = ean™, {f1, f2} est une base de Lix
et { fim@T™m forbt 7Y est une base de Loy. Remplacer Ly par Lix et Lo
par Loy ot z,y € K* a pour effet de remplacer a et b par a + v(y) — v(x)
et b+v(y)—v(x), donc l'entier [a—b| ne dépend que des classes de Ly et Lo. [

On définit ainsi la distance d entre deux classes de réseaux Aq et Ag : si
Ly et Ly sont des représentants de ces classes, d(A1,A2) = |a —b| ot a et b
sont les entiers définis dans le lemme. On voit déja que d est symétrique, et
on montrera par la suite qu’elle vérifie bien les autres axiomes de la distance.

Proposition 4.3 Soient L un réseau de O & O et A € X. Alors il existe un
unique représentant M € A vérifiant les assertions équivalentes suivantes :
- M C L mazimal dans A
- MCLetM ¢_ L
- M C L et L/M monogéne.
Dans ce cas-la, L/M ~ O/7"O oun = d(A(L),A).

Preuve : Ces assertions équivalant chacune a ce que les entiers a et b définis
dans le lemme avec L; = L et Ly = M soient I’un nul et I'autre positif, elles
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sont donc bien équivalentes entre elles. Reste & montrer 1’existence de M une
fois L et A fixés. On commence par prendre M’ un représentant quelconque
de A. Alors il existe a,b € Z et une base {e1, ez} de L tels que {ey7?, ean®}
soit une base de M’. Soit m = min{a, b}. On suppose quitte a échanger e; et
es que m = a et on pose M = 7w~ "™ M’. Le réseau M est bien un représentant
de A et {e1, eam ™} est une base de M. Les deux entiers a et b définis dans
le lemme avec Ly = L et Ly = M sont donc I'un nul et autre positif, d’ou
le résultat ; et on a L/M ~ O/7°~¢O ou par définition de d et de a et b,
b—a=d(A(L),\). O

Corollaire 4.4 Soient A et A’ deuz classes de réseauz. On a d(A,A) =0
si et seulement si A =N ; et on a d(A,N') =1 si et seulement s’il existe des
représentants M C L de A et A tels que L/M ~ k.

Rappelons qu’on appelle graphe (non orienté) un couple (S, A) ou :

— S est un ensemble dont les éléments sont appelés sommets ;

— A est un ensemble de paires (et non des couples) appelées arétes.
On appelle chemin de a a b une suite finie sg, s1,...s, (r > 1) d’éléments
de S telle que pour tout 1 < ¢ < r, {s;-1,8;} € A. Aussi, un cycle est un
chemin entre un sommet et lui-méme. Un graphe est dit conneze lorsqu’il
existe toujours un chemin entre deux sommets quelconques. Enfin, un graphe
connexe et sans cycle est appelé arbre.

On décide de lier deux classes A1, Ao € X lorsqu’ils sont & distance 1.
Ceci définit une structure de graphe sur X, que 'on notera X.

On remarquera que les assertions suivantes sont équivalentes :

deux classes Aj, Ay € X sont liées dans X'

— A7 et Ay sont & distance 1;

— il existe des représentants Ly C Lo de Aq, Ag tels que L1/Ly ~ k;
— il existe des représentants Li, L de Ay, Ag tels que mLle C Ly C Lo.

Théoréme 4.5 Le graphe X est un arbre.

Preuve : On a déja vu que X était un graphe. Montrons d’abord qu’il est
connexe : soient A et A’ deux classes de réseaux, L un représentant de A et
M un représentant de A’ comme dans la proposition 4.3. Soit n = d(A, A’),
on sait qu’il existe une base {e1,ea} de L telle que {ej, ean™} soit une base
de M. Pour tout k = 0,...,n on pose Lj le réseau de O @& O ayant pour
base {e1,eam*} et Ay sa classe d’homothétie. Alors d(A(Ly), A(Lpy1)) = 1
et donc Ag, Aq,..., A, est un chemin dans X reliant Ag = A a A,, = A’
Voyons maintenant qu’il est sans cycle : soit n > 1 et Ay, ..., A, une suite
de sommets sans aller-retour (c’est-a-dire A;—; # A;y1). On va montrer par
récurrence sur n que d(Ag, A,) = n, ou de maniére équivalente que Ly, € 7Lg
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(ot les L; sont des représentants vérifiant L;1q C L; et L;/Li+1 ~ k, lesquels
existent en vertu de la remarque précédant le théoréme). En effet, si L,, C Lo
et L, ¢ Lo alors, comme Lo/L, ~ O/7"O, on a d(Ag,A,) = n par la
proposition 4.3; et si L, C 7Ly C Lo, alors L,/(7Lg) ~ O/a" 20 et
d(Ag,Ay) < n—2 < n. Par hypothese de récurrence, on a L,_1 € mLo.
On a L, # wL,_o, sinon A, = Aj,_9, ce qui contredirait ’hypothése d’un
chemin sans aller-retour. Aussi, en utilisant des bases adaptées on peut écrire
les sommes directes de O-modules suivantes : L, = wLy_1 @ (Ly/7Ly—1)
et mLy—9 = wly—1 ® (mLy—2)/(wL,—1); de telle sorte que L,/mL,_; et
(mLp—2)/(mwLy—1) sont des droites distinctes du k-plan L, _1/7L,—1. On a
alors L,—1 = L, + mL,_2 (modnL,_1) et L, = L,_; (modwLg), d’ou on
déduit bien L, & 7Ly. O

Proposition 4.6 L’arbre X ne dépend que du cardinal du corps résiduel, a
isomorphisme pres.

Idée de la preuve : Dans le cas ot K = Q,, O = Z,, m = pet k = F), on
cherche le nombre de sommets voisins d’'un sommet. Soit une classe A; € X
et Ly un représentant. On cherche Lo tels que Ly C L1 C Lo donc tels que
0 C Lo/pL1 € Ly/pLy; or Ly/pLy =~ IFIZ) donc on cherche un sous-espace

vectoriel de dimension 1 de IFIQ, orilya ’;2%11 = p + 1 droites dans F, donc
chaque sommet du graphe X a (p + 1) voisins. O

On ne peut pas parler sans cesse de 'arbre sans en dessiner un; ce qui
suit est donc une illustration de ce & quoi on peut s’attendre lorsqu’on évoque
larbre de PGL2(Q5).

(Sur cet arbre, on a noté v, le sommet correspondant au réseau Z, & p"Zy.)

P

Ny
A /\

Pour Ly et Lo deux réseaux de V, on peut trouver un réseau Lz C
(L1 N Lg). On définit alors h(Ll,Lg) = n13 — n23 ou Ll/Lg ~ 0/71'"1’30
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et Lo/L3 ~ O/n"30. On vérifie facilement que la quantité ainsi définie est
indépendante du réseau L3 choisi.

On prendra dorénavant les conventions suivantes : sur X', les arétes sont
orientées. De plus, on appelle bout un chemin infini sans aller-retour et droit
chemin un chemin sans aller-retour, infini dans les deux sens.

4.3 Action de GL(V) sur X

Les morphismes vodet : GL(V) — Z et eovodet : GL(V) — Z — Z/2Z
sont surjectifs; on note respectivement GL(V)° et GL(V)™ leur noyau. On
a les inclusions SL(V) C GL(V)° C GL(V)* C GL(V).

On peut donner une interprétation géométrique & ces morphismes, a
I'image de la propriété suivante.

Proposition 4.7 Soient L € A € X et s € GL(V). Alors on a les égalités
h(L,sL) =wvodet(s) et d(A,sA) =vodet(s) (mod2).

Remarque : GL(V)™ agit alors sans inversion sur X" alors que GL(V) si. En

effet, a pour effet d’inverser les classes d’homothétie de OD O et de

1
0
O@nO. Par contre, pour pouvoir inverser comme ceci deux sommets voisins,
il faut I'existence d’'un A € X et d’'un s € GL(V)™" tels que d(A,sA) =1, ce

qui contredirait la deuxiéme partie de la proposition.

Preuve : Soit (e1, e2) une base de L adaptée a sL, c’est-a-dire de sorte qu’il
existe a,b tels que (617Ta,€27'('b) soit une base de sL. Le déterminant étant
inchangé par changement de base, on peut écrire s dans la base (e, eq) et

a
c’est alors un < i b ) 5 avec § € GL2(0O). Mais v o det(s) prend alors

T
clairement la valeur a+b, ce qui est aussi le cas de h(L, sL). Pour la deuxiéme
assertion, il n’y a qu’a remarquer que d(A, sA) =|a — bl =a+ b (mod 2). O

Soit G' un sous-groupe de GL(V'). Soient L un réseau de classe d’homo-
thétie A et AA’ une aréte de X. On notera G, Gp et G les stabilisateurs
respectifs de ces objets dans G.

Lemme 4.8 Si G C GL(V)°, alors G, = G,.

Remarque : C’est le cas en particulier pour SL(V').

Preuve : On a déja que G C Gj. Pour linclusion inverse, soit s € Gjy.
Alors il existe x € K* tel que sL = Lz. De plus h(L, Lz) = 2v(z) et donc
v(det s) = 2v(x) par la proposition 4.7. Or s € GL(V)° et ainsi v(z) = 0 et
x est inversible dans O. Au final, sL = L et s € G, O
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Théoréme 4.9 Sous l’hypothése que l'adhérence de G C GL(V)*t dans
GL(V) contienne SL(V'), le segment [AN'] est un domaine fondamental pour
Uaction de G sur l'arbre X.

Preuve : Il s’agit de montrer que G agit transitivement sur I’ensemble des
classes & distance paire de l’origine, ceux & distance impaire de 'origine, et
enfin que G, agit transitivement sur ’ensemble des arétes d’origine A. Fai-
sons le précisément :

Action sur les sommets :
Notons X, ’ensemble des sommets de X & distance paire de A et X, ceux a
distance impaire. L’interprétation volumique donnée & la proposition 4.7 et
le fait que G C GL(V)* impliquent que X, et X, sont stables par G. Reste
a voir que si A, € X, (resp. A, € X,) alors il existe g € G tel que gA = A,
(resp. gA’ = A,). On va traiter le cas pair, 'autre se faisant de maniére
similaire : soient A, € X, et 2n = d(A¢, A). Par le méme argument que pour
le lemme 4.3, si L € A et L, € A, on a une base (e1,ez2) & L de sorte que
(e17?, eam?) soit une base de L ; aussi, |a — b| = 2n. Le réseau L, = 7" %L,
n

7; W(zn ) € SL(V) veéri-
fie s, = L.. De plus, 5. 1G est un sous-ensemble de GLo(K) contenant
1 € GL2(O) dans son adhérence; or GL2(O) est ouvert dans GLa(K),
c’est donc qu’il existe g € G et u € GLa(O) tels que g = spu. Mais alors
gL = sL =L, et gA = A..

admet alors (ey7”, eam™ ") pour base et s, = (

Action sur les arétes :
Comme l’action est transitive sur les sommets, il suffit de se ramener au
sommet origine vg = OGO et aux arétes partant de ce sommet. Notons v; son
sommet voisin O ®7O. Remarquons que les autres voisins de vy se déduisent

. T 0 1 1 a
de vy via multiplication par w = 1 0 )Ou%a=| ; |poura €

1+ 70 7O il

7O 1+ 70 > i
est ouvert et stabilise vg. De plus 2, 'G est un sous-ensemble de GLy(K)
possédant 1 € U ouvert dans son adhérence. C’est donc qu’il existe u, € U
et g, € G tels que gq = T4uq. De la méme maniére, il existe u € U et g € G
tels que g = wu. Alors g,v9 = gug = vy et g,v1 = X1, ainsi que gv; = wuy.
Donc I’action de G sur les arétes est transitive. O

O. Soit U le sous-groupe de GL(O) de la forme (

4.4 Sous-groupes de GLy(Q,)

Comme premier apport de I’arbre, certains sous-groupes intéressants de
GLo apparaissent comme des stabilisateurs de parties de ’arbre. C’est ce que
nous décrivons dans ce paragraphe :
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On dit que G € GL(V) est borné s’il existe une borne commune aux
coefficients de G vu comme sous-ensemble de GLy(K) : il existe un entier m
tel que si g = (g5,;) € G, alors v(g; ;) > m.

Proposition 4.10 Les sous-groupes bornés mazimauz de G C GL(V)° sont
les stabilisateurs des sommets de X .

Preuve : Il s’agit de montrer que G laisse fixe un sommet de X si et seulement
si G est borné. Par le lemme précédent, cela revient & voir qu’il existe un
réseau de V stable par G si et seulement si G est borné. Pour 'implication
directe, soient L un réseau stable par G et (e, e2) une base de L. Pour g € G,
sa matrice dans la base (e, e2) appartient & GL2(O). Et les coefficients sont
alors clairement bornés. Réciproquement, si G est borné (disons par m),

fixons un réseau Lg et formons L = Y gLg. Tous les gLy sont inclus dans
geG
7™ Ly et L est donc un réseau. De plus, il est stable par GG, ce qui achéve la

démonstration. O

On appelle sous-groupes d’Iwahori les stabilisateurs des arétes de X, et
sous-groupes de Borel les stabilsateurs des bouts. Quant aux stabilisateurs
des droits chemins, on les nomme sous-groupes de Cartan.

Sous-groupes d’Iwahori :
Vu que l'action sur les arétes est transitive, il suffit de s’intéresser a ’aréte
orientée reliant Z, ® Z, a Z, ® pZy, les autres s’obtenant simplement par

conjugaison de ce stabilisateur standard.

Cela correspond a 7 = { < Z Z ) € GL2(Zy)

traduction matricielle. Aussi, il sera intéressant de regarder son pro-p-Sylow,
que ’on a envie d’appeler le pro-p-Iwahori :

(1) = { < ‘CZ Z > € GLy(Zp) | a,d € 1+pr,c€pr,b€Zp}.

Sous-groupes de Borel :
On notera Bg = { ( 8 2 ) € GL2(Qp) ‘ 4], = ps}, qui correspond a
la stabilisation d’un bout avec translation de s & l'infini. Et bien stir, on in-
troduit le sous-groupe de Borel standard B = | J Bs. Comme pour 'Iwahori,
on peut bien str conjuguer le sou-groupe de Borel standard pour en obtenir
d’autres.

lelp < p_l} si on veut une

Sous-groupes de Cartan :

Cest C = { ( 8 2 > € GLQ(QP)}.
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5 Représentations lisses de GLy(Q,) en caractéris-
tique p

Voyons quelques aspects de ce que I'arbre peut nous offrir en termes de
représentations.

5.1 Quelques généralités

Soient G = GL2(Q,) et H un sous-groupe ouvert. Soit (p, V') est une
représentation lisse sur un corps F,. On note F(G, H, p) ’ensemble des ap-
plications f : G — V & support compact modulo H vérifiant, pour tous
he H, g€ G : f(hg) = p(h) f(g). On rappelle que Indg,o est la représenta-
tion définie par I’action a droite sur F(G, H, p), c’est-a-dire g.f : z — f(zg).
Aussi VH désignera le sous-espace de V' des éléments invariants sous 1'action
de H.

Proposition 5.1 Toute représentation lisse p en caractéristique p du pro-
p-Twahori Z(1) posséde un vecteur stable non trivial.

Preuve : C’est un corollaire direct de 2.5. |

Le fait que cet espace d’invariants V() soit non trivial va nous étre tres
utile, et le paragraphe suivant va nous éclairer sur cela.

5.2 Algébres de Hecke

Pour les structures d’algebres de groupe considérées, on se fixe un anneau
commutatif unifere R.
On définit 'algébre de Hecke de G relativement & H sur R par :

Hr(G, H) = Endpjg)(IndF 1).

Explicitons un peu la réciprocité de Frobenius dans le cas ot on induit un ca-
ractére trivial pour pouvoir donner une interprétation plus parlante de cette
algebre de Hecke. D’abord, on voit que Ind$1 peut s’apparenter a R[H\G],
qui est par définition la R-algébre des fonctions H\G — R a support com-
pact. La réciprocité de Frobenius s’énonce par I'isomorphisme

Homy (1, V|y) ~ Homg(Ind$% 1, V).

On a Hompy(1,V|y) = VI : en effet, si « € Hompy(1,V|y) et w est un
vecteur non nul de 1z, on voit que ha(w) = a(hw) = a(w) et ceci nous
fournit un élément de VH et que réciproquement tout élément de VH peut
définir un a(w) et par conséquent un o € Homp (1, V|g). Comme, de plus
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Ind%1 ~ R[H\G], on est amené a voir que V¥ ~ Homg(R[H\G],V). Et 1a,
on peut exhiber les isomorphismes :

VHE  «— Homg(R[H\G],V)
v — (¢ : 1y — v)
p(Iu) — v

ou ¢, est I'unique morphisme de G-représentations tel que 1y soit envoyée
sur v.

Il devient tautologique de vérifier que ces deux applications sont bien réci-
proques 'une de 'autre.

En utilisant la réciprocité de Frobenius pour V = Ind%1 ~ R[H\G], on
obtient les isomorphismes :

Hr(G, H) ~ (RIH\G])"" ~ R[H\G/H]

ou R[H\G/H] désigne ’algebre des fonctions & valeurs dans R sur les doubles
classes H\G/H munie d'un produit de convlution (voir 'appendice de [8]).
En effet pour le second isomorphisme, remarquons que R[H\G] est aussi I’al-
gébre des R-combinaisons linéaires finies de fonctions caractéristiques 1z,
sur laquelle G agit (pour respecter l'isomorphisme avec 'induite) par trans-
lation a droite : si f € R[H\G], g.f : ¢ — f(xg).

Proposition 5.2 L’espace des invariants V7 est muni d’une structure de
module a droite sur Hr(G, H).

Preuve : Par réciprocité de Frobenius, on a déja vu V7 ~ Hompg (1, p|g) ~
Homg(Ind$ 1, p); a v € VH on associe alors I'éléement de Homg (Ind% 1, p),
¢ 1y —v. Pour T € Hr(G,H),voT = ¢ (1) = ¢ o T(1py) définit
une action a droite.

On peut aussi voir ceci de la facon équivalente suivante : les fonctions de
{Lugn | g € G} forment une base de R[H\G]. Si HgH = [[; Hg; et
T € Hr(G, H) est associé a 14m par réciprocité de Frobenius, alors voT =
> p(gj_l)v définit la méme action. O

Appelons maintenant %epr G la catégorie des représentations de G sur
F, et 9Mod HFP(G’ H) celle des modules a droite sur ’algébre de Hecke
HFP(G’ H). La proposition précédente nous fournit alors un foncteur

%epm G — 9Noo H?%(G, H)
Vv — %4

L’étude des modules a droite sur ’algebre de Hecke devrait donc nous per-
mettre d’obtenir des informations sur les représentations de G, mais ceci a
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condition que V' % {0}. En ce sens, le cas des représentations lisses de Z(1)
nous est favorable au vu de la proposition 5.1.

Mais pour décrire des modules, il nous est indispensable de comprendre
la structure des algébres de Hecke. Pour cela encore ['observation de ’action
sur ’arbre nous sera d’une grande aide.

5.3 Structure de Hy (GL2(Q,)/p, GL2(Z,))

On rappelle qu'on note X 'arbre de PGL2(Q)) et on introduit les no-

tations : son ensemble de sommets sera V et celui de ses arétes orientées £.

Dorénavant, on note o = 0 et v = 01

’ 0 p 10

sommet de X correspondant au réseau Z, ® Z, et v, = o"vg pour n € Z.
On appelle e, y+1 'aréte v, ~ vp41.

Dans cette section, on va noter G = GL2(Q,)/p et K = GLy(Z,). Enfin

on rappelle les isomorphismes suivants, qui nous seront utiles par la suite :

V=Gu~G/Ket&E=Gey1 ~G/T.

. On désigne par vg le

Justifions un peu nos choix : en fait étudier G' & la place de GL2(Q))
revient & demander que p agisse par multiplication par un scalaire, et K est
le sous-groupe compact maximal comme vu & la proposition 4.10.

Les fonctions {1, | g € K\G} forment une base du F,-espace vecto-

riel F,[K\G]. On peut aussi définir une correspondance G-équivariante par

E: Vo FJ[K\G
g vy — 1kg

on peut identifier F,[K\G] a lespace {3, ), tov | ty € Fp}.

, C’est-a-dire qu’elle respecte 'action de G. Alors

Notons D, (Qp) I'ensemble des matrices diagonales sur Q,, & éléments
diagonaux p® avec a1 < ag < --- < .

Lemme 5.3 (Cartan) On a : SL,(Q,) = SL,(Z,) Dy(Qp) SL(Zy,).

Remarque : On n’a pas unicité dans la décomposition de Cartan.
Démonstration : On se référera a [4]. O

En utilisant la décomposition de Cartan, on voit que F,[K\G/K] =
{f: K\G/K — F, | Supp f compact} admet une base formée des fonctions
¢n = Lgang pour n € N. Notons T, 'élément de HE}(G’ K) correspondant
par réciprocité de Frobenius; on s’autorise & écrire simplement T pour T7.
On peut donner une interprétation géomeétrique a cet opérateur : d’abord
Ikark =Y ; 1kg 00 {gi}s = K\(Ka"K). En utilisant la correspondance =,
les g, Luo sont distincts et fournissent tous les sommets o € V K-équivalents
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a vp,. Cela donne que (vg, ) est G-équivalent & (vg, vy, ) ; ainsi T, correspond
a lopérateur v — > 0.
d(v,0)=n

Lemme 5.4 Pourn >2, ona: T, =T""2(T?-1).

Preuve : Il faut voir : To = T%2 =1 et T, = TT,,_1 pour n > 3. Le résultat
suivra alors par une récurrence immédiate. Soit v un élément de V.
OnaTv= > vetpourchaque 0, T0 est la somme de v et de p éléments
d(v,0)=1
a distance 2 (de )v De plus, il va de soi que tout élément & distance 2 de v est
issu d'un 9. Alors T?v = (p + 1)v + Thv ; comme on est en caractéristique p,
on a bien Tp = T2 — 1.
Soitn>3.0nal, jv= >>  ©; aussi les ¥ se regroupent par paquets
d(v,0)=n—1
de p car provenant d’un méme sommet v a distance n — 2 de v (car préci-
sément n > 3). Alors TT,,_qjv= Y, To= >, o+p >  v=
d(v,0)=n—1 d(v,8)=n d(v,0)=n—2
> v=T,w. O

d(v,0)=n

Théoréme 5.5 L’algébre de Hecke HFP(G’ K) est isomorphe a F,[T] en tant

que E,—algébre.

Preuve : Les T},, n € N forment une base de H(G, K). Le morphisme d’al-
gebres Fp[T,]n>1 — H(G, K) est alors surjectif, et se factorise par les rela-
tions R du lemme précédent ; le morphisme induit devient un isomorphisme
car T est bien libre dans H(G, K) (il suffit de regarder son action sur 'arbre,
qui est libre). Mais le quotient (F,[T},],>1)/R est bien isomorphe & F,[T]. O

En particulier, on voit que H(G, K) est commutative. Par le lemme de

Schur, son action sur un module de dimension finie est donc une action de
multiplication par un scalaire. Ce qui nous permet de voir que tout module
simple est en fait de dimension 1.
Néanmoins linformation n’est utile que lorsque VX # {0}, ce qui arrive
en fait trés rarement vu que K est le compact maximal. Pour tenir compte
de cette remarque, on veut se rapprocher de I'étude de VZ() en cherchant
d’abord & comprendre l'algébre de Hecke de I'Iwahori standard.

5.4 Structure de Hy (GL2(Q,)/p,T)

Les fonctions {1z, | ¢ € (Z\G)} forment une base du F,-espace vec-
toriel F,[Z\G]. De la méme fagon que précédemment, on peut établir une
correspondance G-équivariante par T _18 = FI\G]
g eg1 < 1z4

permet d’identifier F,[Z\G] a Despace {3 ¢ tee | te € Fp}.

; et celle-ci
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Lemme 5.6 L’ensemble {a",va™ | n € Z} forme un systéme de représen-
tants des doubles classes T\G/ZT.

Remarque : Dans la correspondance T on a alors Cntl < Lza—n .
en+ln < ﬂf,ya—(nﬂ)

Preuve : On sait Z\G/Z ~ £/I. Si e € &, on a un unique € parmi les
enn+1 (n € Z) de sorte que (eq, 1, e) soit Z-équivalent a (eq, 1, €) (par le théo-
réme 4.9 appliqué & ZQ)). Ainsi {e,n+1,€nt1,0 | 7 € Z} est un systéme de
représentants de £/7; or ep i1 = €1 €t epp1n = ae1g = a"“‘lyeo,l, ce
qui permet de conclure. O

On note ¢y pni1 (resp. dpii1,n) I'élément correspondant & lz,-n7 (resp.
]].Z,ya—(n+1)z-) via T : c’est la somme formelle > € de tous les € Z-équivalents
A epnt1 (resp. epy1p). On introduit aussi Ty, pi1 (resp. Thi1,) P'élément
de HFP(G’I) correspondant par réciprocité de Frobenius. Au vu de 'action
décrite a la proposition 5.2, on a T}, p+1(€0,1) = €0,1 © Thnt1 = Gnnti-

Lemme 5.7 Soient e € £ et € son aréte opposée.
Alors Thp(e) = € et To—1(e) = > € ou € parcourt l’ensemble des arétes
distinctes de e ayant la méme origine que e.
Pour n > 07 (TO,—ITI,O)(¢n+1,n) - _(bn,n—i—l;
(To,-1T1,0)(P—n,—n+1) = —P—nt1,—n;
pourn >0, (To-1T10)(Pnn+1) = Pntint2s
(To,-171,0)(P—nt1,—n) = G—n,—n—1:
pour n & Z, T1,0(¢n,n+1) = ¢n+1,na
Tl,O((z)n—i-l,n) = ¢n,n+1-

Preuve : Par G-équivariance, décrire ’action de T7 g et Ty —1 sur eg 1 la don-
nera sur toute aréte e. Et ceci a déja été énoncé précédemment. Néanmoins
on peut regarder précisément les choses puisque ces deux éléments vont servir
de générateurs pour ’algebre de Hecke.

— On remarque que I’élément de Z\G/Z correspondant a T} ¢ via la réci-
procité de Frobenius est 17,,-17. Mais oy normalise I'lwahori, c’est-
a-dire que ya~'Zay = 7, et donc c’est aussi Izyq-1. Alors T1 o(eo,1) =
(ay)(eo1) = e

— L’élément de Z\G//T correspondant a Ty _1 est 1z,7. On peut mainte-
nant décomposer cette double classe : ZvZ = [[Zgq o1l g, = < Cll 2 >
et a parcourt {0,...,p — 1}. De ce fait, T _1(e01) = >_,(9a) *(€0,1),
ce qui nous permet de retrouver ’action donnée.

Pour démontrer les identités suivantes, on remarquera que Ty 1710 = T2
et que 77 2(e) = > € ot € parcourt I’ensemble des arétes distinctes de € ayant
pour origine la pointe de e.
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V2

U3
Vg
V0 v
V_3 V_2
U_
¢$-3,-2 $_2-1 ¢-10 ®0,1 ®1,2 $2.3 ¢34
Ainsi il ne reste plus qu’a compter sur l'arbre.
Pour n >0, T12(Pnnt1) = Ontint2s
T1,2(¢n+1,n = p¢n,n—1) + (p - 1)¢n,n+1 = _¢n,n—|—1§
Pour n >0, Ti2(¢nnt1) = PPntinte + @ — D)bniin = —bniin,
T 2(Pnt1n) = OPnn—1-
Les deux identités pour 77 o coulent de source. O

Lemme 5.8 Soit n > 0.
= Tony1 = (To,—1T1,0)";
- T py1,—n = (To,-1T1,0)"T1,0;
~ Tonin = T1,0(To,—1T10)";
~ T 1 =T1,0(To,-1T1,0)"T1 0
~ (Tp.-1)? + Tp.—1 = 0.

Preuve : Par G-équivariance, il suffit de le prouver sur ey = eq 1. Les deux pre-
miéres propriétés se montrent par récurrence, et I'initialisation est a chaque
fois évidente.

— Ensuite, on a Ty 11n12¢0 = Ontimr2 = (To,-171,0)(Pnnr1) et donc
Trtint2e0 = (To,-1T1,0)(Thnt1€0); puis en utilisant 'hypothese de
récurrence, il vient Tj,41 n+2€0 = (To.—1T10)" eo

— Ensuite,on a T, _p_160 = ¢—p,—n—1 = (T0,-171,0)(P—n+1,—n) et donc
Ty —n—1e0 = (To,—1T10)(T—n+1,—neo); puis en utilisant I'hypothese
de récurrence, il vient T, —,—1€0 = (To,—1T1,0)" 1T peo-

= On a T1 0Ty pr1e0 = T1,0(Pkkt1) = Prt1,k = Tht1,k€0. En utilisant
cette égalité et le premier point, le résultat suit.

— C’est une conséquence directe de I'égalité T7 0Ty p+1 = Thy1x et du
deuxiéme point.
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— Notons eq,...,ep les arétes ayant méme origine que ep. On a :

(To~1)%e0 =2 Y ej=> (eo+ > ¢

1#0 j#i 1#0 j¢{0,i}
=peo+ . > ej=peo+ (p—1)To-1€0
J7#0i¢{0,5}
(T07,1)260 = —T07,160. |

Théoréme 5.9 L’algébre de Hecke HE(G,I) est non commutative et iso-
morphe a F,[T,S]/(T? —1,5% + S) en tant que F,-algébre.

Preuve : Les fonctions T}, p+1, n € Z forment une base de H(G,Z) d’apres
le lemme 5.6. Le morphisme d’algebres Fp[T ni1, Trn—1]nez — H(G, T) est
alors surjectif et se factorise par les relations du lemme précédent. En appe-
lant maintenant respectivement 7" et S les éléments 77 o et Tp 1, on obtient
un morphisme surjectif F,[T, S]/(T? —1,8% + S) — H(G,Z). Pour voir que
ce dernier est isomorphisme, il suffit de voir que les éléments de la forme
STS---T ou STS---S sont libres, ce qui revient & dire, au vu du lemme
précédent que les T}, ,4+1 le sont. Dés lors, on a l'isomorphisme désiré. O

Maintenant que I’on dispose d’une description sympathique de cette al-

gébre de Hecke, on peut en exhiber les modules simples. Pour cela, on se
reportera a [8] par exemple.

26



Table des matiéres

1

Des nombres p-adiques

1.1 Vus comme une limite projective . . . . . . .. .. ... ...
1.2 Vus comme un complété métrique . . . . . . ... ...
1.3 Equivalence des définitions de Qp - o o

Représentations lisses des groupes profinis
2.1 Notions topologiques sur les groupes profinis . . . . . . . . ..
2.2 Des représentations lisses en caractéristique p . . . . .. . ..

Représentations lisses de Q; en caractéristique p
3.1 Structurede Qy ... ...
3.2 Représentations lisses de Q; en caractéristiquep . . . . . ..

Arbre de PGL2(Q))

4.1 Généralités sur les corps locaux . . . . . .. . ... ... ...
4.2 Arbre de SLg sur un corpslocal . . . . . ... ... ... ...
43 Actionde GL(V)sur X . ... ... .. ... ... ...
4.4 Sous-groupes de GLo(Qp) . . . . .. ... L

Représentations lisses de GL2(Q,) en caractéristique p

5.1 Quelques généralités . . . . . . ... oo
5.2 Algebresde Hecke . . . . .. .. ... ... ... ...
5.3 Structure de Hg (GL2(Qp)/p, GL2(Zp)) - . . - oo oo
54 Structure de Hg (GL2(Qp)/p,Z) .. ..o oo

27

= w NN

o O

13
13
13
17
18



Références

[1] AMICE Yvette : Les nombres p-adiques, Presses Universitaires de
France, 1975

[2]| BARTHEL L. & LIVNE R. : Modular Representations of GLa of a local
field : the ordinary, unramified case, Journal of Number Theory No. 55,
1995

[3] KOBLITZ Neal : p-adic Numbers, p-adic Analysis, and Zeta-Functions,
Springer-Verlag, 1977

[4] MACDONALD I.G. : Spherical functions on a group of p-adic type, Ma-
dras, Ramanujan Institute for Advanced Study in Mathematics, Univer-
sity of Madras, 1971

[5] SERRE Jean-Pierre : Cours d’arithmétique, Presses Universitaires de
France, 1988

[6] SERRE Jean-Pierre : Arbres, amalgames, SLa, Astérisque No. 46, So-
ciété Mathématique de France, 1977

[7] SERRE Jean-Pierre : Représentations linéaires des groupes finis, Her-
mann, 1998

[8] VIGNERAS Marie-France : Representations modulo p of the p-adic
group GL(2, F'), Compositio Math. No. 140, 2004

28



