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2 PRESENTATION DU MODELE

1 Introduction

Notre exposé se propose d’étudier le modéle de la FK percolation ainsi qu’une de ses applications
physique : il s’agit de comprendre certaines propriétés des métaux, et en particulier ’existence d’une
température critique, dite de Curie, & partir de laquelle le fer passe de I’état magnétique spontané
a I'état démagnétisé. Pour cela, on introduit le modéle d’Ising : on considére le réseau Z3 (Z?
lorsque l'on considérera, pour simplifier, que le métal est constitué d’une seule couche d’atomes).
Chaque point du réseau représente un électron dont nous regardons le spin o dans {—1,1}. A chaque
configuration, on associe I’énergie

H=3 Lo@rtot)

ey

ou la somme porte sur ’ensemble des paires non ordonnées de sites voisins. Les états d’énergie
minimale sont les plus probables. L’étude des propriétés ferromagnétiques du métal n’est alors rien
d’autre que celle des corrélations & grande échelle des spins qui le constituent. Dans un premier
temps, nous étudierons le modéle plus général de la FK percolation de paramétres p, ¢ dans le cas
du réseau fini, puis en volume infini. Il suffira de constater que le modéle d’Ising est fortement lié
au cas particulier ¢ = 2. Enfin nous nous placerons dans le cas de la dimension 2 pour y obtenir des
résultats plus précis.

L’intérét de I’étude de ce modéle n’est pas seulement physique : il offre un exemple de transition
de phase a une échelle globale, tout en restant assez simple.

2 Présentation du modéle

2.1 FK percolation

Soit G un graphe fini, A I'ensemble de ses arétes, S I'ensemble de ses sommets. On se donne
w: A+ {0,1}. Lorsque w(a) = 1, on dit que a est ouverte, et fermée dans le cas contraire.
On définit ensuite la probabilité associée & la configuration w :

Py g(w) = ——p°) (1 — p) ) gh@)
Zpg

ou l'on pose :

— o(w) : nombre d’arétes ouvertes

— f(w) : nombre d’arétes fermées

— k(w) : nombre de composantes connexes du graphe formé a partir de w
et ou g, réel strictement positif, et p € [0,1] sont des parameétres du modeéle. Si ¢ = 1, c’est la
percolation classique : on ouvre chaque aréte avec une probabilité p indépendamment de ’état des
autres arétes. Sinon, on choisit de privilégier (si ¢ > 1) ou de défavoriser (si q < 1) les configurations
comportant de nombreuses composantes connexes.

2.2 Modéle d’Ising

On introduit le spin o : S +— {—1,1}, et on définit une probabilité sur I’ensemble des configura-

tions possibles :
1
Pg(o) = Z—ﬁexp(—ﬂ > To()tot)

TNy



2 PRESENTATION DU MODELE 2.3 Couplage

ou Zg est une constante de normalisation, et 3 un parameétre positif.
Pour ¢ = 2, ces deux modéles sont liés comme nous allons le constater.

2.3 Couplage

Soit C I’ensemble des couples (w, o) € {0,1}* x {—1,1}* compatibles, i.e. tels que tous les sites
appartenant & une méme composante connexe pour w ont une méme valeur de spin pour o.

Cpe bl

® Site de spin+1
® Site de spin -1
FiGc. 1 — Exemple d’une configuration de C

On envisage deux "constructions" possibles de (w, o).
— On choisit au hasard w selon la loi P, 4, puis on assigne indépendamment & chaque composante
connexe une valeur de spin uniforme avec une probabilité 1/2 pour +1 et 1/2 pour —1.
— On choisit o selon la loi Pg, puis on choisit w comme suit : on ferme les arétes séparant deux
voisins de spins différents, et on ouvre les autres avec une probabilité p.
Dans les deux cas, le couple (w, o) est alors dans C par construction. Chacune de ces contructions
définit une probabilité sur C :

1

1
Pi(w,7) = —p* (1 = p)/ (240

P2

1
Py(w,0) = Z—ﬁp"(‘”)(l — p) MO p(—Br (o)
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avec r(o) désignant le nombre de paires de voisins de spin différent.

On constate que pour 1 — p = exp(—/f3), ces deux probabilités sont égales. Sous cette condition, la
loi de o obtenue par la premiére construction est P_j,(1_,), et la loi de w obtenue dans la deuxiéme
est Pj_c_cap(—p),2 De ce couplage, on déduit que les corrélations du modele d’Ising sont liées a la
connectivité pour la FK percolation correspondante. En effet, d’aprés la premiére construction,

Ps(o(x) = o(y)) = Pg(x < ypour w) + %Pg(az “ Y pour w)

ol x < y signifie que x et y peuvent étre joints par un chemin ouvert pour w. D’otl, sachant que
1—p=eaxp(—P)et g=2,
1 1

Pglo(z) =0o(y)) — 5= §Pp,2(33 — ypourw).

Les corrélations & grande échelle du spin se traduisent donc par de grandes composantes connexes
pour w. Par la suite on focalisera donc I’étude sur le modéle de la FK percolation, plus générale,
d’abord dans un cadre fini, puis dans le cas du réseau.

3 FK percolation en volume fini

Dans toute la suite, nous supposerons que q > 1.
Pour généraliser la FK percolation en dimension infinie, nous devons établir certains résultats
généraux sur les comparaisons de mesures FK. Commengons par quelques notations et définitions :

— On considére une probabilité produit P sur l'espace © = {0, 1}A ou A est un ensemble fini ou
dénombrable. 2 est muni d’un ordre partiel naturel : w < w’ si w(a) < w'(a) pour tout a € A.

— La fonction f: Q — R est dite croissante si f(w) < f(w') pour tout w < w'.

— Un événement A de la tribu produit est dit croissant si 14 est croissant; c’est & dire si pour
tout w, w’
weA w<uw = weA.

— On définit w_, comme étant la configuration w dont on a modifié I’état de 'aréte e.
— Lorsque w € {0,1}* | et que e € A, on définit w, de sorte que
we(e) =1 et we(a) = w(a) pour tout a différent de e
et w® est défini de la méme maniére sauf que w®(e) = 0.

— Lorsque j; et jup sont deux mesures de probabilité sur {0,1}* (pour A fini), on dit que p; > po
si pour tout événement croissant A,

pi(A) > pa(A).

3.1 Comparaisons entre mesures FK selon les paramétres
3.1.1 Théoréme de Holley

Theorem 1. Supposons que pi et pa sont deux mesures de probabilité sur {0, 1}A, ou A est fin,
telles que pour toute configuration v, w telles que w > v, et pour tout e € A,

pur(we) pa(v) = pa (w®) pa(ve) -
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Si on suppose de plus que pour toute configuration u, pui(u) et pa(u) sont strictement positives, alors
1l est possible de coupler les réalisations w et v de py et po sur un méme espace de probabilités de
sorte que w > v p.s. Et donc nous avons en particulier py > ps.

Soit p une mesure strictement positive. On veut construire une chaine de Markov (X,,),en qui
converge vers p. Pour cela, nous allons définir la matrice de transition ) de telle maniére que p soit
une mesure réversible. On pourra alors appliquer un théoréme connu sur les processus aléatoires.
On pose

— Q(w,v) = 0 si v differe de w en plus d’un point,

— Qw,w_¢) = %(“(1&;) A 1), pour C assez grand,

- Qw,w) =1-3, Qw,w—¢) (Q(w,w) > 0 si C est assez grand).

alors

= p(w_e)Q(w—e, w) par symetrie

La chaine est irréductible (on peut passer d’une configuration & une autre en changeant un
nombre fini d’arétes avec une probabilité strictement positive) récurrente positive (car le graphe est
fini) et apériodique (car Q(w,w) strictement positif). Donc u est 'unique probabilité invariante et
ainsi le processus X,, converge en loi vers p presque siirement.

Retour a la preuve : nous allons construire une chaine de Markov Z,, = (X,,,Y,,) sur lespace

des couples de configuration (w,v) tel que w
gequ. On suppose que Xg(e) = Yy(e) = 1 pour tout e. Alors on définit la matrice de transition de

la chaine de Markov comme suit :
o Q((w,v°), (we,ve)) = D(L2UI A\ 1)

p2(v°)
Qwe,v), (we,ve)) = D(ﬁ A1)
o ¢ Q((w %), (we,v)) = D(Zi(z‘gg A1 — Z;gzg A1) qui est positif par hypothése
Q((w7 U)? (w7 U)) =1- Z(w,yﬁé(w’,v’) ((wv U)v (w/7 UI))
Q(wer ), (werve)) = DOERE A
 { Qwe,v?), (', v%)) = DT A1)
Q(w,v), (w,v)) =1- Z(w,v);é(w’,v’) Q((w,v), (w',v"))
Q(we, ve), (w,v°)) = D<% A1)
® ¢ Q(we,ve), (we,v®)) = D(l‘g(z:g A1 — Zig:g A1) qui est positif par hypotheése
Q((wv U)v (wv U)) =1- Z(w,yﬁé(w’,u’) Q((w7 U)? (wlv 7/))

oul D est une constante suffisamment petite pour que toutes les valeurs citées précédemment soient
dans [0, 1].
Nous allons expliciter la matrice de transition de la premiére marginale :
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Ql(we,we) = P(Xl = we|X0 = ’LUe)
. ]P(Xl = We mXo == we)
- ]P)(Xo = we)

. X17 }/1 (weavl) N (XOv }/0) - (we7v))
P B(Y: = u*)

= 3" STR((X0, Y1) = (we, )| (Xo, Yo) = (w0, v))

P((Xo, Yo) = (u*,v))
P(Y, = v°)

= ZZP((XhYl) = (we,v")[(Xo,Y0) = (w®,0))P(Yo = v|[Xp = w)

=300 A A DP(Y = ol X0 = v°)
p(w
_ D(u1(w1e)

) MV

De la méme fagon, on montre que Q1 (w,, w®) = D(Z 1 533 A1). On reconnait la matrice de transition

donnée au début de la preuve donc X converge en loi vers p1;. De méme, Y converge en loi vers po.

La chaine de Markov Z est irréductible, récurrente positive apériodique. Donc elle converge en loi
vers une probabilité p de marginales p; et po. Or sur 'ensemble d’étude, les couples (w,v) vérifient
w > v. Ce couplage implique po < pq. En effet, soit A un événement croissant

a(A) =Pve A) <Pwe A)=u(A4).

3.1.2 Petit lemme utile
Nous allons démontrer un petit lemme qui sera utile pour la suite :

Theorem 2. Pour toute configuration w > v et pour toute aréte a, on a
E(wg) + k(v®*) > k(w®) + k(v,) -

ot k(w) désigne le nombre de composantes connezes de w.

Preuve du Théoréme 2.

On note que k(w®) — k(w,) ne peut étre égale qu’a 0 ou 1 Si cette différence prend la valeur 1,
alors les extrémités de a ne sont pas reliées dans la configuration w®. Mais alors, c¢’est aussi le cas
pour v* (car w > v). Donc dans tous les cas, on a k(w®) — k(w,) < k(v®) — k(vg) .

3.1.3 Conséquences du théoréme de Holley

Theorem 3. L’application (p,q) — P, 4 est croissante par rapport a p et décroissante par rapport
a q sur [0,1] x [1,00). Pour toutp > p’ et 1 < q < ¢, on peut coupler des réalisations w et v de P, ,
et Py 4 de sorte que w > v presque sirement.
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Preuve du théoréme. Soit w > v deux réalisations et e une aréte. D’aprés le lemme précédent,

= q = =
Ppg(w®) 1—p 1L—p Pyt q (v°)
On peut donc appliquer le théoreme de Holley pour p; = P, 4 et po = Py 4.
Par le méme type de raisonnement, en appliquant plus finement le théoréme de Holley, on obtient
le théoréme suivant.

Brg(We) P pwo)—kwe) 5 P k) _ P/ (ve)

/ p p, VA
Theorem 4. Lorsque q > ¢q', ¢ > 1, et 0= > =) O @ Ppg> Py g
Corollaire
Lorsque ¢ > 1, Py 1 < P, 4 < P, pour p' = m.

3.2 Comparaison des mesures en fonction du graphe
3.2.1 Inégalité FK satisfaite par P, ,

Theorem 5. La mesure P, , vérifie l'inégalité FKG. Ainsi, pour tous événements croissants A et

B

7

De maniére équivalente, si P(B) > 0, alors P[A|B] > P(A).

Intuitivement, cette inégalité dit que deux événements croissants A et B sont forcément positi-
vement corrélés pour une percolation. La probabilité conditionnelle de A sachant B est supérieure
a la probabilité de A. Ceci est grosso modo dii au fait que B réalisé indique qu'un certain nombre
d’arétes sont ouverts, et ceci aide aussi A a étre aussi réalisé.

Preuve du théoréme.

Soit A et B deux événements croissants. Nous allons utiliser le théoréme de Holley avec uo(w) =

P, (w) et pie(w) = f((JlB(( )is))lfp q((wu;)dw, qui est bien une mesure de probabilité. Donc, lorsque
w P.q

w > v, on évalue :

(15(w®) + &) e (wepz(v) = p e (W) iz (ve) g™ I KEIKC) (1 (w,) +€).
9

p,
Evidemment, 0 < 1g(w®) + & < 1g(we) + €. De plus, sachant ¢ > 1, on peut utiliser le lemme
utile pour montrer que gF(We)Th()=k(w)=k(ve) > 1. o en deéduit

pe(we)pa(v%) = p e (W) pa(ve)-
Donc d’apreés le théoréme de Holley, p2(A) > p1.(A); ainsi,

fA(ﬂB(w) + E)Pp,q(w)dw

Foal ) < 0 00y 1 ) Py )

soit
Pyol(A) / (Lp(w) + )Py g(w)dw < / (Lp(w) + &) Py g(w)duw
A
Par convergence dominée, on obtient I’égalité souhaitée en faisant tendre € vers 0.
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3.2.2 Conséquences

Soit p et q fixés; soit G; C G2 deux graphes. Soit w une configuration de la FK percolation
sur GG3. On définit naturellement la configuration associée sur G, wg, , obtenue en ne gardant que
I'état des arétes de Gi1; on obtient ainsi une nouvelle probabilité notée P, ¢, sur G1 que 'on va
essayer de comparer avec la FK percolation sur G;.

Theorem 6. Siq > 1, alors P, qq, > Ppq-

Preuve de théoréme. Il suffit de voir que la loi de w¢, sachant que toutes les arétes de G2\ Gy
sont fermées pour w est exactement P, , ¢, ; 'inégalité FKG permet alors de conclure.

Soit G2.G1 le graphe obtenu en considérant GGo dans lequel on a identifié tous les points de G .
Theorem 7. Siq > 1, alors P, q.a,.¢0 = Ppg,ao-

Preuve de théoréme.

Le méme argument fonctionne puisque la loi P, ; ¢, sachant que les arétes de G1 sont ouvertes
est exactement P, 4 .., -

Nous verrons dans le chapitre suivant que ces résutats vont nous permettre de généraliser la
FK-percolation a un volume infini.

4 FK percolation en volume infini

On supposera dans toute la suite que ¢ > 1.

4.1 Mesures P° et P!
4.1.1 Définitions

Nous allons construire deux mesures particuliéres sur 'ensemble des configurations de {0,1}4
(ot A désigne I’ensemble des arétes de Z%), par passage a la limite lorsque n tend vers co, de mesures
dans les boites A,, = [~n,n]?. L'inégalité FKG permettra de montrer une monotonicité par rapport
a n et ainsi d’obtenir I'existence des limites.

On note Al le graphe obtenu & partir de A,, en identifiant les sites du bord de A,, et on note A2
le graphe obtenu en effacant toutes les arétes du bord de A,, ( les arétes joignant deux points du
bord de A,,).

On définit alors pour tout n et tous p, g, les mesures P, g, Pg,q,n et Ppl,q,n comme étant les
mesures FK de paramétres p, ¢ dans A,, A2 et Al respectivement. L’inégalité FKG montre que

pour tout événement croissant A ne dépendant que des arétes dans A, et pour tous p, ¢ fixés,
PR(A) < Py(A) < Py(A).

En outre, comme A C AY 11, lorsque A est un événement croissant qui ne dépend que de l'état
d’'un nombre fini d’arétes, la suite PO(A) est croissante par rapport & n (pour n assez grand). De
méme, puisque A} peut étre obtenu a partir de A} 11 en contractant des arétes, la suite PL(A) est
décroissante. Ainsi, pour tout événement A croissant ne dépendant que d’un nombre fini d’arétes,
les suites PY(A) et P(A) convergent vers des limites 7°(A) et 7! (A).
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On admet, en utilisant le théoréme de Kolmogorov, qu’il existe une unique mesure de probabilité
PV sur 'espace produit tel que pour tout ey, ..., ex, la loi de w(ey), ..., w(ex ) coincide avec celle définie
par 7 ; il en va de méme pour P!

4.1.2 Propriété d’invariance des mesures P° et P!

Theorem 8. Les mesures P° et P! sont invariantes par translation de vecteur & coordonnées
entiéres.

Preuve du théoréme
.. 5 .o i i i . L,
Supposons que x est un voisin de l'origine. Comme A}, C A}, ;+x C A} 5, si A est un évenement
croissant qui ne dépend que d’un nombre fini d’arétes, alors

PYA) < P) (A+2) < P),(A).

Il en va de méme pour P; avec des inégalités inversées.
On obtient, de plus, par passage a la limite, P*(A) = P'(A + x).

Theorem 9. Loi du 0 — 1 (admis).
Si A est un événement invariant par translation, alors P} (A) € {0,1}.

Conséquence : Soit N le nombre de composantes connexes infinies du graphe.
P (N=0)=1ouP; (N>1)=1.

Preuve L’évenement {N = k} est invariant par translations donc N est Pziq presque siirement
une constante.
On admet que N est presque strement & valeur dans {0, 1}.

4.2 Mesures FK en volume infini

Les mesures P? et P! donnent une maniére de construire une mesure de type FK dans Z¢. Y
a-t-il d’autres mesures FK naturelles en dimension infinie 7 Pour répondre & cette question il faut
introduire quelques définitions et notations : supposons que 1’on se donne une relation d’équivalence
& sur 'ensemble des sites du bord de A,,. On identifie alors les sites d’une méme classe d’équivalence.
Donc, pour toute configuration w sur les arétes de A,,, on peut définir le nombre de composantes
connexes kg(w) lorsque 'on identifie tous les points d'une méme classe d’équivalence. Alors, on
définit la mesure Ppé,q,n dite FK dans A,, avec condition au bord & par

1 k
By qn(w) = ——p*) (1 = p) gk,
Pg:E5n

Supposons que w est une configuration dans {0, 1}Zd. Et si I'on restreint w au complémentaire de
Ay, on définit une relation d’équivalence R¢ entre points du bord de A,

TRy « (x> ydansZ\ A,,) .

On note &, (w) la donnée des connexions de w a l'extérieur de A,. Nous disons qu’'une probabilité P
sur {0, 1}Zd est une mesure FK en volume infini de parameétres p,q si pour tout n, la loi conditionnelle
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de w restreint & A,, sachant wza\p, est exactement P, ;¢ () n- Plus précisément, ceci signifie que
si I'on note G, la tribu engendrée par wWza\y,,, alors pour toute fonction f de wa,, on a presque
stirement

E(f(w/\n)‘Gn) = Pp,q,En(w),n(f) .
Theorem 10. (admis) Les mesures qu et P;q sont des mesures FK en volume infini de paramétres
petq.

Theorem 11. Lorsque P est une mesure FK en volume infini de paramétres p et q, alors pour tout
événement croissant A ne dépendant que d’un nombre fini d’arétes, on a

P (A)<P(A) <P, (A).

Preuve du théoréme 12 : Ceci découle directement du fait que pour toute condition au bord
& de A, et tout événement croissant mesurable par rapport a I'état des arétes dans A,,, on a

Py (A) > Pi(A) > PY(A).

Ainsi, pour toute mesure P en volume infini P}(A) > P(A) > P%(A); il suffit de faire tendre n vers
I'infini.

4.3 Transition de phase
4.3.1 Propriétés et existence du parameétre critique

Définition de la valeur critique dans le cas de la percolation ordinaire (q=1)
L’ensemble {N > 1} est croissant. D’aprés le paragraphe 3.1.3 (conséquences du théoréme de
Holley), I'application p — P,1(N = 1) est croissante. Pour ¢ = 1, P et P! sont identiques et
d’aprés le dernier théoréme de la partie précédente (mesure FK en volume infini), il n’existe qu'une
mesure de ce type. D’aprés la loi du tout ou rien, vraie pour P, et la remarque qui la suit, N est
presque srement une constante une constante a valeur dans {0,1} et on admet que cette fonction
n’est pas constante sur |0, 1] : pour p assez petit, il n’y a pas de composante connexe infinie et pour
p proche de 1, il y en a une.
Par conséquent il existe une valeur critique p. telle que le probabilité est nulle sur [0, p.| et égale &
1 sur |p., 1].

Cas de la FK percolation

Theorem 12. [ existe p.(q) €]0, 1] tel que
— pour tout p < pc(q), Py ,(0 <> 00) = 0 (il n’existe pas de composante connexe infinie);
~ pour tout p > pc(q),qu(O — o0) =1 (il existe au moins une composante connexe infinie).

En outre, p.(1) < p(q) < ﬁ.

Preuve. Dans le cas fini, on a vu que ¢ < 1, Py < P, 4 < P, pour p/ = m; cela se
généralise aisément en volume infini quitte a se restreindre a des boites finies et a passer a la limite.
On en déduit que Pj, < P, ;. Donc pour tout p < pc(1), P*(0 <> 00) = 0 (on a utilisé le fait que
0 < 0o} est croissant). Et par le méme type de raisonnement, on montre que P! (0 < oo) vaut 1
p yp que Py,
sur ]ﬁ, 1] .

La fonction p — B! (0 < c0) étant croissante, on en déduit I'existence de pe(q).

10
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4.3.2 FK percolation et dualité

Un graphe plan posséde un nombre a d’arétes, un nombre s de sites. On note k le nombre de
ses composantes connexes, I’ le nombre de faces. La formule d’Euler nous dit que

a+k+1=s+F

Le graphe dual est alors défini de sorte que chaque face du graphe initial est un site du graphe dual.
Les arétes du graphe dual sont alors en bijection avec les arétes du graphe initial (elles s’intersectent).
On note e, l'aréte du graphe dual qui intersecte e. On a alors s, = F' et a, = a.

F1G. 2 — Graphe dual

Lorsque 'on a une configuration w de la FK percolation sur le graphe initial, on peut définir la
configuration w, sur le graphe dual par

wy(ey) =1 —w(e).

Par exemple, dans le plan, le dual du graphe [—n+ 1,n] est le graphe A,, décalé de (1/2,1/2). Nous
avons, dans le cas général, la proposition suivante :

Theorem 13. Lorsque w suit la loi P, , g sur un graphe fini plan G, alors la configuration duale
wy suit la lot Py, qc, ot p et py sont reliés par

Ainsi, dans le plan, le dual d’'une FK percolation est encore une FK percolation pour une méme
valeur de q.
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4.3 Transition de phase 4 FK PERCOLATION EN VOLUME INFINI

Preuve

On a clairement o(w,) = a — o(w), de plus chaque composante connexe pour w* correspond
exactement a une face de w de sorte de F'(w) = k(wy). Ainsi, par la formule d’Euler appliquée au
graphe obtenu en ne gardant que les arétes ouvertes pour w du graphe initial, on a

kE(w) = —o(w) =1+ F(w)+s=s5—1—a+ o(ws) + k(w,)

La loi obtenue pour w, est donc donnée par

L P o), kw
Pog(ws) = 57— (3=2)" g™

pg 1=P

o 1 P \a l—p o(wx) s—1—a+o(ws)+k(ws)
() =,

_ L P a4 s—1-a (1 _p)q o(wy) , k(ws)

4.3.3 Conséquences dans Z?>

Par passage a la limite du graphe A,, défini précédemment, nous déduisons du théoréme précédent
que si w suit une loi qu dans Z?2, alors la loi de w, est Ppl*,q dans le graphe dual.
Définissons la valeur Y
q
k(q)

1+
qui va jouer un role important pour la suite (on a k(q) = k(q)«). Le théoréme suivant nous donne
une inégalité sur p.(q) :

Theorem 14. Dans le plan 72, on a P/g(q) (0 < 00) =0 et par conséquent, p.(q) > k(q).

7q
Preuve Supposons que P/g(q) q(O — 00) > 0.Par croissance de I’événement, il en va de méme

pour P;i(q) q(O — 00). Alorsily a P,qu p.s. une composante connexe infini. On a vu que la composante

connexe est unique p.s. P,g(q)’q (A, < 00), qui désigne la probabilité pour qu'un des cotés de la boite
A, soit relié & l'infini, tend vers 1. Comme les événements "un coté donné de la boite est relié &
Iinfini" sont positivement corrélés (inégalité FKG, admise en volume infini), leur probabilité tend
aussi vers 1. Il en sera de méme pour la portion du graphe dual car k(q) a été choisi pour que la loi
sur A, . soit Ppl,q,n. L’événement A représenté sur la figure aura donc une probabilité strictement
positive. Soit B I’événement : "Toutes les arétes de I'intérieur de A, sont fermées". Montrons que

Pg(q) ,(AN B) est strictement positive.
0 _ p0 0 1 0
Pﬁ(qm(A nB)= PK(Q)7q(B|A)Pﬂ(Q)7q(A) = Pﬁ(qm(B)PK(Q),q(A)

car le conditionnement par I’événement A est un conditionnement sur les arrétes extérieures a A,
qui n’intervient donc sur la probabilité de I’événement B que par les conditions aux bords qu’il
impose sur A, or la condition Al est extrémale. Or si A et B sont réalisés simultanément, les
deux branches infinies qui partent du haut et du bas de la boite A,, ne peuvent se rejoindre dans la
boite (car B est réalisé), ni a 'extérieur, car les composantes connexes infinies du graphe dual vont
jouer le role de barriéres infranchissables. Avec une probabilité strictement positive il y a donc au
moins deux composantes connexes infinies ce qui est absurde.
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5 CONCLUSION

Composante connexe infinie

Composante connexe

infinie o

Composante connexe

infinie

Composante connexe infinie

F1G. 3 — representation de ’evenement A

5 Conclusion

Pour p assez grand, il y a transition de phase. En s’appuyant sur le couplage entre le modéle de
la FK percolation et le modéle d’Ising, et en remarquant que celui-ci n’est valable que si 1 —p =
exp(—/f), on observe donc une démagnétisation du métal pour [ assez faible. Or 3 est justement
inversement proportionnel a la température. On a donc justifié théoriquement D’existence de la
température de Curie.

La FK percolation ouvre donc de vastes champs d’étude, que ce soit en mathématiques ou
en physique statistique. Son intérét réside dans l'observation des répercutions & grande échelle
des modifications locales de son comportement. Bien que sa construction soit relativement simple,
les problémes qu’elle pose peuvent s’avérer trés complexe. Ainsi, pour la percolation ordinaire de
paramétre p = p., on ne sait toujours pas montrer que p.s. il n’y a aucune composante connexe infinie
en dimension 3. Comme pour I'arithmétique, c¢’est aussi ce qui fait son charme : ses énoncés simples
mais redoutables éveillent notre curiosité, et montrent, une fois de plus, que les mathématiques
modernes ne s’enveloppent pas toujours dans un formalisme rédhibitoire.
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