Ecole Normale Supérieure Année 2012-2013
ENS FIMFA

Examen - processus stochastiques

Durée : trois heures. Pas de document autorisé.
Le baréme est 4/4.5/7.5/6.5.

Exercice 1 Soit (Y;,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées, intégrables, d’espérance § > 0. On définit la suite X,, par Xy = 0, puis X,, = >, Y;
et on note F, la filtration naturelle du processus (X,,)n>0. Le but de l'exercice est d’étudier, pour
a>0,T=inf{n >0,X, > a}.
1. On considere la suite Z,, = X,, — nf. Montrer que (Z,)n,>0 est une martingale. Montrer que
si cette martingale est bornée dans L' alors les variables aléatoires Y;, sont p.s. constantes.
2. Quelle est la limite p.s. de (X,,)n>0? En déduire que T est p.s. fini.

3. On suppose, uniquement dans cette question, qu’il existe ¢ €]0,4+o00[ tel que Y,, < ¢ pour
tout n > 1 presque siirement. Montrer que l'on a 0E[T An] < ¢+ a et en déduire que T est
intégrable.

4. Si I'on ne suppose plus que les Y, sont bornés, on définit, pour ¢ > 0, les variables aléatoires

tronquées ¥, = ¥;, A c. Montrer qu'il existe co €]0, +o00[ avec IE[YH(CO)] > 0. Montrer que T
est intégrable.

Exercice 2 Soit (B:);>0 un mouvement brownien. On note F; = 0(B,,0 < u < t). On définit une
suite de temps d’arrét (7, )nen par 7o = 0 et

Tn+1 = mf{t 2 Tn, |Bt - BTW| 2 1}

avec la convention inf ) = +o0.

1. Montrer que les 7, sont finis presque siirement et que la suite (7,41 — 7 )nen est indépendante
et identiquement distribuée.
On admet que 11 est intégrable et que E[m1] = 1.

2. Montrer que 7,,/n converge presque strement quand n — oo et identifier la limite.

3. On introduit N, le processus de comptage :

o0
Ny = E 1., <t
n=1

Montrer que N;/t converge presque stirement quand ¢ — co et identifier la limite.

Exercice 3 Soit (X,,)n,>0 une chaine de Markov sur un espace E dénombrable. On suppose la
chaine irréductible, récurrente positive, et on note v sa mesure de probabilité invariante. Soient
z,y € E deux états distincts. On note

T, =inf{n > 1, X,, = 2}, T,=inf{n >1, X,, =y}, S =imf{n >T,, X, ==z}
Les trois premiéres questions sont indépendantes.

1. Montrer que E;[S] = E.[T,] + E,[T%].

2. * Montrer que
S-1
n=0

Indication : On pourra considérer la suite de temps aléatoires S; = S, Sk+1 = inf{n >
Sk, Xpn =2, Im €[Sk +1,n—1]t.q. X;;, =y} et invoquer un théoréme ergodique.



3.

4.

Soit N = Z]T;al 1x,—, (nombre de visites en y avant de revenir en x) et soit p = P, (T, < T}).
Sous Py, quelle est la loi de N ? En déduire que E,[N] = 1/p.

A partir des résultats des trois questions précédentes, montrer que

1

Py (T, <T,) = v(y) (B, [T,)] + Ey[Ty])

Remarque : Cette formule donne la probabilité de passer par x entre deux passages en y.

Exercice 4 Soit (X,,),>1une suite de variables aléatoire indépendantes de méme loi : P(X,, = 1) =
p=1—P(X, =—1), oup €]1/2,1]. On consideére la marche aléatoire (S,)n>0 définie par Sy =0
et S, =Y I, X; pour n > 1. On note F, la filtration naturelle du processus (Sp)n>0-

On fixe deux entiers a < —1 < 1 < b. On note 7,4 (resp. 74, ) le temps de sortie de ]a, b[
(resp. de |a, +00[, | — 00, b]) pour la marche aléatoire :

Ta,b:inf{n>0,Sn:bouSn:a}, Tb:inf{n>0,8’n:b}, Ta:inf{n>0,5’n:a}

avec la convention inf ) = +o0.

1.
2.
3.

Vérifier que 7, — 7 p.s. en croissant quand a — —oo.

Montrer que 7, est p.s. fini. Montrer que 7, n’est pas p.s. borné.
tS,

Pour t > 0 on note s := pe 4+ ge~t. Montrer que M,, := e¢!°ns™"

Si s > 1, montrer que

, n = 0, est une martingale.

e"E[s " 1s, | —a] + eth[S_T“’blsTa,b:b} =1

Pour t > 0 soit s(t) := pe' + ge~'. Montrer que t — s(t) est une bijection croissante de
[0, 4+00[ dans [1, +o0] et calculer la fonction inverse.

En utilisant la formule trouvée au point 3, calculer la fonction génératrice de 7, définie par
gp(s) == E[577b17b<+00], s>1

Calculer P(7, < 4+00) et, en dérivant gy, E[7).



Exercice 1 (Corrigé exercice 1) 1. La variable aléatoire Y,, 11 est indépendante de la tribu F,
(méme pour n = 0). Par conséquent :

E[Znt1 — Zn|Fn] = E[Yn41 — 0|F,] = E[Ynt1] —0=0

Si la martingale Z,, était bornée dans L1, alors elle convergerait presque strement vers une
variable aléatoire intégrable et donc p.s. finie. Il s’en suivrait que Z,4+1 — Z,, = Y41 — 0
convergerait p.s., et donc en loi, vers 0. Or la variable aléatoire Y;, 1 —6 a une loi indépendante
de n et par conséquent ceci ne peut se produire que si Y, 11 = 6 p.s.

2. D’apres la loi forte des grands nombres la suite X,,/n converge p.s. vers 6 > 0 et donc X,
converge p.s. vers +00. Or {T' = oo} = {sup,, X,, < a}, ces ensembles sont donc de probabilité
nulle.

3. La suite Zyar = Xpuar — 0(n AT) est une martingale d’espérance E[Zy] = 0. Par conséquent
OEn AT) = E[X,,a7]. Or pour tout k < T on a X, < a+ Yy, donec Xpar < a+ ¢ p.s.,, dolt
la majoration demandée. Il ne reste plus qu’a faire tendre n vers 'infini
et appliquer le théoréme de convergence monotone pour obtenir que 0E[T] < a + ¢, et donc
T est intégrable puisque 6 > 0.

4. On a E[Y] = lim.— o E[Y A ¢] par convergence dominée. La limite étant strictement positive,
il existe ¢p avec E[Y A ¢p] > 0. On en déduit, d’apres la question précédente, que le temps
d’arrét T(¢0) associé aux variables aléatoires Yéc‘”

T < T,

est intégrable et donc aussi T puisque

Exercice 2 (Corrigé exercice 2) 1. On sait que limsup,_, ., B; = 0o p.s., donc 7; est fini p.s.
On montre le résultat suivant par récurrence sur n : 7, = 2?21 7; ou les 7; sont i.i.d. de
méme loi que 77.

On a
Tpy1 = inf{t > 7, |B{™, | 2 1} = Tp + Tag, Tot1 = inf{t > 0,|B{"| > 1}

ou B;™ = Biyr, — B, est un MB indépendant de F., .

Comme (B;")i>0 est un MB, 7,41 est fini p.s. et a méme loi que 7.

Comme (B{™);>0 est indépendant de F, et que les 75, 1 < j < n sont F, -mesurables, 7,41
est indépendant de (75);=1,... n-

2. 7, est la somme de v.a. i.i.d. intégrables, donc 7,,/n converge p.s. d’apres la loi des grands
nombres vers E[r1] = 1.

3. Le processus t — N, est croissant. Si w est tel que t — Ny est borné, alors IV; converge vers
un N fini, ce qui veut dire 7,, = 0o pour tout n > N + 1, ce qui n’arrive jamais p.s. (pour
un tel w, on n’a pas 7, /n — 1). Donc N; tend en croisant vers 400 p.s..

Comme 7y, <t < Tn,+1, O1 &

™, ot _ N1 Mt
N, SN, N, +1 N,

et les termes & droite et & gauche convergent vers 1 p.s. (comme N; — o) et donc Ny/t
converge aussi vers 1 p.s..

Exercice 3 (Corrigé exercice 3) 1. Pour la chaine de Markov canonique :
Eo[S] = By [Ty 0 01, + Ty] = By [Ty 0 b1, ] + Eo[T))]
En appliquant la propriété de Markov forte :
E. [T o 0r,] = E, [T:]

ce qui donne le résultat.



2. On note ngk) les temps de passage successifs en = (on a ngo) =0et Tél) =T.). Les excursions
E}, entre deux passages sont indépendantes et identiquement distribuées.
Notons que S; est le premier des Tz(k) tel que 'excursion précédente passe par y (et on notera
K lindice k correspondant), So est le premier ngk) > 5] tel que 'excursion précédente passe
par y (on notera K» l'indice k correspondant), etc... Alors, les v.a. Cy,Cy, ... définies par
Cy = (E1,Es,...,Fx,), Co = (Ek,+1,--.,FKk,), etc sont elles-mémes indépendantes et de
méme loi. Par la loi des grands nombres, sous P,

Sm—1 m  S—1 5—-1
m—00
TDIREREE DI DETE LA ) ot
=0 j=51-1 Jj=0
presque surement. Mais on peut aussi écrire le premier terme comme
1 Sml 1 Sm=
’m m (o]
— Z 1X] y_m g Z 1Xj =y EI[S]V(y)
7=0 7=0

m—0o0

car d’une part les v.a. S; — Si—1 sont iid. et intégrables, et donc S,,/m — E4[S](> 0)
P,-p.s., et d’autre part 1/N Z] o 1X =, converge vers v(y) quand N — oo P,-p.s. (par le
theoreme ergodique).

3. On a
P,(N=0)=P,(T, <T,) =

Pour tout £ >0 :

S—1
P,(N>k+1) = P(T <Tz,ZIX] _, > k+1) Py(Ty<Tz,Z1Xj:y>k)

j:Ty

= P,(T, < Tz,No 01, > k) =Py (T, < T,)Py(N > k)

d’apres Markov fort, car {T,, < T,} est Fr,-mesurable (en effet, {T,, < T,}°N{T, < t} =
{T, < Ty, <t} est Fi-mesurable pour tout ¢). Donc

Py(N > k) =(1-p)*

ce qui montre que N suit la loi géométrique de parametre p. Donc son espérance est 1/p.
4. On a

S—1 S—1 T,—1
B[ o] =B 3 1xmy| =By [ Y 1xmy] =By (V]
j=0 J=Ty J=0

d’apres Markov fort. En utilisant la premiere et la deuxieme question

Ee| Y 1x,=) = v0)E[S) = v(9) (B:(T}) + B, [T2]).

et donc
Ey [N] = V(y) (Ez [Ty] + Ey [Tm])

Le membre de gauche vaut 1/P,(T, < T,) d’apres la troisieme question. Finalement on
obtient

P,(T, <Ty) =

Exercice 4 (Corrigé exercice 4) 1. Puisque la chaine fait des sauts de taille 1, pour arriver a
a il faut au moins |a| sauts car on part de 0, donc 7, > |a|. On peut aussi remarquer que
|Sn| < n et donc |a| = |S;,| < 7,. Donc 75, — 400 si a = —oo. Or forcément X; > a — 1 pour
tout ¢ < 7, et donc 7,1 > 7,. On obtient que 74, = 7, AT, — T, p.s. en croissant si a | —oo.



. Par la loi forte des grands nombres S,,/n — 2p — 1 > 0 p.s. quand n — co. Donc 73, < 400
p-s. et T4 p < Tp.
D’autre part, 7,4 n'est pas p.s. borné car P(7,, > 2n) > 0 pour tout n > 0, car {Xg; =

1;X2i—1 = —1,i = 1,...,71} C {Ta,b > 271} et P(Xgi = 1;X2i—1 = —1,i = 1,,’[7,)} =
(pg)™ > 0. Donc il n’existe aucune constante M > 0 t.q. P(7,p < M) = 1.
. Puisque E[e!*1] = pef + ge~t =5, 0n a

E[et5n+lsfn71|fn] _ etSnsfnflE[etXl] —_ etSnsfn
Soit s > 1. Le temps d’arrét 7, 5 A n est borné, donc par le théoreme d’arrét (version bornée)
1= E[Mo] — E[M‘ra,b/\n] — E[esra’b/\ns—‘ﬂl,b/\n]

Remarquons que |S7, ,an| < |a| V b, que 7, est p.s. fini, et que s > 1. Par convergence
dominée
— — —
1= E[esﬂ'ayb/\ns 'ra,b/\n] n—go E[eSTGvbS Ta,b]

Puisque S, , € {a,b}, on obtient

1= e"E[s ™" 1g, ,=a] + ¢"E[s ™" 15, 4]
. Soit la fonction s(t) = pet + ge~t. Cette fonction est dérivable et s'(t) = pe! — ge™t >
(p—¢q)e~t > 0. Comme s(0) = 1 et lim;—, o $(t) = 00, on a bien que la fonction s(t) est une
bijection croissante de [0, oo sur [1, ool
. Si s = pet®) 4 ge %) alors pe?(*) — set(*) 4+ ¢ = 0 et donc (noter que 4pg < 1 < s2)

G0s) ¢ {S+\/82—4pq s — \/82—4pq}
2p ’ 2p

La seconde solution possible est inférieure & 1 (car \/1 — 4pq/s2 > 1—4pq/s?, donc la seconde
solution est inférieure a 2¢/s < 1/s), donc
o) _ 5 V82 —dpg
2p
En prenant la limite a | —co, on obtient
1= ebt(S)E[szblTKoo]
et donc, pour tout s > 1,
2 _ 4pg —b
g(s) =E[sT1;co0] = e bt(s) — (—S + ; pq)
p

. Si on fait tendre s | 1 on obtient par convergence monotone

1+ 1—4pq)*b_1

P(7, < 00) = imE[s ™15, coo] = ( 5
P

sl1
car 1 —4dpg=1—4p(1 —p) = (1 —2p)% et p > 1/2.
En dérivant gp(s), on trouve pour tout s > 1 :

1 _
glly(s) = _EE[TbS Tb17b<00]

Si on fait tendre s | 1 on obtient par convergence monotone

. 12 _
lslfllgb(5> = —E[n]
s+ 52—4pq)‘b‘1(1+75 )i
2p /82 —4dpq’/ 2p

1+¢m)+1(1+ L)L !
2p Vv1—4pq/2p 2p—1

gh(s) = =b(

donc

E[n] = b(



