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Introduction

Nous définirons des espaces de probabilité dits non commutatifs. Dans lesdits
espaces, nous chercherons a obtenir la loi de a+b avec a et b deux variables aléatoires
"libres” (c’est-a-dire vérifiant certaines relations). Pour cela nous chercherons une
transformation linéarisante, c’est-a-dire un équivalent, dans le cadre des probabilités
non commutatives, du logarithme de la fonction caractéristique pour les probabilités
classiques. En effet, pour deux variables aléatoires & valeur dans R? indépendantes
X etY,ona,enposant Z =X +Y :

log(iz) = log(ux ) + log(uy)-

1 Probabilité libre

1.1 Espace de probabilité non commutatif

Définition 1. Un espace de probabilité non commutatif est une algébre unitaire A
sur C munie d’une forme linéaire ¢ : A — C telle que p(1) = 1.

Si de plus on munit A d’une norme ||| et d’une involution x +— x* vérifiant
pour tout v,y € A et A\ € C : (z +y)* = 2% +y*, )" = \*, (zy)* = y'a* et
|zz*|| = ||z||?, alors on dit que (A, @) est un C*-espace de probabilité.

Définition 2. Soit (A, ) un espace de probabilité non commutatif. On appelle
variable aléatoire tout éléments a € A. La distribution de a, notée g, est alors la
forme linéaire sur Clt] définit par :

fa : P = o(P(a))

Définition 3. Soit (A, p) un espace de probabilité non commutatif. On dit que l’état
@ est fidele si :
Vae A, p(aa®) =0=a=0

Exemple 1. 1/ L’algébre L>($, A,P) munie de l’état o(X) = E(X) et de linvo-
lution X* = X est un espace de probabilité non commutatif et l’état est fidéle.

La distribution de X € L>(Q, A, P), une variable aléatoire auto-adjointe (i.e. X
réelle), est donnée par le k-iéme moment de la variable X :

i (t%) = E(XF).

Cette distribution est associée a P o X1, une mesure sur R, puisqu’elles ont les
meémes moments qui les déterminent totalement.

2/ Soient K un espace topologique compact et v une mesure de probabilité boré-
lienne sur IX. Alors C°(K) munie de o(f) = [, fdv et de la conjugaison compleze
est un espace de probabilité non commutatif muni d’un état fidéle.



La distribution d’une application f € C°(K) auto-adjointe est associée a la mesure
vo f=L. Elle est déterminé par :
(7)) = / frdy.
K

3/L’algébre des matrices M,(C) munie de ¢ = +Tr et de l'adjonction est un
espace de probabilité non commutatif muni d’un état fidele.
La distribution d’une matrice hermitienne A est donnée par :

1 n

0t A1, ..., Ay, sOnt les valeurs propres (réelles) comptées avec ordres de multiplicité.
Cette distribution est associée & la mesure = 3 8.
i=1

4/Soient H un espace de Hilbert et A = B(H) la sous-algébre des applications
linéaires continues sur H. On dispose de p(a) =< a(h),h > pour un h fizé tel
que ||h|| = 1 et de a* l'adjoint de a. Alors (A, ) est un C*-espace de probabilité
munie de la norme des opérateurs. L’état n’est pas fidéle car il existe a # 0 tel que
h € ker(a).

5/L’algebre des matrices aléatoires M, (C)®L> (82, A, P) munie de l’état p(A) =
E(£Tr(A)) et de Uadjonction est un espace de probabilité non commutatif muni d’un
état fidele.
La distribution d’une variable A auto-adjointe est donnée par :

path) = E (% fjﬁ)

ot les \; sont les variables aléatoires de L*(Q2, A,IP) définit comme les valeurs
pmpres réelles de A ordonnées (i.e. Yw € Q, Sp(A(w)) = {M(w) < (w) < ... <

An(@)}):

Ainsi la distribution de A est associée a = Z Po /\ qut est une mesure positive
=1

sur R ayant pour k-iéme moment pua(t¥).

Proposition 1. Soit (A, p) un C*-espace de probabilité.
Pour toute variable auto-adjointe a € A, il existe une unique mesure de proba-
bilité positive sur R de moments (¢(a*))r>o-

Remarque 1. On admet cette proposition (voir [6]). Lorsque que l'algébre est seule-
ment un *-espace (munie d’une involution seulement), il y a existence d’une telle
mesure mais pas nécessairement unicité.

Ainsi on préférera désormais le cas des C*-espaces, on étudira essentiellement
les distributions des variables auto-adjointes et on identifiera celle-ci avec la mesure
de probabilité associée.



1.2 Liberté

Définition 4. Soient Ay, ..., A, des sous-algébres unitaires (qui contiennent 1) de

A.
On dit que A4, ..., A, sont libres si :
Vk e N,Vj(1),...,75(k) € {1,...,n},Va; € Ajq) telles que p(a;) =0,

J) #3Q2) # ... # §(k) = ¢(a1...a) = 0.

Des variables aléatoires aq, ...,a, € A sont dites libres si les sous-algébres uni-
taires Alg(1,aq), ..., Alg(1, a,) sont libres.

Exemple 2. On prend A = M5(C) et ¢ = 1Tr. Alors a = (99) et b= ({_})
sont des variables aléatoires libres.

En effet, on a Alg(1,a) = {\ + pa} et Alg(1,b) = {\ + ub} (car a®> =0 et
b> = I). Donc un élément de trace nulle dans Alg(1,a) (resp. dans Alg(1,b)) est
un multiple de a (resp. un multiple de b).

Mais ab = —ba = a. Donc tout produit alterné donne un multiple de a ou de b
qut sont des matrices de traces nulles.

Proposition 2. Soit (A, ) un espace de probabilité non commutatif tel que p soit
fidele. Alors si a,b € A auto-adjoints sont libres et commutent alors a ou b est
scalaire.

Démonstration:
On a p([a — p(a)][b— ¢(b)]la — p(a)][b — ¢(b)]) = 0 par liberté. D’ou :

plabab) = p(a®)p(b)* + p(a)’p(b*) — p(a)*p(b)*
Puis on a ¢(a?b?) = p(a?)e(b?) par liberté. Or abab = a*b* donc :

p(a®)p(b)* +p(a)*p(b*) — w(a)*e(b)* = @(a”)p(b*)
Puis (¢(a?) — p(a)?)(p(b?) — ¢(b)?) = 0. On peut supposer alors que ¢(a?) —

p(a)® = 0. Mais p([a — ¢(a)l]la — p(a)1]) = ¢(a®) — ¢(a)* = 0. Donc a = p(a)l
car @ est fidele.

Proposition 3. Si les sous-algebres unitaires Ay, ..., A, sont libres et engendrent
A, alors o est entierement déterminé par ses restrictions a A,.

Démonstration:

En effet tout élément a € A peut s’écrire a = ay...a, ot a; € Aj;). On peut
supposer j(1) # ... # j(k) sinon on prend le produit des termes voisins encore dans
un A;. On pose alors a) = a; — ¢(a;)1. On a clairement ¢(a)) = 0.

Ainsi :

p(a) = o((a] +p(a1)1)...(ay + @(ax)1))
=p(al...al) + R
=R



ol R est une somme de termes de la forme ¢ (by)...0(by)p(bg+1...bx) avec ¢ > 1. Donc
les termes sont des images par ¢ de produit d’au plus £ — 1 éléments alternés des
A,.

On démontre ainsi la proposition par récurrence sur k.

Définition 5. Soient (A, @) un espace de probabilité non commutatif et a,b € A
des variables libres. La proposition montre que (¢((a + b)*))x>o est déterminé par
(0(a®))rso et (o((b%))rs0. Donc on détermine gy @ partir de p, et uy. On note
ta B iy = piars Uopération ainsi définie, appelée convolution libre.

Remarque 2. On cherche désormais a étendre cette opération de convolution libre
sur l’ensemble des mesures de probabilité a support compact. Il faut notamment
vérifier que cela ne dépend pas du choix de ’espace de probabilité non commutatif
et de la variable aléatoire choisie.

2 Espaces de probabilité et convolutions

Dans le cas commutatif, on considere X,Y € L*(Q, A, P) réelles indépendantes.
On a jix4y = fix * iy ol on a définit iy = PoZ~! comme une mesure sur R lorsque
Z est réelle.

On note L,(z) = [pe*dv(z) = >0 Zm,(v) avec m,(v) le n-itme moment
n>
de vune mesure a support compact sur R. On a alors L, ., = L,,L,, et donc

Log(Ly,y.,) = Log(L,,) + Log(L,, ). D’ou la définitions des cumulants :

Définition 6. On définit les cumulants (c,)n>0 d’une mesure de moments (my,)n>0
par [’égalité formelle :

Log (Z ;—T‘Lmn) = Z %cn.

n>0

On obtient c,(ix+y) = cn(pix) + cn(ity ).

Proposition 4. On note P, l’ensemble des partitions de {1,...,n}.

k
Pour m = {Py,..., Py} € Py, on note ¢z = [[ ccarap)-
i=1

m, = E Cr-

ﬂ'EPn

On a alors :



Démonstration:
On a :

z z
DESTISIE b pEis
n! n!

n>0 n>1

n

= Zl/k! Z%C”

k>0 n>1

SEED DD DR e
N n! nyl..mglkl T

n>1 k>0
Ny, >1
ni+...+ng=n

Il suffit donc de montrer que :

> o
—Cp, ...C = Z C
nyl..nglkl M T

k>0 T€Pn
ni,...,nE>1
ni+...+ng=n

On cherche d’abord a ordonner les indices (nq, ..., ng).
On note alors s; = Card({j € {1, ...,k}|n; = i}. Le groupe des permutations Sy
agit sur les indices ordonnées (ny, ..., ny) et le stabilisateur est Sg, x ... x S, . Donc :

n! k! n!
———Cp,...Cp, = Cp, -

Cry oo
s1losplnglonglkl ™

k>0 k>0
ny,...np>1 1<n1 <...<ny,
ni+...+ng=n ni+...+ng=n

Puis S, agit sur {{1, ...}, {n1+1,..,n1+ne}, ..., {ni+...+np_1+1,....,n}} et
le stabilisateur est (Sy, X ... X Sy, ) X (Ss, X ... X Sy, ) ol le premier facteur échange au
sein d’'une méme parties et le second échange les parties de méme cardinal. Ainsi :

>k
CrpoeiCry = Z Cr.
nylonglsgl..s,l " "

kZO 7T€’Pn
1<ni<...<ny
ni+...+ng=n

Remarque 3. On a ainsi construit une suite de cumulants qui caractérise les va-
riables aléatoires et qui est additive. On obtient ainsi trés facilement ['opération
de convolution dans les espaces commutatifs. On a alors cherché a définir de ma-
niere intrinseque ces cumulants qui étaient définis grace a lintégration. On obtient
une formule de combinatoire qui relie cumulants et moment. Il est ainsi intéres-
sant d’étudier plus en détail les partitions et d’en détacher une certaine classe : les
partitions non croisées.



3 Partitions non croisées

3.1 Partitions non croisées

Définition 7. Une partition P = {Py, ..., P.} de {1,...,n}, avec n < 1, est dite non
croisée s’il n'existe pas i # j, p1,p2 € Py et q1,q2 € P tel que p1 < q1 < p2 < ¢o.
On note NC(n) l’ensemble des partitions non croisées de {1,...,n}.

P1 q1 b2 q2

Proposition 5. Soient P = {Py,..., P} et Q = {Q1,...,Q,} des partitions non
croisées de {1,...,n}.

On munit NC(n) de lordre défini par P < @Q si pour tout j € {1, ...,q}, il existe
{P,,..., P,,} C P partition de Q;.

On peut définir P A Q la plus grande partition non croisée R telle que R < P
et R<Q, enposant : PNQ ={P,NQ;|1 <i<p,1<j<gqg}

On peut ainsi définir de maniére analogue P NV Q) la plus petite partition non
croisée R telle que R > P et R > ().

Exemple 3. On a : {(1,2);(3); (4)} <{(1,2);(3,4)}.
Car {(1,2)} est un partition de {1;2}.
Et{(3);(4)} est une partition de {3;4}.

Démonstration:

On suppose que P < @ et @ < P, on dispose d'une partition {P;, ..., P;, } de Q;
puis d’'une partition {Qj,,...,Q;,} de P,,. En particulier Q;, C @; donc Q;, = @,
puis k =1l =1et Q; = P;,. Donc P = () donne I"antisymétrie.

On suppose désormais P < Q < R, ou R = {Ry, ..., R.}. Pour Ry € R, on dis-
pose d'une partition {Q;,, ..., Q;,} de Ry. Soit ]53 C P une partition de @)j,. Alors
U§:1 p]L est une partition de Ry. Ainsi P < @), la relation est transitive.

PANQ={P,NQ;|1 <i<p1<j<q} définit clairement une partition plus
fine que P et ). Soient p; < ¢1 < p2 < g2 avec p1,ps € BENQy et ¢1,q2 € PN Qjr
avec P,NQy # PN Q. Ainsi P, # P; ou QQy # () donne un croisement dans P
ou @, ce qui est absurde. Ainsi P A Q est non croisée plus fine que P et Q.

Soit désormais R non croisée telle que R < P et R < ). Pour P; (resp Q);),
on dispose d'une partition {R;,,..., R;,} = R (resp. {R,,,...,R;} = R"). Alors
R'NR" C R est une partition de ,NQ;. On a ainsi R < P AQ, ce qui définit bien



P A @ comme la plus grande partition non croisée plus fine que P et Q).

La description explicite de P V ) n’étant pas simple (bien qu’il existe des al-
gorithmes efficaces de calcul). On remarque que A est clairement associatif (P A
Q)NR = PA(QAR). Donc on peut définir la plus petite partition moins fine
que P et @ grace a {Ay,..., A} = {A € NC(n)|P < Aet @ < A} en posant
PVvQ=A; NAy A ... N A Cette partition est non croisée et on montre facilement
par récurrence sur k que A; A ... A Ap est moins fine que P et (). En effet par
définition de A : P< Aet P< B=P<ANAB.

Remarque 4. On a ainsi muni NC(n) d’une structure de treillis.

Exemple 4. On peut représenter ainsi NC(4) par :
LLL
R e N A e I e U

e e N e A A
[T

Notation :

On préferera désormais les lettres o, m, 7,... pour désigner des partitions non
croisées.

On notera 1, la partition la moins fine des partitions non croisées de NC'(n)
formée d’un seul bloc et 0,, la partition la plus fine formée de n blocs.

Pour une partie finie S C N, on définie NC(S) I'ensemble des partitions non
croisées de S.

Pour S;U Sy ={1,...,n}, o1 € NC(S}) et g9 € NC(Sz), on définit la partition
o1 Uaoy de {1,...,n} qui a pour blocs ceux de oy et g9. Cette partition n’est pas
toujours non croisées.

Pour W une union de bloc de 7 € NC(n), on note 7|y la restriction de m a W :

mlw ={V enlVCcW}e NC(W)

3.2 Inversion de Mobius

On considére désormais un ensemble ordonné (F,<) ayant la propriété P :
Va € E,{blb < a} est fini. On remarque qu’en particulier tout ensemble fini vérifie
cette condition. On a alors les exemples (NC'(n), <) et plus classique (N, |).



Théoréme 1. Soient f,g : E — C. Il existe u : E*> — 7Z ne dépendant que de
(B, <) tel que nous ayons [’équivalence entre :

Va € E, f(a) =) g(b)

b<a

Va e B,g(a) = 3 pla,b)f ()

b<a

De plus si l’on impose p(a,b) = 0 pour b > a alors p est unique.

Démonstration:

On raisonne par induction sur 'ordre ce qui est justifié grace a P.

Tout élément minimal ay de E' (il en existe au moins un, mais n’est pas néces-
sairement unique) donne Y g(b) = g(ao).

b<ag
D’ou p(ag, ap) = 1 est 'unique choix qui convient.
Soit alors a € E tel que I'on ait déja construit p pour les couples dans {b|b < a}.
On a :

g(a) = fla) =) g(b)

b<a
= fla) =D > ulb,o)f(e)
b<a c<b
=fl@) =32 > wb.of()
c<a c<b<a
Donc 'unique choix possible est pu(a,a) =1 et u(a,b) = — > plc,b).

b<c<a

Remarque 5. En pratique pour déterminer i on retiendra les formules :
wla,a) =1

p(a,b) = — Z (e, b)

b<c<a

Exemple 5. SiVa € N, f(a) = > g(b) alors Va € N,g(a) = > u(a/b)f(b) ot p est
b| bla
donné par :

{O si n admet un facteur carré

(—=1)"  sin est produit de r nombres premiers distincts

Proposition 6. Sur les partitions non croisées, la fonction de Mdobius p est multi-
plicative, i.e pour c <t <w on a :

u(o,m) = [ wolv.mly).

Vew



Démonstration:
On raisonne par induction sur la longueur de I'intervalle [o, 7].

On a déja p(m,m) =1 = [ p(xly, mlv).
Vew
Puis pour o < 7 :

uom) =— 3 ulo,7)

o<t<T

=— > [ wulv.mlv)

o<r<m VEw

= — Z H plolv, lv) + H u(olv, mlv)

o<r<nmt Vew Vew

= — H Z /L(O”\/,T/) =+ H N(U|V77T‘V)

Vewoly<r'<nrly Vew

= 1 utolv.xlv)

Vew

Car p(olyv,mlv) == 25 plolv, ).

U‘V§7/<7F|V

4 Définition des cumulants et propriétés

4.1 Définitions

Définition 8. Soit A une algebre unitaire et soit @ une forme linéaire unitaire. On
note, pour n € N* et pour (ay,...,a,) € A" :

@n(aly ---,an) = (p(al...an).
Pourm € NC(n) :

gpﬂ-(al, X5 an) = H @(W‘V)

Ver

= H Ps(aiy s ey i)

Ven

avec, pour V- € w, V = (iy, ..., is).
On appelle cumulants libres, que 'on note k., les fonctions :

kr: A" — C

avec !



Remarque 6. D’apres la théorie de l'inversion de Mobius, cette définition des
cumulants libres est équivalente a la relation :

olay, ..., ap Z ko(ay, ..., an).

Démonstration:
La théorie de linversion de Mobius nous dit que la définition des cumulants
libres est équivalente a la relation :

Vr e NC(n), px(a,...,an) = Z ko(ay,...,an).

Donc, en particulier :

Réciproquement, soit m € NC(n).

Or 61,1,..., HSOS azl,...,ais

Ver

—H Z kr(a...a;,)

Ver reNC(s

= Zk" aj...ap).

o<m

Exemple 6. Déterminons k.23 (a,b,c)
Par définition des cumulants, on a :
krazep(abc) =
1({(1,2)(3)},{(1,2)(3) i@y (e b, c)+u({(1,2)(3) 1, {(1)(2)B) Herm@eyi(a, by c)

D’apres les résultats obtenus dans la section 3.2 (inversion de Mdbius), on a
donc :

kra2)@)y(a,b,e) =1 x plab)p(c) — 1 x p(a)p(b)p(c)
= ¢(c) (p(ab) — p(a)p(b))

Définition 9. Soit (A, ¢) un espace de probalilité non commutatif. Soit a € A et
soit n € N*. On pose :

kd = ky(a,....,a).

On appelle (k%),>1 les cumulants libres de a.

11



4.2 Quelques propriétés des cumulants

Remarque 7. Dans cette section, nous étudierons les propriétés des cumulants afin
de montrer que les cumulants libres de la somme de deux variables libres d’un espace
de probabilité non commutatif est la somme des cumulants libres des deux variables
libres en question.

Proposition 7. Soit (A, ¢) un espace de probabilité, soit n € N et soient (ay, ..., a,) €
A", Soit m € NC(n). Pour V = (iy,...,is) € w, on note :

k(mly) = ks(ag,, ..., a;,).

Les cumulants libres vérifient la relation suivante :

kr(ai...a,) = H k(mly).

Ver

Démonstration:Par définition des cumulants libres, on a :

Fa(ar, oo an) =Y @o(an, ..., an)u(o, 7).

o<m

Or, pour ¢ et m partitions non croisées de [1,n] telles que o < 7, on a, d’apres
la proposition 6 :

u(o,m) = [T ulolv.xlv).

Ver

Donec :

kr(ar.an) =Y [ elolv)uolv,xlv)

ormr Ven

= Z H o(alv)u(olv,lv)

o<mrVer

:H( Z elalv)p(oly,mlv))

vem oly<nly

= [ k(xlv).

Ver

Proposition 8. Soit (A, ) un espace de probabilité non cummutatif, soit n € N
et soient (ay, ...,a,) € A™. S’il existe 1 <i <n tel que a; =1 alors :

kn(al, ...,an) = 0.

12



Démonstration:Procédons par récurrence.

Initialisation : Soit a € A. On a :

{ ka(a,1) = p(a) — p(a)p(1)
k2(1,a) = ¢(a) — o(1)p(a)

car fi(12,12) = 1 et p(ls,02) = —1.
hérédité : soient (ay, ..., a,) € A" Soit 1 <ig < n tel que a;, = 1.

0
0

Posons :
pour 1 <1i < igb; = a;
pour n > i >ig bi_1 = a; .
On a alors :
Fn(ar, o 1oy @) = @(brobny) = D kelar, 1, an).

TeNC(n)(n#1n)

kn(a, .oy 1,y an) = [ ] k(xly).

Ver

Donc, par hypothese de récurrence, les seules partitions qui peuvent donner une
contribution non nulle sont de la forme m = 7" U (4). Par conséquent :

k(g oy an) = @(brboy) = Y ke (br, o basr) (1),
7' €NC(n—1)

@(br..bn-1)

7

Donc :
kn(ai, ..., 1,...,a,) = 0.

Définition 10. Soit n € N. Soit 1 < m < n. Soient 0 = ig < i1 < ... < &y, = N.
Soit T € NC(m). On définit 0 € NC(n) comme :

0 = (L, esin)y coey it + 1, o).

On définit 7 comme élément de NC(n) de la fagon suivante : on remplace dans
T chaque j par ;1 + 1, .., ;.
Soient 1 < ko, k1 < n. On définit Ky et K tels que :

iKo—1 +1 < ko <ig,
i—1+1 <k <ig,.

ko et k1 sont donc dans le méme bloc de 7 si Ky et K1 sont dans le méme bloc de
T.

13



Exemple 7. On prend :

n=12 i =4 7=[(1,3),(2),4)]

Alors :

o =1(1,2,3,4),(5,6,7), (8,9,10), (11, 12)]
{% [(1,2,3,4,8,9,10), (5,6, 7), (11,12)].

Remarque 8. 7 =1, si et seulement si 7 = 1,,.

Proposition 9. Soit (A, p) un espace de probabilité non commutatif. Soit n € N.
Soit (aq,...a,) € A™. Soit 1 <m < n. Soient 1 =ig < iy < ... < ip =n.
On pose, pour 1 < j<m :

Aj = aij_1+1...aij

Soit T € NC(m). On a :

k(A An) = > ke(ar..ay) (1)

TeNC(n)
wVo=T

ou o et T sont définis ci dessus.

Remarque 9. Dans le cas ou T = 1,,, cela donne :

bn(ArAm) = > ke(ar.ap).
TeNC(n)

wVo=1,

Démonstration:

Montrons le résultat par récurrence sur m.

Soit (A, ¢) un espace de probabilité non commutatif. Soit n € N.
Soit (ay,...a,) € A™.

Initialisation :
Si m=1, alors, nécessairement, 7 = (1), 7 = 1, et 0 = 1,,.
On a donc :
kT(AlAm) = ]{?1(&1...0,71)
= p(ay...a,)

= Z kr(ay...ap).

TeNC(n)

Or m Vo = 7 signifie : 7V 1, = 1, ce qui est vrai pour tout 7 dans NC'(n).
Pour m=1, on a donc bien :

14



k(A Z Fix(

TeENC(n
Vo= ’T

Hérédité :
On suppose maintenant que la relation (1) est vérifiée pour tout m’ < m.

Premier cas : 7 # 1,,11.

Soient 7y et Ty tels que 7y Uy = 7.
Alors d’apres la proposition 7 , on a :

kT<A1, ceey Aerl) - kn (Bl, ceey BS)kTQ(Cl7 ceey Ct)

avec s+t=m+lets<mett<m.

Soit (b1, ..., b,) le sous ensemble de (ay,...,a,) utilisé pour former By, ..., B; et
soit (c1, ..., ¢,) le sous ensemble de (ay, ..., a,) utilisé pour former C,...,C;. On a :
p+q=n.

Par hypothese de récurrence, on obtient :

k(A .oy Apgr) = > kg, (b1, 2o by )by (C1,s oy Cq).

7I'1€Nc(p)ﬂ‘1\/o‘1=‘l:1
T ENC(q)m2Vor=7>

En posant m = m Uy (0 étant défini ci dessus pour 7 = 7 U 73) on a alors :

kr(Ay. Apir) = > kr(ay...an)

mENC(P),m1VO(by,...b,) =71
7r2€NC(q),7r2\/J|<cl,._.Cq):fg

= Z kr(ay...ap).

TeNC(n)
TNVo=T

Deuxieéme cas : 7 = 1,,41

Par définition des cumulants libres, on a :

(A1 Apg) = Z kr (At oy Amga)-

TeNC(m+1)

Donec :

Emi1(Ars o Amg1) = o(Ar Apga) — Z kr(Ar, ., Amg)

TENC(m-‘rl T¢1m+1

= p(a...a,) — Z Z kx(as, .., an)

TENC(m+1) reNC(n)
T#Lm+1 TNVo=T

d’apres le résultat établi dans le "premier cas”. Or

T:1m+1<:>'f-:1n
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et :

TeENC(n)
TNVo#£ly
- Z kﬂ(ala 7an) - Z kﬂ<ala 7a'n)
TeNC(n) TeNC(n)
TNVoF£ly
= Z kw(a'h 7an>
TeENC(n)
71'\/0':1,,7;_»'_1

4.3 Lien entre cumulants libres et liberté de deux variables
aléatoires

Soient a; et a, deux éléments d'un C*-espace de probabilité non commutatif
(A, p). On note A; et A, les sous algebres unitaires de A engendrées respectivement
par a; et as.

Proposition 10. Il y a équivalence entre :

i) pour tout n > 2 et pour tout i, € {1,2}, avec k < n, on a ky(ay,....,a;,) =0
sl eriste 1 < k,l <n avecip =1 et iy = 2.

ii) pour tout n > 2 et pour tout by € A; avec i, € {1,2}, pour k < n, on a
kn(bi,...;bn) =0 s%l existe 1 < k,l <n avec iy, =1 et i, = 2.

Démonstration:

L’implication ii)=-1) est claire.

Etablissons 1)=-ii).

Tout élément de A;, pour i = 1 ou 2 est un polynéme en a;. D’apres la proposition
8, pour n > 2 et (by,...,b,) € A", ky(by,...,b,) = 0 deés que I'un des by, pour
1 <k <nvaut 1. Il suffit donc de traiter le cas ou chaque by, est un multiple de a;,
(linéarité des cumulants par rapport a I'une des variables).

On réécrit alors le produit b;...b,, sous la forme aj,...a;, avec n < p et j, =1 ou
2 pour k < p.

Soit o la partition de [1, p] dont chaque bloc regroupe les éléments voisins qu’il
faut multiplier entre eux afin d’obtenir les b;. Alors, d’apres la proposition 9, on a :

Fn(bi, b)) = Y kalag,, ).

TeNC(p)
m™Vo=1p
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Par hypothese, k(aj,, ..., a;,) ne peut étre non nul que si tous les blocs de m ne
regroupent qu’un seul des a;. Mais comme 7Vo = 1, tous les blocs de o sont couplés
par 7. Donc, pour que kr(a;,,...,a;,) soit non nul, il faut que j; = j» = ... = jj, ce
qui est impossible puisqu’il existe 1 < k,l < n avec i, = 1 et 1, = 2.

En conclusion, 8'il existe 1 < k, 1 < n tel que iy = 1 et i, = 2 alors k, (b1, ..., b,) =
0.

Théoréme 2 (Speicher). Soit (A, ) un espace de probalilité non commutatif et
soient deux variables aléatoires, ay et as, éléments de A. On note A; et Ay les
sous algébres unitaires de A engendrées respectivement par ay et ay. Alors, il y a
équivalence entre :

i) ay et ay sont libres

i) pour tout n > 2 et pour tout b; € A;, avec j; =1 ou 2, ky(by,...,b,) =0 deés
qu’il existe 1 < k,I < n avec jp =1 et 5, = 2.

Démonstration:
ii)=> i),
Soit n > 2. Pour ¢ < n, soit b, € A;, avec j; = 1 ou 2 et j; # jo # ... # jn €t

©(b;) = 0. 11 faut montrer que ¢(b;...b,) =0
On a:

et, comme 7 est une partition non croisée de [1,n], il y a au moins un bloc V; de 7
de la forme (b;...b;4,), quitte a ce que p soit nul, et donc kxly, = 0. En effet, sip =0,
c’est une conséquence de p(b;) = 0 pour tout i, et sinon c’est juste ’hypothese ii).

i)= ii)
Soit n > 2 et, pour ¢ < n, soit b; € A;, avec j; = 1 ou 2.
Remarquons d’abord que, d’apres la proposition 8, on a :

kn<blu ceey bn) - kn(bl - Qo(bl)a 3] bn - Qo(bTL))

donc on peut supposer que les b; sont centrés.
De plus, dans le cas ou les b; sont centrés et alternés, c’est a dire j; # jo # ... #
Jn, le résultat est immédiat :

Fa(biy b)) = Y pa(broba)u(m, 1)

TeENC(n)

et au moins un des facteurs de ¢, est de la forme @(b;b11...bi4,), quitte & ce que p
soit nul, et alors ¢(bby41...b14,) = 0 par définition de la liberté.
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Dans le cas général, on veut montrer que k, (b1, ...,b,) = 0 sachant qu’il existe
1 <kl <ntels que j, =1 et 5 = 2. De plus, d’apres la remarque effectuée ci
dessus, on peut supposer que les b; sont centrés.

Procédons par récurrence.

Inatialisation :

Pour n = 2, on a : quitte a permutter les roles de a; et as, on peut supposer que
j1 = 1 et jo = 2. On est alors dans le cas ou les b; sont centrés et alternés. On a
donc :

ks (br, by) = 0.

Hérédité :

Réécrivons le produit by...b, sous la forme By...B, (p < n) avec pour i < p
chaque B; qui appartient a A, (1 < J; < 2) telsque J; # Jo # ... # Jp. Onap > 2
a cause de 'hypothese : il existe 1 < k,l < n tels que jp =1 et 5, = 2.

Notons o la partition non croisée de [1,n] qui regroupe les by,....b, en les
By, ..., B,. Alors, d’apres la proposition 9, on a :

kp(Bi,.. By) = Y ka(br, .. by).

TeNC(n)
wVo=1y
Donc :
kn(by, ..., by) = kp(Bu, ..., By) — > kel by).
TeNC(n)mVo=1n,

T#ly

Les B; sont centrés et alternés, donc :
ky(By, ..., Bp,) = 0.

De plus, par hypotheése d’induction, k. (b1, ...b,) peut étre non nul que si chaque
bloc de 7 ne couple que des éléments de la méme sous algebre (A; ou Ay). Donc
tous les blocs de o couplés par 7 doivent correspondre a la méme sous algebre. Or
7™V o = 1,, donc 7w couple tous les blocs de o. De plus, il existe 1 < k,l < n tels
que jr = 1 et 5 = 2. Donc :

kx(b1,...b,) =0
D’ou :
(b1, ...b,) = 0.

Corollaire 1. Soit (A, ¢) un espace de probabilité non commutatif. Soient a; et as
deuz éléments de A. Il y a équivalence entre :
i) ay et as sont libres

i) pour tout n > 2 et pour tout ix, € {1,2}, avec k < n, on a ky(a;,...,a;,) =0
sl existe 1 < k,l <n avec i, =1 et iy = 2.
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Proposition 11. Soit (A, p) un espace de probabilité non commutatif. Soient a et
b deux éléments de A. Soit n € N*.
Si a et b sont libres, alors :

Eott = ko 4 k.
Démonstration:Soient a et b deux éléments de A. Soit n € N*. On a :

kz+b = kn(a + b, ey a + b) = kn(&> ...,G) + kn(b7 ’b)

En effet, tous les cumulants qui ont simultanément a et b comme arguments
sont nuls d’apres le corollaire 1. On a donc bien :

kote = ko 4 kb

5 Relations entre cumulants libres et moments
d’une variable aléatoire : la formule de Voicu-
lescu

Nous chercherons dans cette section a établir des relations, qui permettent,
connaissant les cumulants libres d’une variable aléatoire, élément d’un espace de
probabilité non commutatif (A, ¢), d’obtenir ses moments et réciproquement.

Soit (A, ) un espace de probabilité non commutatif. On fixe une fois pour toutes
un élément a € A, dont on note respectivement (m,,),>1 et (k,),>1 les moments et
les cumulants libres.

5.1 Définitions et rappels

Proposition 12. On a, pourn € N :

my, = Z k.

TeNC(n)

Démonstration:
Soit n € N, et soit (ay, ..., a,) € A" Alors :

d’ou le résultat.

19



Définition 11. On pose :

M(z) =1+ i mp, 2" C(z) =1+ i k2™
n=1 n=1
G(z) =Y 2 =1M1) R(z) =3 kppr2"
n=0 n=0
K(z) = R(2) + 1 = 1C(2).

G(z)et R(z) sont appelées respectivement la transformée de Cauchy et la R-
transformée.

5.2 La formule de Voiculescu

Proposition 13. Avec les définitions et notations qui précédent, on a :

C(zM(z)) = M(z).

Démonstration:

D’apres la proposition 12, on a :
My = Z ka.
TeENC(n)
Soit m € NC(n). Notons V; son premier bloc. On a :

Vi = (v, ..., v5)

avec 1l = v < vy < ... <ws < n.
En posant v,y = n+ 1, on a alors :

7T:‘/1U71:1U71:2UU7775
avec 1; € NC(v; + 1, .04 — 1) pour 1 < j <.

En effet, comme 7 est une partition non croisée, chaque bloc de 7 autre que V;
ne peut relier que des éléments compris strictement entre un v; et un vgq.
La proposition 7 nous donne alors :
kr = kskzg ...kx,.

s
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Soit n € N. On a :

My = Z k.

TeNC(n)

= Y kke. ke,

TeNC(n)

SRS S | I SR

l=v1<v2<..<vs<n i=1 7F¢€NC(”U]'+1,...UJ'+1—1)

n
= E ks E Myg—vy—1+--Mp—y;
s=1

l1=v1<v2<..<vs<n

= zn: Z ksmil...mis.

s=1 i1+i2+...+is=n—s

On a alors, pour z € C :
M(z)=1+ Zmnz”
n=1

=1+ i": z”: Z kozSmg, 2. omy 2"

n=1 s=1 i1+is+...+is=n—s

0o 00 S
=1+ Z ks2® (Z mizi>
s=1 =0

=C(zM(z)).

Corollaire 2. La formule de Voiculescu
Soit (A, @) un espace de probabilité non commutatif. Soit a € A. La transformé
de Cauchy G(z) et la R-transformée R(z) de a vérifient la relation :

Vz€C,G [R(z) + 1} = 2.

z
Démonstration:
Soit z € C.
On veut montrer : .
G [R(z) + —] =z
z
Ce qui est équivalent a montrer :
GIK(2)] =2

On a:



Donc K~' = G et finalement

6 Procédé d’obtention de yH v

6.1 Cas général

Soient u et v, les lois a support compacts sur R de deux variables libres a et b.
On cherche a déterminer p H v, la loi de la variable aléatoire a+b. On procede de
la maniere suivante :

p— G, — Ry
v— G, — R,

Puis :
R, R, — R, + R, = Rym — Gum — pHBur.

En effet, d’apres la proposition 11, comme a et b sont libres, on a :
Vn eN
kott = o 4 b

donc :

R,+ R, = Rym,.

6.2 Loi p a support compact absolument continue par rap-
port a la mesure de Lebesgue sur R

Proposition 14. Explicitation du passage de G a

Soit p, la loi d’une variable aléatoire a, a support compact et continue par rapport
a la mesure de Lebesque sur R (on travaille dans un C*-espace de probabilité et a
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est une variable autoadjointe car le support de la loi est inclus dans R). Notons h
la densité de j par rapport a la mesure de Lebesgue : du(t) = h(t)dt.
Alors on a :

1
h(t) = —— hH(l) ImG,(t + ic).
T e
Démonstration:

Remarquons d’abord que, dans le cadre d'une loi p continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R, on a, pour tout z de C dont la partie imaginaire est

strictement positive :
du(t)
Gu(z) = / :
R 7 — t

Donc, pour tout ¢t € R et pour tout 0 <e <1 :

—%]mGH(t +ig) = —l% (/ d“—(s'))

T t+1c—s
1 —5—
1 o

— —%Im(/ (tt_ 83)2 -}fZQ h(s)ds)

1 €
= %/ i 5h(s)ds
Posons : ] .
LS e T

Montrons que f., converge au sens des distributions vers J; quand n — 400
avec €, = % ou n € N. Cela revient a montrer que g,(s) = %523:531 converge au sens
des distributions vers dg quand n — +o00.

Posons :

R—R
1 1
px— —

w1422

/R p(z)dz = 1.

On a alors, pour n € Net s e R :

Alors p € D(R) et :

gn(s) = np(ns)

Donc, d’apres la théorie générale des distributions, g, est une approximation de
I'unité et g, converge au sens des distributions vers dy quand n — 4o00.
D’ou :

1
hII(l] ——ImG,(t+ i) = h(t).
£— T
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6.3 Un exemple : calcul de 1/2(6; + 1) B 1/2(61 + 1)

On note u = 1/2(0; +J_1) et on a :

1 1 1 z
G“(Z)_§<z+l+z—l>_22—l

Puis de z = G,(K,(z)) on obtient 2(K,(z))* — K,(z) — 2z = 0.

On en déduit
1414 422

Donc R, (z) = K,(2) — 2 = 2421 Or R, (0) = k() = my () = 0 donc :

z 2z
V14422 -1

RM<Z) = P
Ainsi i
14+422 1
Rua() = 2R, (2) = 25 L
Et donce
2Gum(2) = \/1 + 4G (2)%.
Ainsi ]
G = )
uﬁﬂu(z) P

Enfin g H o a pour densité :

d(p B ) L ;
—gp () =~ I I (Gt + i)
1
= ——Im< ! >
T 12 —4
_ —m/b si|t] > 2
0 sinon.

Remarque 10. La convolution libre n’est, en particulier, pas distributive par rap-
port a Uaddition. En effet il est facile de voir que 6, B 6, = d41p. On peut méme
obtenir une distribution continue a partir de distributions discreétes.
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A Tableau comparatif : convolution usuelle et convo-

lution libre

probabilités classiques

probabilités libres

espace

(Q,F,P) ou F est une tribu sur
et IP est une mesure de probabilité.

(A, p) ou A est une C-algebre et
@ est une forme linéaire telle que

e(l)=1.

variable aléa-

Soit (E, &) un espace mesuré. Une

toire (v.a.) v.a. a valeur dans F est une appli- ac A
cation mesurable : X : Q) — F
loi La loi de X est définie par : | On note u, la distribution de a.
px(A) = P(X71(A)), VA € &. | Clest la forme linéaire sur C[t] dé-
Si F = R, X est dite a densité | finie par :
si ux est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue. fa : P — o(P(a)).
Dans ce cas, p est 'unique mesure
qui vérifie : VP € C[t],
BIPCY)] = [ Pla)dux(o).
distribution Soient Xi,..., X, n v.a. On note | Soient ay,...,a,, n v.a. On note
jointe de | leur loi jointe H(X,,.., Xy~ | leur loi jointe : fig, . a,) = te- On
plusieurs Alors, si £ = R : VP €|a:VP e€ C(Y1,....Y,) pa(P) =
variables CY1..., Yo, E[P(Xy, ... X,)] = | ¢(P(a,....,a,)) ou C(Yy,...Y,)
aléatoires [ P(x1,...;z0)dpx,,. x,) (21, ..., @, ). est Pensemble des polynomes non
commutatifs a n variables.
indépendance | Xy,..., X,, sont indépendants si | Liberté : soient ai,...,a,, n v.a
classique et | pour toutes les fonctions me- | et A; = Alg(1,a;). ay,...,a, sont
liberté surables positives (ou bornées) | libres si : VkE € N, Vj...j €
fiooo o E(fi(Xq)..fu(Xy)) = |{1,..,n},Vb; € Aj telles que
E(f1(X1))- E(fu(X0)). pla;) =0 j1 # jo # . # Ju =
o(ay...a) = 0.
convolution Soient X et Y deux v.a. indépen- | Si a et b sont libres, la distribution
dantes. La loi de X + Y est : | de a+ b est la convolution libre de
X ¥ fly . leurs distributions, notée : . H .
transformation| Logarithme de la transformée de | R-transformée :
linéarisant la | Fourier :
convolution Ry,mu, = Ry, + Ry,

—

log(ix * py) = log(jux)+log(puy ).
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