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Introduction

Nous définirons des espaces de probabilité dits non commutatifs. Dans lesdits
espaces, nous chercherons à obtenir la loi de a+b avec a et b deux variables aléatoires
”libres” (c’est-à-dire vérifiant certaines relations). Pour cela nous chercherons une
transformation linéarisante, c’est-à-dire un équivalent, dans le cadre des probabilités
non commutatives, du logarithme de la fonction caractéristique pour les probabilités
classiques. En effet, pour deux variables aléatoires à valeur dans Rd indépendantes
X et Y , on a, en posant Z = X + Y :

log ˆ(µZ) = log ˆ(µX) + log ˆ(µY ).

1 Probabilité libre

1.1 Espace de probabilité non commutatif

Définition 1. Un espace de probabilité non commutatif est une algèbre unitaire A
sur C munie d’une forme linéaire ϕ : A → C telle que ϕ(1) = 1.

Si de plus on munit A d’une norme ‖.‖ et d’une involution x 7→ x∗ vérifiant
pour tout x, y ∈ A et λ ∈ C : (x + y)∗ = x∗ + y∗, (λx)∗ = λx∗, (xy)∗ = y∗x∗ et
‖xx∗‖ = ‖x‖2, alors on dit que (A, ϕ) est un C∗-espace de probabilité.

Définition 2. Soit (A, ϕ) un espace de probabilité non commutatif. On appelle
variable aléatoire tout éléments a ∈ A. La distribution de a, notée µa, est alors la
forme linéaire sur C[t] définit par :

µa : P 7→ ϕ(P (a))

Définition 3. Soit (A, ϕ) un espace de probabilité non commutatif. On dit que l’état
ϕ est fidèle si :

∀a ∈ A, ϕ(aa∗) = 0 ⇒ a = 0

Exemple 1. 1/ L’algèbre L∞(Ω,A, P) munie de l’état ϕ(X) = E(X) et de l’invo-
lution X∗ = X̄ est un espace de probabilité non commutatif et l’état est fidèle.
La distribution de X ∈ L∞(Ω,A, P), une variable aléatoire auto-adjointe (i.e. X
réelle), est donnée par le k-ième moment de la variable X :

µX(tk) = E(Xk).

Cette distribution est associée à P ◦ X−1, une mesure sur R, puisqu’elles ont les
mêmes moments qui les déterminent totalement.

2/ Soient K un espace topologique compact et ν une mesure de probabilité boré-
lienne sur K. Alors C0(K) munie de ϕ(f) =

∫
K

fdν et de la conjugaison complexe
est un espace de probabilité non commutatif muni d’un état fidèle.
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La distribution d’une application f ∈ C0(K) auto-adjointe est associée à la mesure
ν ◦ f−1. Elle est déterminé par :

µf (t
k) =

∫
K

fkdν.

3/L’algèbre des matrices Mn(C) munie de ϕ = 1
n
Tr et de l’adjonction est un

espace de probabilité non commutatif muni d’un état fidèle.
La distribution d’une matrice hermitienne A est donnée par :

µA(tk) =
1

n

n∑
i=1

λk
i

où λ1, ..., λn sont les valeurs propres (réelles) comptées avec ordres de multiplicité.

Cette distribution est associée à la mesure 1
n

n∑
i=1

δλi
.

4/Soient H un espace de Hilbert et A = B(H) la sous-algèbre des applications
linéaires continues sur H. On dispose de ϕ(a) =< a(h), h > pour un h fixé tel
que ‖h‖ = 1 et de a∗ l’adjoint de a. Alors (A, ϕ) est un C∗-espace de probabilité
munie de la norme des opérateurs. L’état n’est pas fidèle car il existe a 6= 0 tel que
h ∈ ker(a).

5/L’algèbre des matrices aléatoires Mn(C)⊗L∞(Ω,A, P) munie de l’état ϕ(A) =
E( 1

n
Tr(A)) et de l’adjonction est un espace de probabilité non commutatif muni d’un

état fidèle.
La distribution d’une variable A auto-adjointe est donnée par :

µA(tk) = E

(
1

n

n∑
i=1

λk
i

)
où les λi sont les variables aléatoires de L∞(Ω,A, P) définit comme les valeurs
propres réelles de A ordonnées (i.e. ∀ω ∈ Ω, Sp(A(ω)) = {λ1(ω) ≤ λ2(ω) ≤ ... ≤
λn(ω)}).

Ainsi la distribution de A est associée à 1
n

n∑
i=1

P◦λ−1
i qui est une mesure positive

sur R ayant pour k-ième moment µA(tk).

Proposition 1. Soit (A, ϕ) un C∗-espace de probabilité.
Pour toute variable auto-adjointe a ∈ A, il existe une unique mesure de proba-

bilité positive sur R de moments (ϕ(ak))k≥0.

Remarque 1. On admet cette proposition (voir [6]). Lorsque que l’algèbre est seule-
ment un *-espace (munie d’une involution seulement), il y a existence d’une telle
mesure mais pas nécessairement unicité.

Ainsi on préfèrera désormais le cas des C∗-espaces, on étudira essentiellement
les distributions des variables auto-adjointes et on identifiera celle-ci avec la mesure
de probabilité associée.
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1.2 Liberté

Définition 4. Soient A1, ...,An des sous-algèbres unitaires (qui contiennent 1) de
A.

On dit que A1, ...,An sont libres si :
∀k ∈ N,∀j(1), ..., j(k) ∈ {1, ..., n},∀ai ∈ Aj(i) telles que ϕ(ai) = 0,

j(1) 6= j(2) 6= ... 6= j(k) ⇒ ϕ(a1...ak) = 0.

Des variables aléatoires a1, ..., an ∈ A sont dites libres si les sous-algèbres uni-
taires Alg(1, a1), ..., Alg(1, an) sont libres.

Exemple 2. On prend A = M2(C) et ϕ = 1
2
Tr. Alors a = ( 0 0

1 0 ) et b =
(

1 0
0 −1

)
sont des variables aléatoires libres.

En effet, on a Alg(1, a) = {λI + µa} et Alg(1, b) = {λI + µb} (car a2 = 0 et
b2 = I). Donc un élément de trace nulle dans Alg(1, a) (resp. dans Alg(1, b)) est
un multiple de a (resp. un multiple de b).

Mais ab = −ba = a. Donc tout produit alterné donne un multiple de a ou de b
qui sont des matrices de traces nulles.

Proposition 2. Soit (A, ϕ) un espace de probabilité non commutatif tel que ϕ soit
fidèle. Alors si a, b ∈ A auto-adjoints sont libres et commutent alors a ou b est
scalaire.

Démonstration:
On a ϕ([a− ϕ(a)][b− ϕ(b)][a− ϕ(a)][b− ϕ(b)]) = 0 par liberté. D’où :

ϕ(abab) = ϕ(a2)ϕ(b)2 + ϕ(a)2ϕ(b2)− ϕ(a)2ϕ(b)2

Puis on a ϕ(a2b2) = ϕ(a2)ϕ(b2) par liberté. Or abab = a2b2 donc :

ϕ(a2)ϕ(b)2 + ϕ(a)2ϕ(b2)− ϕ(a)2ϕ(b)2 = ϕ(a2)ϕ(b2)

Puis (ϕ(a2) − ϕ(a)2)(ϕ(b2) − ϕ(b)2) = 0. On peut supposer alors que ϕ(a2) −
ϕ(a)2 = 0. Mais ϕ([a − ϕ(a)1][a − ϕ(a)1]∗) = ϕ(a2) − ϕ(a)2 = 0. Donc a = ϕ(a)1
car ϕ est fidèle.

Proposition 3. Si les sous-algèbres unitaires A1, ...,An sont libres et engendrent
A, alors ϕ est entièrement déterminé par ses restrictions à Ai.

Démonstration:
En effet tout élément a ∈ A peut s’écrire a = a1...ak où ai ∈ Aj(i). On peut

supposer j(1) 6= ... 6= j(k) sinon on prend le produit des termes voisins encore dans
un Aj. On pose alors a0

i = ai − ϕ(ai)1. On a clairement ϕ(a0
i ) = 0.

Ainsi :

ϕ(a) = ϕ((a0
1 + ϕ(a1)1)...(a

0
k + ϕ(ak)1))

= ϕ(a0
1...a

0
k) + R

= R
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où R est une somme de termes de la forme ϕ(b1)...ϕ(bq)ϕ(bq+1...bk) avec q ≥ 1. Donc
les termes sont des images par ϕ de produit d’au plus k − 1 éléments alternés des
Ai.

On démontre ainsi la proposition par récurrence sur k.

Définition 5. Soient (A, ϕ) un espace de probabilité non commutatif et a, b ∈ A
des variables libres. La proposition montre que (ϕ((a + b)k))k≥0 est déterminé par
(ϕ(ak))k≥0 et (ϕ((bk))k≥0. Donc on détermine µa+b à partir de µa et µb. On note
µa � µb = µa+b l’opération ainsi définie, appelée convolution libre.

Remarque 2. On cherche désormais à étendre cette opération de convolution libre
sur l’ensemble des mesures de probabilité à support compact. Il faut notamment
vérifier que cela ne dépend pas du choix de l’espace de probabilité non commutatif
et de la variable aléatoire choisie.

2 Espaces de probabilité et convolutions

Dans le cas commutatif, on considère X,Y ∈ L∞(Ω,A, P) réelles indépendantes.
On a µX+Y = µX ∗µY où on a définit µZ = P◦Z−1 comme une mesure sur R lorsque
Z est réelle.

On note Lν(z) =
∫

R ezxdν(x) =
∑
n≥0

zn

n!
mn(ν) avec mn(ν) le n-ième moment

de νune mesure à support compact sur R. On a alors LµX+Y
= LµX

LµY
et donc

Log(LµX+Y
) = Log(LµX

) + Log(LµY
). D’où la définitions des cumulants :

Définition 6. On définit les cumulants (cn)n≥0 d’une mesure de moments (mn)n≥0

par l’égalité formelle :

Log

(∑
n≥0

zn

n!
mn

)
=
∑
n≥0

zn

n!
cn.

On obtient cn(µX+Y ) = cn(µX) + cn(µY ).

Proposition 4. On note Pn l’ensemble des partitions de {1, ..., n}.

Pour π = {P1, ..., Pk} ∈ Pn, on note cπ =
k∏

i=1

cCard(Pi).

On a alors :
mn =

∑
π∈Pn

cπ.
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Démonstration:
On a :

∑
n≥0

zn

n!
mn = exp

(∑
n≥1

zn

n!
cn

)

=
∑
k≥0

1/k!

(∑
n≥1

zn

n!
cn

)k

= 1 +
∑
n≥1

zn

n!

∑
k≥0

n1,...,nk≥1
n1+...+nk=n

n!

n1!...nk!k!
cn1 ...cnk

.

Il suffit donc de montrer que :∑
k≥0

n1,...,nk≥1
n1+...+nk=n

n!

n1!...nk!k!
cn1 ...cnk

=
∑
π∈Pn

cπ

On cherche d’abord à ordonner les indices (n1, ..., nk).
On note alors si = Card({j ∈ {1, ..., k}|nj = i}. Le groupe des permutations Sk

agit sur les indices ordonnées (n1, ..., nk) et le stabilisateur est Ss1× ...×Ssn . Donc :∑
k≥0

n1,...,nk≥1
n1+...+nk=n

n!

n1!...nk!k!
cn1 ...cnk

=
∑
k≥0

1≤n1≤...≤nk
n1+...+nk=n

k!

s1!...sn!

n!

n1!...nk!k!
cn1 ...cnk

.

Puis Sn agit sur {{1, ..., n1}, {n1 +1, ..., n1 +n2}, ..., {n1 + ...+nk−1 +1, ..., n}} et
le stabilisateur est (Sn1× ...×Snk

)o(Ss1× ...×Ssn) où le premier facteur échange au
sein d’une même parties et le second échange les parties de même cardinal. Ainsi :∑

k≥0
1≤n1≤...≤nk
n1+...+nk=n

n!

n1!...nk!s1!...sn!
cn1 ...cnk

=
∑
π∈Pn

cπ.

Remarque 3. On a ainsi construit une suite de cumulants qui caractérise les va-
riables aléatoires et qui est additive. On obtient ainsi très facilement l’opération
de convolution dans les espaces commutatifs. On a alors cherché à définir de ma-
nière intrinsèque ces cumulants qui étaient définis grâce à l’intégration. On obtient
une formule de combinatoire qui relie cumulants et moment. Il est ainsi intéres-
sant d’étudier plus en détail les partitions et d’en détacher une certaine classe : les
partitions non croisées.
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3 Partitions non croisées

3.1 Partitions non croisées

Définition 7. Une partition P = {P1, ..., Pr} de {1, ..., n}, avec n ≤ 1, est dite non
croisée s’il n’existe pas i 6= j, p1, p2 ∈ Pi et q1, q2 ∈ Pj tel que p1 < q1 < p2 < q2.

On note NC(n) l’ensemble des partitions non croisées de {1, ..., n}.

p1 q1 p2 q2

Proposition 5. Soient P = {P1, ..., Pp} et Q = {Q1, ..., Qq} des partitions non
croisées de {1, ..., n}.

On munit NC(n) de l’ordre défini par P ≤ Q si pour tout j ∈ {1, ..., q}, il existe
{Pi1 , ..., Pik} ⊂ P partition de Qj.

On peut définir P ∧ Q la plus grande partition non croisée R telle que R ≤ P
et R ≤ Q, en posant : P ∧Q = {Pi ∩Qj|1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q}.

On peut ainsi définir de manière analogue P ∨ Q la plus petite partition non
croisée R telle que R ≥ P et R ≥ Q.

Exemple 3. On a : {(1, 2); (3); (4)} ≤ {(1, 2); (3, 4)}.
Car {(1, 2)} est un partition de {1; 2}.
Et {(3); (4)} est une partition de {3; 4}.

Démonstration:
La réfléxivité de l’ordre est claire.
On suppose que P ≤ Q et Q ≤ P , on dispose d’une partition {Pi1 , ..., Pik} de Qj

puis d’une partition {Qj1 , ..., Qjl
} de Pi1 . En particulier Qj1 ⊂ Qj donc Qj1 = Qj

puis k = l = 1 et Qj = Pi1 . Donc P = Q donne l’antisymétrie.
On suppose désormais P ≤ Q ≤ R, où R = {R1, ..., Rr}. Pour Rk ∈ R, on dis-

pose d’une partition {Qj1 , ..., Qjl
} de Rk. Soit P̃ji

⊂ P une partition de Qji
. Alors⋃l

i=1 P̃ji
est une partition de Rk. Ainsi P ≤ Q, la relation est transitive.

P ∧ Q = {Pi ∩ Qj|1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q} définit clairement une partition plus
fine que P et Q. Soient p1 < q1 < p2 < q2 avec p1, p2 ∈ Pi ∩Qi′ et q1, q2 ∈ Pj ∩Qj′

avec Pi ∩ Qi′ 6= Pj ∩ Qj′ . Ainsi Pi 6= Pj ou Qi′ 6= Qj′ donne un croisement dans P
ou Q, ce qui est absurde. Ainsi P ∧Q est non croisée plus fine que P et Q.

Soit désormais R non croisée telle que R ≤ P et R ≤ Q. Pour Pi (resp Qj),
on dispose d’une partition {Ri1 , ..., Rik} = R′ (resp. {Rj1 , ..., Rjl

} = R′′). Alors
R′ ∩R′′ ⊂ R est une partition de Pi ∩Qj. On a ainsi R ≤ P ∧Q, ce qui définit bien
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P ∧Q comme la plus grande partition non croisée plus fine que P et Q.

La description explicite de P ∨ Q n’étant pas simple (bien qu’il existe des al-
gorithmes efficaces de calcul). On remarque que ∧ est clairement associatif (P ∧
Q) ∧ R = P ∧ (Q ∧ R). Donc on peut définir la plus petite partition moins fine
que P et Q grâce à {A1, ..., Ak} = {A ∈ NC(n)|P ≤ A et Q ≤ A} en posant
P ∨Q = A1 ∧A2 ∧ ...∧Ak. Cette partition est non croisée et on montre facilement
par récurrence sur k que A1 ∧ ... ∧ Ak est moins fine que P et Q. En effet par
définition de ∧ : P ≤ A et P ≤ B ⇒ P ≤ A ∧B.

Remarque 4. On a ainsi muni NC(n) d’une structure de treillis.

Exemple 4. On peut représenter ainsi NC(4) par :

Notation :
On préfèrera désormais les lettres σ, π, τ, ... pour désigner des partitions non

croisées.
On notera 1n la partition la moins fine des partitions non croisées de NC(n)

formée d’un seul bloc et 0n la partition la plus fine formée de n blocs.
Pour une partie finie S ⊂ N, on définie NC(S) l’ensemble des partitions non

croisées de S.
Pour S1 ∪ S2 = {1, ..., n}, σ1 ∈ NC(S1) et σ2 ∈ NC(S2), on définit la partition

σ1 ∪ σ2 de {1, ..., n} qui a pour blocs ceux de σ1 et σ2. Cette partition n’est pas
toujours non croisées.

Pour W une union de bloc de π ∈ NC(n), on note π|W la restriction de π à W :

π|W = {V ∈ π|V ⊂ W} ∈ NC(W )

3.2 Inversion de Möbius

On considère désormais un ensemble ordonné (E,≤) ayant la propriété P :
∀a ∈ E, {b|b ≤ a} est fini. On remarque qu’en particulier tout ensemble fini vérifie
cette condition. On a alors les exemples (NC(n),≤) et plus classique (N, |).
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Théorème 1. Soient f, g : E → C. Il existe µ : E2 → Z ne dépendant que de
(E,≤) tel que nous ayons l’équivalence entre :

∀a ∈ E, f(a) =
∑
b≤a

g(b)

∀a ∈ E, g(a) =
∑
b≤a

µ(a, b)f(b)

De plus si l’on impose µ(a, b) = 0 pour b > a alors µ est unique.

Démonstration:
On raisonne par induction sur l’ordre ce qui est justifié grâce à P .
Tout élément minimal a0 de E (il en existe au moins un, mais n’est pas néces-

sairement unique) donne
∑

b≤a0

g(b) = g(a0).

D’où µ(a0, a0) = 1 est l’unique choix qui convient.
Soit alors a ∈ E tel que l’on ait déja construit µ pour les couples dans {b|b < a}.
On a :

g(a) = f(a)−
∑
b<a

g(b)

= f(a)−
∑
b<a

∑
c≤b

µ(b, c)f(c)

= f(a)−
∑
c<a

∑
c≤b<a

µ(b, c)f(c)

Donc l’unique choix possible est µ(a, a) = 1 et µ(a, b) = −
∑

b≤c<a

µ(c, b).

Remarque 5. En pratique pour déterminer µ on retiendra les formules :

µ(a, a) = 1

µ(a, b) = −
∑

b≤c<a

µ(c, b)

Exemple 5. Si ∀a ∈ N, f(a) =
∑
b|a

g(b) alors ∀a ∈ N, g(a) =
∑
b|a

µ(a/b)f(b) où µ est

donné par :

µ(n) =

{
0 si n admet un facteur carré

(−1)r si n est produit de r nombres premiers distincts

Proposition 6. Sur les partitions non croisées, la fonction de Möbius µ est multi-
plicative, i.e pour σ ≤ π ≤ ω on a :

µ(σ, π) =
∏
V ∈ω

µ(σ|V , π|V ).
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Démonstration:
On raisonne par induction sur la longueur de l’intervalle [σ, π].
On a déjà µ(π, π) = 1 =

∏
V ∈ω

µ(π|V , π|V ).

Puis pour σ < π :

µ(σ, π) = −
∑

σ≤τ<π

µ(σ, τ)

= −
∑

σ≤τ<π

∏
V ∈ω

µ(σ|V , τ |V )

= −
∑

σ≤τ≤π

∏
V ∈ω

µ(σ|V , τ |V ) +
∏
V ∈ω

µ(σ|V , π|V )

= −
∏
V ∈ω

∑
σ|V ≤τ ′≤π|V

µ(σ|V , τ ′) +
∏
V ∈ω

µ(σ|V , π|V )

=
∏
V ∈ω

µ(σ|V , π|V )

Car µ(σ|V , π|V ) = −
∑

σ|V ≤τ ′<π|V
µ(σ|V , τ ′).

4 Définition des cumulants et propriétés

4.1 Définitions

Définition 8. Soit A une algèbre unitaire et soit ϕ une forme linéaire unitaire. On
note, pour n ∈ N∗ et pour (a1, ..., an) ∈ An :

ϕn(a1, ..., an) = ϕ(a1...an).

Pour π ∈ NC(n) :

ϕπ(a1, ..., an) =
∏
V ∈π

ϕ(π|V )

=
∏
V ∈π

ϕs(ai1 , ..., ais)

avec, pour V ∈ π, V = (i1, ..., is).

On appelle cumulants libres, que l’on note kπ, les fonctions :

kπ : An → C

(a1, ..., an) 7→ kπ(a1, ..., an).

avec :
kπ(a1, ..., an) =

∑
σ≤π

ϕσ(a1, ..., an)µ(σ, π)
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Remarque 6. D’après la théorie de l’inversion de Möbius, cette définition des
cumulants libres est équivalente à la relation :

ϕ(a1, ..., an) =
∑

σ∈NC(n)

kσ(a1, ..., an).

Démonstration:
La théorie de l’inversion de Möbius nous dit que la définition des cumulants

libres est équivalente à la relation :

∀π ∈ NC(n), ϕπ(a1, ..., an) =
∑

σ∈NC(n)
σ≤π

kσ(a1, ..., an).

Donc, en particulier :

ϕ(a1, ..., an) =
∑

σ∈NC(n)

kσ(a1, ..., an).

Réciproquement, soit π ∈ NC(n).

ϕπ(a1, ..., an) =
∏
V ∈π

ϕs(ai1 , ..., ais)

=
∏
V ∈π

∑
τ∈NC(s)

kτ (ai1 ...ais)

=
∑
σ≤π

kσ(a1...an).

Exemple 6. Déterminons k{(1,2)(3)}(a, b, c)
Par définition des cumulants, on a :

k{(1,2)(3)}(a, b, c) =
µ({(1, 2)(3)}, {(1, 2)(3)})ϕ{(1,2)(3)}(a, b, c)+µ({(1, 2)(3)}, {(1)(2)(3)})ϕ{(1)(2)(3)}(a, b, c)

D’après les résultats obtenus dans la section 3.2 (inversion de Möbius), on a
donc :

k{(1,2)(3)}(a, b, c) = 1× ϕ(ab)ϕ(c)− 1× ϕ(a)ϕ(b)ϕ(c)

= ϕ(c) (ϕ(ab)− ϕ(a)ϕ(b))

Définition 9. Soit (A, ϕ) un espace de probalilité non commutatif. Soit a ∈ A et
soit n ∈ N∗. On pose :

ka
n = kn(a, ...., a).

On appelle (ka
n)n≥1 les cumulants libres de a.

11



4.2 Quelques propriétés des cumulants

Remarque 7. Dans cette section, nous étudierons les propriétés des cumulants afin
de montrer que les cumulants libres de la somme de deux variables libres d’un espace
de probabilité non commutatif est la somme des cumulants libres des deux variables
libres en question.

Proposition 7. Soit (A, ϕ) un espace de probabilité, soit n ∈ N et soient (a1, ..., an) ∈
An. Soit π ∈ NC(n). Pour V = (i1, ..., is) ∈ π, on note :

k(π|V ) = ks(ai1 , ..., ais).

Les cumulants libres vérifient la relation suivante :

kπ(a1...an) =
∏
V ∈π

k(π|V ).

Démonstration:Par définition des cumulants libres, on a :

kπ(a1, ..., an) =
∑
σ≤π

ϕσ(a1, ..., an)µ(σ, π).

Or, pour σ et π partitions non croisées de [1, n] telles que σ ≤ π, on a, d’après
la proposition 6 :

µ(σ, π) =
∏
V ∈π

µ(σ|V , π|V ).

Donc :

kπ(a1...an) =
∑
σ≤π

∏
V ∈π

ϕ(σ|V )µ(σ|V , π|V )

=
∑
σ≤π

∏
V ∈π

ϕ(σ|V )µ(σ|V , π|V )

=
∏
V ∈π

(
∑

σ|V ≤π|V

ϕ(σ|V )µ(σ|V , π|V ))

=
∏
V ∈π

k(π|V ).

Proposition 8. Soit (A, ϕ) un espace de probabilité non cummutatif, soit n ∈ N
et soient (a1, ..., an) ∈ An. S’il existe 1 ≤ i ≤ n tel que ai = 1 alors :

kn(a1, ..., an) = 0.

12



Démonstration:Procédons par récurrence.

Initialisation : Soit a ∈ A. On a :{
k2(a, 1) = ϕ(a)− ϕ(a)ϕ(1) = 0
k2(1, a) = ϕ(a)− ϕ(1)ϕ(a) = 0

car µ(12, 12) = 1 et µ(12, 02) = −1.

hérédité : soient (a1, ..., an) ∈ An. Soit 1 ≤ i0 ≤ n tel que ai0 = 1.
Posons : {

pour 1 ≤ i < i0 bi = ai

pour n ≥ i > i0 bi−1 = ai .

On a alors :

kn(a1, ..., 1, ..., an) = ϕ(b1...bn−1)−
∑

π∈NC(n)(π 6=1n)

kπ(a1, ..., 1, ..., an).

Or : ∀π ∈ NC(n),

kπ(a1, ..., 1, ..., an) =
∏
V ∈π

k(π|V ).

Donc, par hypothèse de récurrence, les seules partitions qui peuvent donner une
contribution non nulle sont de la forme π = π′ ∪ (i0). Par conséquent :

kn(a1, ..., 1, ..., an) = ϕ(b1...bn−1)−
∑

π′∈NC(n−1)

kπ′(b1, ..., bn−1)︸ ︷︷ ︸
ϕ(b1...bn−1)

ϕ(1).

Donc :
kn(a1, ..., 1, ..., an) = 0.

Définition 10. Soit n ∈ N. Soit 1 ≤ m ≤ n. Soient 0 = i0 < i1 < ... < im = n.
Soit τ ∈ NC(m). On définit σ ∈ NC(n) comme :

σ = [(1, ...i1), ..., (im−1 + 1, ...im)].

On définit τ̂ comme élément de NC(n) de la façon suivante : on remplace dans
τ chaque j par ij−1 + 1, .., ij.

Soient 1 ≤ k0, k1 ≤ n. On définit K0 et K1 tels que :{
iK0−1 + 1 ≤ k0 ≤ iK0

iK1−1 + 1 ≤ k1 ≤ iK1.

k0 et k1 sont donc dans le même bloc de τ̂ si K0 et K1 sont dans le même bloc de
τ .
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Exemple 7. On prend :
n = 12 i1 = 4 τ = [(1, 3), (2), (4)]
m = 4 i2 = 7

i3 = 10.

Alors : {
σ = [(1, 2, 3, 4), (5, 6, 7), (8, 9, 10), (11, 12)]
τ̂ = [(1, 2, 3, 4, 8, 9, 10), (5, 6, 7), (11, 12)].

Remarque 8. τ̂ = 1n si et seulement si τ = 1m.

Proposition 9. Soit (A, ϕ) un espace de probabilité non commutatif. Soit n ∈ N.
Soit (a1, ...an) ∈ An. Soit 1 ≤ m ≤ n. Soient 1 = i0 < i1 < ... < im = n.

On pose, pour 1 ≤ j ≤ m :

Aj = aij−1+1...aij

Soit τ ∈ NC(m). On a :

kτ (A1...Am) =
∑

π∈NC(n)
π∨σ=τ̂

kπ(a1...an) (1)

où σ et τ̂ sont définis ci dessus.

Remarque 9. Dans le cas où τ = 1m, cela donne :

km(A1...Am) =
∑

π∈NC(n)
π∨σ=1n

kπ(a1...an).

Démonstration:
Montrons le résultat par récurrence sur m.
Soit (A, ϕ) un espace de probabilité non commutatif. Soit n ∈ N.
Soit (a1, ...an) ∈ An.

Initialisation :
Si m=1, alors, nécessairement, τ = (1), τ̂ = 1n et σ = 1n.
On a donc :

kτ (A1...Am) = k1(a1...an)

= ϕ(a1...an)

=
∑

π∈NC(n)

kπ(a1...an).

Or π ∨ σ = τ̂ signifie : π ∨ 1n = 1n, ce qui est vrai pour tout π dans NC(n).
Pour m=1, on a donc bien :
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kτ (A1...Am) =
∑

π∈NC(n)
π∨σ=τ̂

kπ(a1...an).

Hérédité :
On suppose maintenant que la relation (1) est vérifiée pour tout m′ ≤ m.

Premier cas : τ 6= 1m+1.

Soient τ1 et τ2 tels que τ1 ∪ τ2 = τ .
Alors d’après la proposition 7 , on a :

kτ (A1, ..., Am+1) = kτ1(B1, ..., Bs)kτ2(C1, ..., Ct)

avec s + t = m + 1 et s ≤ m et t ≤ m.
Soit (b1, ..., bp) le sous ensemble de (a1, ..., an) utilisé pour former B1, ..., Bs et

soit (c1, ..., cq) le sous ensemble de (a1, ..., an) utilisé pour former C1, ..., Ct. On a :
p + q = n.

Par hypothèse de récurrence, on obtient :

kτ (A1, ..., Am+1) =
∑

π1∈NC(p)π1∨σ1=τ̂1
π2∈NC(q)π2∨σ2=τ̂2

kπ1(b1, ..., bp)kπ2(c1, ..., cq).

En posant π = π1 ∪ π2 (σ étant défini ci dessus pour τ = τ1 ∪ τ2) on a alors :

kτ (A1...Am+1) =
∑

π1∈NC(p),π1∨σ|(b1,...bp)=τ̂1
π2∈NC(q),π2∨σ|(c1,...cq)=τ̂2

kπ(a1...an)

=
∑

π∈NC(n)
π∨σ=τ̂

kπ(a1...an).

Deuxième cas : τ = 1m+1

Par définition des cumulants libres, on a :

ϕ(A1...Am+1) =
∑

τ∈NC(m+1)

kτ (A1, .., Am+1).

Donc :

km+1(A1, .., Am+1) = ϕ(A1...Am+1)−
∑

τ∈NC(m+1),τ 6=1m+1

kτ (A1, .., Am+1)

= ϕ(a1...an)−
∑

τ∈NC(m+1)
τ 6=1m+1

∑
π∈NC(n)
π∨σ=τ̂

kπ(a1, .., an)

d’après le résultat établi dans le ”premier cas”. Or

τ = 1m+1 ⇔ τ̂ = 1n
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et :
ϕ(a1...an) =

∑
π∈NC(n)

kπ(a1, .., an).

Donc :

km+1(A1, .., Am+1) = ϕ(a1...an)−
∑

π∈NC(n)
π∨σ 6=1n

kπ(a1, .., an)

=
∑

π∈NC(n)

kπ(a1, .., an)−
∑

π∈NC(n)
π∨σ 6=1n

kπ(a1, .., an)

=
∑

π∈NC(n)

π∨σ= ˆ1m+1

kπ(a1, .., an).

4.3 Lien entre cumulants libres et liberté de deux variables
aléatoires

Soient a1 et a2 deux éléments d’un C*-espace de probabilité non commutatif
(A, ϕ). On note A1 et A2 les sous algèbres unitaires de A engendrées respectivement
par a1 et a2.

Proposition 10. Il y a équivalence entre :

i) pour tout n ≥ 2 et pour tout ik ∈ {1, 2}, avec k ≤ n, on a kn(ai1 , ..., ain) = 0
s’il existe 1 ≤ k, l ≤ n avec ik = 1 et il = 2.

ii) pour tout n ≥ 2 et pour tout bk ∈ Aik avec ik ∈ {1, 2}, pour k ≤ n, on a
kn(b1, ..., bn) = 0 s’il existe 1 ≤ k, l ≤ n avec ik = 1 et il = 2.

Démonstration:
L’implication ii)⇒i) est claire.
Etablissons i)⇒ii).
Tout élément deAi, pour i = 1 ou 2 est un polynôme en ai. D’après la proposition

8, pour n ≥ 2 et (b1, ..., bn) ∈ An, kn(b1, ..., bn) = 0 dès que l’un des bk, pour
1 ≤ k ≤ n vaut 1. Il suffit donc de traiter le cas où chaque bk est un multiple de aik

(linéarité des cumulants par rapport à l’une des variables).
On réécrit alors le produit b1...bn sous la forme aj1 ...ajp avec n ≤ p et jk = 1 ou

2 pour k ≤ p.
Soit σ la partition de [1, p] dont chaque bloc regroupe les éléments voisins qu’il

faut multiplier entre eux afin d’obtenir les bi. Alors, d’après la proposition 9, on a :

kn(b1, ..., bn) =
∑

π∈NC(p)
π∨σ=1p

kπ(aj1 , ..., ajp).
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Par hypothèse, kπ(aj1 , ..., ajp) ne peut être non nul que si tous les blocs de π ne
regroupent qu’un seul des ai. Mais comme π∨σ = 1p, tous les blocs de σ sont couplés
par π. Donc, pour que kπ(aj1 , ..., ajp) soit non nul, il faut que j1 = j2 = .... = jp, ce
qui est impossible puisqu’il existe 1 ≤ k, l ≤ n avec ik = 1 et il = 2.

En conclusion, s’il existe 1 ≤ k, l ≤ n tel que ik = 1 et il = 2 alors kn(b1, ..., bn) =
0.

Théorème 2 (Speicher). Soit (A, ϕ) un espace de probalilité non commutatif et
soient deux variables aléatoires, a1 et a2, éléments de A. On note A1 et A2 les
sous algèbres unitaires de A engendrées respectivement par a1 et a2. Alors, il y a
équivalence entre :

i) a1 et a2 sont libres

ii) pour tout n ≥ 2 et pour tout bi ∈ Aji
avec ji = 1 ou 2, kn(b1, ..., bn) = 0 dès

qu’il existe 1 ≤ k, l ≤ n avec jk = 1 et jl = 2.

Démonstration:

ii)⇒ i).
Soit n ≥ 2. Pour i ≤ n, soit bi ∈ Aji

avec ji = 1 ou 2 et j1 6= j2 6= ... 6= jn et
ϕ(bi) = 0. Il faut montrer que ϕ(b1...bn) = 0

On a :
ϕ(b1...bn) =

∑
π∈NC(n)

kπ(b1, .., bn).

Or :
kπ(b1, .., bn) =

∏
V ∈π

kπ|V

et, comme π est une partition non croisée de [1, n], il y a au moins un bloc V0 de π
de la forme (bl...bl+p), quitte à ce que p soit nul, et donc kπ|V0

= 0. En effet, si p = 0,
c’est une conséquence de ϕ(bi) = 0 pour tout i, et sinon c’est juste l’hypothèse ii).

i)⇒ ii)
Soit n ≥ 2 et, pour i ≤ n, soit bi ∈ Aji

avec ji = 1 ou 2.
Remarquons d’abord que, d’après la proposition 8, on a :

kn(b1, ..., bn) = kn(b1 − ϕ(b1), ..., bn − ϕ(bn))

donc on peut supposer que les bi sont centrés.
De plus, dans le cas où les bi sont centrés et alternés, c’est à dire j1 6= j2 6= ... 6=

jn, le résultat est immédiat :

kn(b1, ..., bn) =
∑

π∈NC(n)

ϕπ(b1...bn)µ(π, 1n)

et au moins un des facteurs de ϕπ est de la forme ϕ(blbl+1...bl+p), quitte à ce que p
soit nul, et alors ϕ(blbl+1...bl+p) = 0 par définition de la liberté.
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Dans le cas général, on veut montrer que kn(b1, ..., bn) = 0 sachant qu’il existe
1 ≤ k, l ≤ n tels que jk = 1 et jl = 2. De plus, d’après la remarque effectuée ci
dessus, on peut supposer que les bi sont centrés.

Procédons par récurrence.

Initialisation :
Pour n = 2, on a : quitte à permutter les rôles de a1 et a2, on peut supposer que

j1 = 1 et j2 = 2. On est alors dans le cas où les bi sont centrés et alternés. On a
donc :

k2(b1, b2) = 0.

Hérédité :
Réécrivons le produit b1...bn sous la forme B1...Bp (p ≤ n) avec pour i ≤ p

chaque Bi qui appartient à AJi
(1 ≤ Ji ≤ 2) tels que J1 6= J2 6= ... 6= Jp. On a p ≥ 2

à cause de l’hypothèse : il existe 1 ≤ k, l ≤ n tels que jk = 1 et jl = 2.
Notons σ la partition non croisée de [1, n] qui regroupe les b1, ..., bn en les

B1, ..., Bp. Alors, d’après la proposition 9, on a :

kp(B1, ..., Bp) =
∑

π∈NC(n)
π∨σ=1n

kπ(b1, ..., bn).

Donc :

kn(b1, ..., bn) = kp(B1, ..., Bp)−
∑

π∈NC(n)π∨σ=1n

π 6=1n

kπ(b1, ...bn).

Les Bi sont centrés et alternés, donc :

kp(B1, ..., Bp) = 0.

De plus, par hypothèse d’induction, kπ(b1, ...bn) peut être non nul que si chaque
bloc de π ne couple que des éléments de la même sous algèbre (A1 ou A2). Donc
tous les blocs de σ couplés par π doivent correspondre à la même sous algèbre. Or
π ∨ σ = 1n, donc π couple tous les blocs de σ. De plus, il existe 1 ≤ k, l ≤ n tels
que jk = 1 et jl = 2. Donc :

kπ(b1, ...bn) = 0

D’où :
kn(b1, ...bn) = 0.

Corollaire 1. Soit (A, ϕ) un espace de probabilité non commutatif. Soient a1 et a2

deux éléments de A. Il y a équivalence entre :
i) a1 et a2 sont libres

ii) pour tout n ≥ 2 et pour tout ik ∈ {1, 2}, avec k ≤ n, on a kn(ai1 , ..., ain) = 0
s’il existe 1 ≤ k, l ≤ n avec ik = 1 et il = 2.
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Proposition 11. Soit (A, ϕ) un espace de probabilité non commutatif. Soient a et
b deux éléments de A. Soit n ∈ N∗.

Si a et b sont libres, alors :

ka+b
n = ka

n + kb
n.

Démonstration:Soient a et b deux éléments de A. Soit n ∈ N∗. On a :

ka+b
n = kn(a + b, ..., a + b) = kn(a, ..., a) + kn(b, ..., b).

En effet, tous les cumulants qui ont simultanément a et b comme arguments
sont nuls d’après le corollaire 1. On a donc bien :

ka+b
n = ka

n + kb
n.

5 Relations entre cumulants libres et moments

d’une variable aléatoire : la formule de Voicu-

lescu

Nous chercherons dans cette section à établir des relations, qui permettent,
connaissant les cumulants libres d’une variable aléatoire, élément d’un espace de
probabilité non commutatif (A, ϕ), d’obtenir ses moments et réciproquement.

Soit (A, ϕ) un espace de probabilité non commutatif. On fixe une fois pour toutes
un élément a ∈ A, dont on note respectivement (mn)n≥1 et (kn)n≥1 les moments et
les cumulants libres.

5.1 Définitions et rappels

Proposition 12. On a, pour n ∈ N :

mn =
∑

π∈NC(n)

kπ.

Démonstration:
Soit n ∈ N, et soit (a1, ..., an) ∈ An. Alors :

ϕ(a1...an) =
∑

σ∈NC(n)

kσ(a1, ..., an)

d’où le résultat.
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Définition 11. On pose :
M(z) := 1 +

∞∑
n=1

mnz
n C(z) := 1 +

∞∑
n=1

knz
n

G(z) :=
∞∑

n=0

mn

zn+1 = 1
z
M(1

z
) R(z) :=

∞∑
n=0

kn+1z
n

K(z) = R(z) + 1
z

= 1
z
C(z).

G(z)et R(z) sont appelées respectivement la transformée de Cauchy et la R-
transformée.

5.2 La formule de Voiculescu

Proposition 13. Avec les définitions et notations qui précèdent, on a :

C(zM(z)) = M(z).

Démonstration:

D’après la proposition 12, on a :

mn =
∑

π∈NC(n)

kπ.

Soit π ∈ NC(n). Notons V1 son premier bloc. On a :

V1 = (v1, ..., vs)

avec 1 = v1 < v2 < ... < vs ≤ n.
En posant vs+1 = n + 1, on a alors :

π = V1 ∪ π̃1 ∪ π̃2 ∪ ... ∪ π̃s

avec π̃j ∈ NC(vj + 1, ...vj+1 − 1) pour 1 ≤ j ≤ s.
En effet, comme π est une partition non croisée, chaque bloc de π autre que V1

ne peut relier que des éléments compris strictement entre un vk et un vk+1.
La proposition 7 nous donne alors :

kπ = kskπ̃1 ...kπ̃s .
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Soit n ∈ N. On a :

mn =
∑

π∈NC(n)

kπ

=
∑

π∈NC(n)

kskπ̃1 ...kπ̃s

=
n∑

s=1

ks

∑
1=v1<v2<..<vs≤n

s∏
i=1

 ∑
π̃i∈NC(vj+1,...vj+1−1)

kπ̃i


=

n∑
s=1

ks

∑
1=v1<v2<..<vs≤n

mv2−v1−1...mn−vs

=
n∑

s=1

∑
i1+i2+...+is=n−s

ksmi1 ...mis .

On a alors, pour z ∈ C :

M(z) = 1 +
∞∑

n=1

mnz
n

= 1 +
∞∑

n=1

n∑
s=1

∑
i1+i2+...+is=n−s

ksz
smi1z

i1 ...misz
is

= 1 +
∞∑

s=1

ksz
s

(
∞∑
i=0

miz
i

)s

= C(zM(z)).

Corollaire 2. La formule de Voiculescu
Soit (A, ϕ) un espace de probabilité non commutatif. Soit a ∈ A. La transformé

de Cauchy G(z) et la R-transformée R(z) de a vérifient la relation :

∀z ∈ C, G

[
R(z) +

1

z

]
= z.

Démonstration:
Soit z ∈ C.
On veut montrer :

G

[
R(z) +

1

z

]
= z.

Ce qui est équivalent à montrer :

G[K(z)] = z.

On a :

G(z) =
1

z
M

(
1

z

)
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C(z) = zK(z).

Donc, d’après la proposition 13 :

K[G(z)] =
C[G(z)]

G(z)

=
C(1

z
M [1

z
])

G(z)

=
M [1

z
]

G(z)

= z.

Donc K−1 = G et finalement

G[K(z)] = z.

6 Procédé d’obtention de µ � ν

6.1 Cas général

Soient µ et ν, les lois à support compacts sur R de deux variables libres a et b.
On cherche à déterminer µ � ν, la loi de la variable aléatoire a+b. On procède de
la manière suivante :

µ −→ Gµ −→ Rµ

ν −→ Gν −→ Rν

Puis :
Rµ, Rν −→ Rµ + Rν = Rµ�ν −→ Gµ�ν −→ µ � ν.

En effet, d’après la proposition 11, comme a et b sont libres, on a :
∀n ∈ N

ka+b
n = ka

n + kb
n

donc :
Rµ + Rν = Rµ�ν .

6.2 Loi µ à support compact absolument continue par rap-
port à la mesure de Lebesgue sur R

Proposition 14. Explicitation du passage de G à µ
Soit µ, la loi d’une variable aléatoire a, à support compact et continue par rapport

à la mesure de Lebesgue sur R (on travaille dans un C*-espace de probabilité et a
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est une variable autoadjointe car le support de la loi est inclus dans R). Notons h
la densité de µ par rapport à la mesure de Lebesgue : dµ(t) = h(t)dt.

Alors on a :

h(t) = − 1

π
lim
ε→0

ImGµ(t + iε).

Démonstration:
Remarquons d’abord que, dans le cadre d’une loi µ continue par rapport à la

mesure de Lebesgue sur R, on a, pour tout z de C dont la partie imaginaire est
strictement positive :

Gµ(z) =

∫
R

dµ(t)

z − t
.

Donc, pour tout t ∈ R et pour tout 0 ≤ ε ≤ 1 :

− 1

π
ImGµ(t + iε) = − 1

π
=
(∫

dµ(s)

t + iε− s

)
= − 1

π
Im(

∫
t− s− iε

(t− s)2 + ε2
dµ(s))

= − 1

π
Im(

∫
t− s− iε

(t− s)2 + ε2
h(s)ds)

=
1

π

∫
ε

(t− s)2 + ε2
h(s)ds.

Posons :

fε(s) =
1

π

ε

(t− s)2 + ε2
.

Montrons que fεn converge au sens des distributions vers δt quand n → +∞
avec εn = 1

n
où n ∈ N. Cela revient à montrer que gn(s) = 1

π
εn

s2+ε2
n

converge au sens
des distributions vers δ0 quand n → +∞.

Posons :

R → R

ρ : x 7→ 1

π

1

1 + x2
.

Alors ρ ∈ D(R) et : ∫
R

ρ(x)dx = 1.

On a alors, pour n ∈ N et s ∈ R :

gn(s) = nρ(ns)

Donc, d’après la théorie générale des distributions, gn est une approximation de
l’unité et gn converge au sens des distributions vers δ0 quand n → +∞.

D’où :

lim
ε→0

− 1

π
ImGµ(t + iε) = h(t).
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6.3 Un exemple : calcul de 1/2(δ1 + δ−1) � 1/2(δ1 + δ−1)

On note µ = 1/2(δ1 + δ−1) et on a :

Gµ(z) =
1

2

(
1

z + 1
+

1

z − 1

)
=

z

z2 − 1

Puis de z = Gµ(Kµ(z)) on obtient z(Kµ(z))2 −Kµ(z)− z = 0.
On en déduit

Kµ(z) =
1±

√
1 + 4z2

2z
.

Donc Rµ(z) = Kµ(z)− 1
z

= ±
√

1+4z2−1
2z

. Or Rµ(0) = k1(µ) = m1(µ) = 0 donc :

Rµ(z) =

√
1 + 4z2 − 1

2z
.

Ainsi

Rµ�µ(z) = 2Rµ(z) =

√
1 + 4z2

z
− 1

z
.

Et donc

zGµ�µ(z) =
√

1 + 4Gµ�µ(z)2.

Ainsi

Gµ�µ(z) =
1√

z2 − 4
.

Enfin µ � µ a pour densité :

d(µ � µ)

dt
(t) = − 1

π
lim
ε→0

Im (Gµ�µ(t + iε))

= − 1

π
Im

(
1√

t2 − 4

)
=

{
1

π
√

4−t2
si |t| ≥ 2

0 sinon.

Remarque 10. La convolution libre n’est, en particulier, pas distributive par rap-
port à l’addition. En effet il est facile de voir que δa � δb = δa+b. On peut même
obtenir une distribution continue à partir de distributions discrètes.
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A Tableau comparatif : convolution usuelle et convo-

lution libre

probabilités classiques probabilités libres
espace (Ω,F , P) où F est une tribu sur Ω

et P est une mesure de probabilité.
(A, ϕ) où A est une C-algèbre et
ϕ est une forme linéaire telle que
ϕ(1) = 1.

variable aléa-
toire (v.a.)

Soit (E, E) un espace mesuré. Une
v.a. à valeur dans E est une appli-
cation mesurable : X : Ω → E

a ∈ A.

loi La loi de X est définie par :
µX(A) = P(X−1(A)), ∀A ∈ E .
Si E = R, X est dite à densité
si µX est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue.
Dans ce cas, µ est l’unique mesure
qui vérifie : ∀P ∈ C[t],

E[P (X)] =

∫
P (x)dµX(x).

On note µa la distribution de a.
C’est la forme linéaire sur C[t] dé-
finie par :

µa : P 7→ ϕ(P (a)).

distribution
jointe de
plusieurs
variables
aléatoires

Soient X1, ..., Xn, n v.a. On note
leur loi jointe : µ(X1,...,Xn).
Alors, si E = R : ∀P ∈
C[Y1..., Yn], E[P (X1, ..., Xn)] =∫

P (x1, ..., xn)dµ(X1,...,Xn)(x1, ..., xn).

Soient a1, ..., an, n v.a. On note
leur loi jointe : µ(a1,...,an) = µa. On
a : ∀P ∈ C 〈Y1, ..., Yn〉 µa(P ) =
ϕ(P (a1, ..., an)) où C 〈Y1, ..., Yn〉
est l’ensemble des polynômes non
commutatifs à n variables.

indépendance
classique et
liberté

X1, ..., Xn sont indépendants si
pour toutes les fonctions me-
surables positives (ou bornées)
f1, ..., fn E(f1(X1)...fn(Xn)) =
E(f1(X1))...E(fn(Xn)).

Liberté : soient a1, ..., an, n v.a
et Ai = Alg(1, ai). a1, ..., an sont
libres si : ∀k ∈ N,∀j1...jk ∈
{1, ..., n},∀bi ∈ Aji

telles que
ϕ(ai) = 0 : j1 6= j2 6= ... 6= jk ⇒
ϕ(a1...ak) = 0.

convolution Soient X et Y deux v.a. indépen-
dantes. La loi de X + Y est :
µX ∗ µY .

Si a et b sont libres, la distribution
de a+ b est la convolution libre de
leurs distributions, notée : µa�µb.

transformation
linéarisant la
convolution

Logarithme de la transformée de
Fourier :

log ̂(µX ∗ µY ) = log ˆ(µX)+log ˆ(µY ).

R-transformée :

Rµa�µb
= Rµa + Rµb

.
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