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Introduction

La premiére question que nous allons aborder est celle de la récurrence ou de la transience
de certains graphes infinis : une marche aléatoire sur un graphe infini reviendra-t-elle presque
sirement & son point de départ? La seconde question est celle de la dissection de rectangles
en carrés : on peut paver un rectangle par des carrés si le rapport de ses cotés est rationnel,
qu’en est-il de la réciproque ? On établira dans les deux cas une analogie avec des réseaux de
résistances électriques, ce qui permettra d’utiliser 'intuition physique pour répondre a nos deux
questions.



1 Marches aléatoires sur des graphes et réseaux électriques :
quel rapport ?

1.1 Marche aléatoire sur un graphe

Définition 1 Un multigraphe (ou tout simplement graphe) est un couple G = (S, A) avec :

— S un ensemble fini ou dénombrable (S est l’ensemble des sommets de G)

— A un multi-ensemble de parties a deux éléments de S, i.e. on autorise une méme par-
tie a figurer plusieurs fois (A est U'ensemble des arétes de G). Les répétitions possibles
entrainent une ambiguité qu’on s’efforcera de lever a chaque fois.

Sia={x,y} € A, on dit que x et y sont voisins, noté x ~ y et les sommets x et y sont les
extrémités de aréte a.

Dans la suite, on se limitera au cas de graphes connexes (i.e. on peut relier deux sommets
quelconques par une suite finie d’arétes) et localement finis (i.e. chaque sommet a un nombre
fini de voisins); on dira simplement «graphe» en sous-entendant qu’ils possédent ces deux
propriétés. Si (z,y) € S?, on notera A(x) I'ensemble des arétes dont x est une extrémité et
A(z,y) 'ensemble des arétes dont a la fois = et y sont des extrémités (I’ensemble A(z,y) est
I'ensemble des occurrences de laréte {z,y}).

Définition 2 Un poids sur un graphe G = (S, A) est une famille (W, )aea de réels strictement
positifs. Le couple (G, W) est alors appelé graphe pondéré. Par abus de langage on pourra dire
que G est un graphe pondéré. St x € S, on pose W, = ZaeA(x) Wa, qui est strictement positif
Car T 4 au Moins un vVoLsin.

D
e S ={B,C,D)}
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F1GURE 1 — Un graphe pondéré

Définition 3 Soit x € S. Une marche aléatoire sur un graphe pondéré (G, W) partant de x
est une chaine de Markov (Z,)nen d’espace d’états S issue de x et de fonction de transition Q
vérifiant pour tous sommets y et z :



La chaine de Markov ainsi définie est réversible, car « — W, est une mesure réversible sur S. A
chaque fois qu’on considérera un poids W sur un graphe G, on lui associera automatiquement la
fonction () définie comme ci-dessus. Intuitivement, on peut imaginer une particule qui, partant
de x, se déplace sur le graphe. Arrivée au sommet y, elle emprunte une aréte a partant de y
pour aboutir & un sommet 2 voisin de y, avec une probabilité proportionnelle au poids de 'aréte
a, et ce indépendamment de sa trajectoire antérieure. La variable aléatoire 7, représente alors
la position de la particule a I'instant n. Dans la définition de la chaine de Markov, on connait
seulement les sommets successifs choisis par la chaine, et non les arétes empruntées a chaque
pas. Cependant, on retiendra parfois les arétes empruntées par la chaine.

Définition 4 Une marche aléatoire simple est une marche aléatoire sur un graphe pondéré
dont toutes les arétes ont le méme poids. Cela correspond au cas ot la particule choisit de
facon équiprobable une des arétes issues de sa position courante.

1.2 Probléme de Dirichlet discret

Définition 5 Soit G = (S, A) un graphe, W un poids sur G, S" une partie de S et f : S — R.
On dit que [ est harmonique sur S" si pour tout sommet x dans S" on a :

f@)=> Q=) f(y).

yeSs

Définition 6 Si B est une partie de S, on définit les temps d’arrét
75 = min{n > 0|7, € B}

et
74 =min{n > 1|Z, € B}.

On appelle ces temps d’arrét des temps d’atteinte de B.

Le probléme de Dirichlet discret est le suivant. On dispose d’un graphe G = (S, A) avec S =
S| | B (les parties S” et B sont non vides et disjointes) et d’une fonction g : B — R, et on
cherche une fonction f : S — R harmonique sur S’ et coincidant avec g sur B.

On dispose des résultats suivants sur les fonctions harmoniques.

Proposition 1 (Principe du maximum) Soit G = (S, A) un graphe pondéré fini, avec S =
S"||B. Si f:S— R est harmonique sur S’, alors f atteint son mazimum sur B.

> Soit z un sommet de S ou f atteint son maximum (existe toujours car S est fini). Si x est
dans B on a terminé. Dans le cas contraire, z € S’. Comme f(z) est la moyenne des f(y)
pour y voisin de = (harmonicité sur S’), et que tous les f(y) sont plus petits que f(x) (f
maximum en x), nécessairement f atteint aussi son maximum en tous les voisins de x. Soit
z € B (B est non vide). Comme G est connexe, on peut relier x & z par un chemin dans A :
il existe n € N, (zy,--- ,x,) € S™ tels que x; = x et x,, = z. Soit 2’ le premier sommet de B
atteint par le chemin (2’ = x;, ot i = min{k € {1,--- ,n}|xy € B}). En itérant argument de
propagation du maximum énoncé ci-dessus, f atteint aussi son maximum en 2’ qui est dans B. <

Remarquons qu’en considérant — f on prouve que sous les mémes hypothéses, f atteint aussi
son minimum sur B.

Proposition 2 (Principe de superposition) Soit G = (S, A) un graphe pondéré, avec S =
S"| | B. Alors l’ensemble des fonctions de S dans R harmoniques sur S’ posséde une structure
d’espace vectoriel.



Nous pouvons maintenant énoncer :

Théoréme 1 (Existence et unicité de la solution au probléme de Dirichlet discret)
Soit G = (S, A) un graphe pondéré fini, avec S = S| | B et g une fonction de B dans R. Alors
il existe une unique fonction f : S — R harmonique sur S’ et coincidant avec g sur B.

> Unicité. Si f; et fo sont harmoniques sur S’ et coincident avec g sur B, par le principe de
superposition, h = f; — fy est harmonique sur S’, et atteint son maximum et son minimum sur
B d’aprés le principe du maximum. Or, h est nulle sur B, donc h = 0 et f; = f5, d’ott 'unicité.

Existence. On va exhiber une solution en employant des outils probabilistes. Soit = € S".
On considére (Z,)nen une marche aléatoire sur le graphe (G, W) issue de . Le temps d’arrét 7
désigne le premier instant ou Z,, atteint B. Comme G est connexe et fini, on sait que la chaine
(Zp)nen est irréductible et récurrente. Donc 75 est fini presque sirement et on peut définir une
fonction f: S — R par

flz) =K, [9(Z:,)],

ou la notation E, [X] désigne lespérance de X pour une marche aléatoire issue de x. Par
définition de 75, f(z) = g(z) pour tout = dans B. Si x € ', sous la loi P, on a 75 > 1. Alors,
en utilisant la finitude de S et la propriété de Markov faible & l'instant 1, on a

f@) = Eulg(Z:)]

Z g(ZTB)IlZlZI]

yes

= Z ]Em [Q(ng)ﬂzlzy}

yeS

= Y Ey[9(Zp)| Ea (12,

yeSs

= > fW)Q(x,y).

yeSs

- E,

Donc f est bien solution du probléme de Dirichlet. <

Le probléme de Dirichlet apparait souvent en physique, sous des versions discrétes, comme
ici, ou continues. L’unicité de la solution dans le cas des graphes finis nous permet alors d’iden-
tifier une solution trouvée par l'intuition physique avec celle de notre probléme probabiliste
initial. Plus précisément, le domaine de la physique avec lequel nous allons établir une analogie
est I’électricité.

1.3 Analogie avec les réseaux électriques

On s’intéresse a des composants électroniques de base : les résistances. Ce sont des dipoles
symétriques qui peuvent étre branchés entre eux, de fagon a former un réseau de résistances.
Nous allons modéliser ces réseaux de résistances par des graphes pondérés : les sommets sont
les noeuds du réseau, et correspondent aux poles des résistances, les arétes sont les résistances,
et le poids d’une aréte est égal a 'inverse de la valeur de la résistance (valeur qu’on appelle
la conductance). Ces réseaux de résistances sont finis en pratique, mais on s’autorisera dans la
seconde partie I’étude théorique de réseaux infinis.
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FIGURE 2 — Analogie entre réseau de résistances et graphe pondéré

Considérons un réseau fini (G, (), ou G = (5, A) et C, est la conductance de l'aréte a. La
résistance d'une aréte a est R, := Cia On peut alimenter en courant un tel réseau de résistances :
on choisit deux sommets P et N, entre lesquels on branche un générateur (pole + en P, pole
— en N). Il se crée alors des tensions aux bornes des résistances du réseau, et un courant
électrique circule a travers celles-ci. Si x et y sont deux noeuds reliés par une aréte a, on note
Uy yq la tension entre x et y aux bornes de I'aréte a et i, , le courant qui traverse la résistance
correspondant a l'aréte a de x vers y. On note enfin ip (resp. iy) le courant qui sort du réseau

de résistances par le point P (resp. N) et circule dans le fil qui relie le réseau au générateur.
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F1GURE 3 — [llustration des notations

Ces grandeurs sont reliées par trois relations, qu’on considérera dans la suite comme les

définitions de la tension et du courant :
Loi d’0Ohm : Pour toute aréte a d’extrémités x et y, on a :

ux7y7a = Razx7y7a :

Loi des noeuds de Kirchhoff : La somme des courants arrivant en un sommet donné est



nulle, donc si z est un sommet distinct de P et de N :

Y. D iyea = 0, (1)

yeS a€A(y,w)

Yo Y i = ir, (2)

y€S a€A(y,P)

YD iyna = i (3)

y€S acA(y,N)

Loi des mailles de Kirchhoff : Si l'on a un cycle dans le réseau, i.e. s’il existe xg, ..., ,
sommets tels que xg = x,, et pour tout k entre 0 et n — 1, x; et xp.1 sont reliés par une aréte
ay, alors la somme algébrique des tensions le long de ce cycle est nulle :

n—1
E :uﬂ?k»IkJrlyak =0.
k=0

Proposition 3 Il existe une fonction potentiel V. : S — R telle que pour toute aréte a €
A('ru y); Uzy,a = V(l‘) - V(y)'

> Fixons un sommet x,. Pour tout x € S, par connexité du graphe on peut trouver un chemin
entre xg et x, i.e. une suite d’arétes ay, . .., a,_1 avec ay € A (xy, r51) et x, = z. On pose alors

n—1
= : :uxkyxk+l7ak'
k=0

D’aprés la loi des mailles de Kirchhoff, la définition de V' (z) ne dépend pas du chemin choisi
entre xo et x, et la fonction V vérifie bien la propriété voulue. <

Etant donné un réseau de résistances, la connaissance des potentiels détermine celle des
courants, et réciproquement. Si x et y sont voisins, la tension est la méme aux bornes de toutes
les résistances branchées entre x et y. On peut donc alléger les notations et écrire u,, au lieu
de uy, .. La fonction V est définie & une constante prés, donc on peut imposer V(N) = 0, ce
qui sera le cas dans la suite sauf mention explicite du contraire. On a alors V(P) = U, ou U est
la tension imposée aux bornes du générateur. On pose également C, = ZaeA(I) C, pour tout x

dans S. A I’aide du probléme de Dirichlet, on peut donner une interprétation probabiliste du
potentiel :

Théoréme 2 (Premiére interprétation probabiliste du potentiel) Lorsque la tension auz
bornes du générateur vaut 1, le potentiel en chaque sommet x est égal a la probabilité qu’une
marche aléatoire sur (G, C) issue de x atteigne P avant N. Dans le cas général, le potentiel est
proportionnel a cette probabilité d’atteinte.

> Supposons d’abord que U = 1. En combinant la loi d’Ohm et I’équation (1) de la loi des
nceuds on obtient pour un sommet x distinct de P et de NN :

>y
y€S acA(y,x)
On en déduit pour ce sommet x :

- Y g

y€S a€A(z,y) ac
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Le potentiel est donc harmonique sur S\ {P, N}. Soit g la fonction définie sur {P, N} par
g(P) =1et g(N) = 0. Le potentiel V est alors solution du probléme de Dirichlet associé a g.

D’autre part, d’aprés la preuve de l'existence dans le probléme de Dirichlet, en notant
B = {P, N}, la fonction p(z) = E, [¢g(Z,,)] est solution du méme probléme de Dirichlet, donc
par unicité de la solution, pour tout sommet x :

V(z) =P, (1py < 7y) -

Dans le cas général, d’apreés le principe de superposition, V/U est harmonique et vaut 1 en
P et 0 en N, donc V est proportionnel a la probabilité d’atteinte, de constante de proportion-
nalité U. <

Comme les tensions sont des différences de potentiels, on a u,, = —u,,, et donc par la loi
d’Ohm, 4444 = —iy2.e- En sommant toutes les équations de la loi des nceuds, on obtient donc

tp+in = Z Z iy,a:,a =0

(x,y)€52 acA(z,y)

car chaque aréte intervient exactement deux fois, et dans des sens opposés. Donc iy = —ip,
ce qui traduit le fait physique qu’il n’y a pas d’accumulation de charges dans le réseau de
résistances.

On peut interpréter la notion de courant traversant une aréte a € A(x,y) al’aide de marches
aléatoires entre P et V.

On définit deux quantités supplémentaires :

Définition 7 Pour tout sommet x, le nombre moyen de visites en x avant d’atteindre N d’une
marche aléatoire issue de P est :

n(z) =Ep [# {k < 1z} Zs = 2}] .

Définition 8 Soit (Z,)nen une marche aléatoire sur le graphe pondéré (G,C), T un temps
d’arrét par rapport a la filtration canonique de (Z,)nen qui est fini presque strement, et a €
A(z,y) une aréte de G. On note A, , le nombre de traversées de a de x vers y. On appelle
nombre net de traversées de a de x vers y la quantité ng, o, = Npya — Dyza-

Proposition 4 (Interprétation probabiliste du courant) Dans le cas ot iy = 1, le cou-
rant iz,.q €st égal a 'espérance du nombre net de traversées de a de x vers y effectuées par une
marche aléatoire partant de P et arrétée des qu’elle atteint N. Dans le cas général, on a :

Z-:Jﬁ,y,(z = Z-NIE:P [nx,y,a] :

> Dans un premier temps, on ne considére que des graphes simples, i.e. on interdit & une
méme aréte de figurer plusieurs fois dans A, ce qui permet d’identifier les arétes a des paires
{z,y}, et on suppose iy = 1.

On introduit (Z,)ney la chaine de Markov absorbée par N (i.e. Z, = nareyy ). Alors, si z



est différent de P et de IV,
n(z) = Ep[#{k<1n|Zs =2}]

= Ep Z 1; _, Z likx] car Zy # x
| keN k>1

= Er D | 2 Tan|la

| k21 \yes\(N)

—Ep

= Z Z]Ep HZk—lzy]lgk:$:| par Fubini et convergence monotone
yeS\{N} k=1 )

= Z Z]Ep _ﬂzk_lzy] Q(y,x) par Markov faible
veS\{N} k1

i C, -
= Z Z]Ep HZk:y] Q(z, y)? par réversibilité
- y

yeS\{N} keN

- ) n(y)Q(fL‘,y)%

yeS\{N} y
Cy
= > _nWQ(w,y) 5" car n(N) =0.
)
yeSs
Donc %i) est harmonique sur S\ {N, P} et vaut %1;) en P et 0 en N. Par superposition et
unicité de la solution au probléme de Dirichlet, pour tout x dans S, %:) = V(z), ou V(x) est
le potentiel en x lorsqu’on impose une tension %1;) entre N et P. Alors, d’aprés la loi d’Ohm,
n(z) n(y)

iy geyy = V(@) = V(Y)Cloyy = ( . Ty> Clayy = n(2)Q(x,y) — n(y)Q(y, x).

Or, en appliquant la propriété de Markov forte aux temps de retours successifs en x et v,

TL(ZL‘)Q(ZE, y) = A:my,{ac,y} et n(y)Q<y7 ‘,'C) = Ay,a;{x,y}a
d’otu le résultat quand on impose une tension 2P) aux bornes. Dans ce cas, iy = Zyes lyN = 1,

Cp
. . . P
car on ne vient qu’une seule fois en N, avant d’y rester. Imposer une tension % aux bornes

revient a imposer iy = 1 : on a obtenu ce qu’on voulait prouver. Le cas iy # 1 se déduit en
multipliant tous les potentiels et tous les courants par iy : ils sont encore solutions de la loi
d’Ohm et des lois de Kirchhoff.

Dans le cas général, G est un multigraphe. Pour deux sommets x et y donnés, le courant
total circulant de x vers y vérifie la relation ci-dessus :

§ loya = IN E Ep [M2,y,a)-
aeA(Ivy) aeA(w7y)

Or, en moyenne, les traversées de x vers y se répartissent entre les arétes de A(x,y) pro-
portionnellement au poids de celles-ci. Comme le courant se répartit aussi entre les arétes
proportionnellement & leur conductance, on en déduit que

iz,y,a = Z‘NIEP [nx,y,a] )

ce qui acheve la preuve. <

Au cours de la preuve, on a vu une seconde interprétation probabiliste du potentiel :



Corollaire 1 (Deuxiéme interprétation probabiliste du potentiel) Siiy = 1, alors pour
tout sommelt x,

1.4 Notion de résistance équivalente

D’apres la résolution du probléme de Dirichlet, %5) est une constante caractéristique du

réseau, indépendante du générateur qu’on branche entre P et N. On appelle cette constante
la résistance équivalente entre P et N, et on la note R;‘fN. Cette dénomination est justifiée
car, pour le reste du circuit, une résistance de valeur RY, se comporte d’aprés la loi d’Ohm
exactement comme le réseau pris entre les bornes P et N : quand on lui impose une tension U
aux bornes, le courant qui en sort est iy = RL,
P,N
On définit également la conductance équivalente entre P et N :
€q _ 1
PN = Teq
Ryly
Remarquons que, avec la convention V(N) = 0, dés qu’on fixe V(P), les potentiels et les
courants sont déterminés partout de maniére unique (cela découle de I'unicité de la solution au
probléme de Dirichlet et de la loi d’Ohm). De méme, grace a la formule V(P) = Ry iy, fixer
iy revient a fixer V(P), et cela détermine les potentiels et les courants partout dans le circuit.
On peut a présent trouver une interprétation probabiliste de la résistance équivalente.

Définition 9 Soit (Z,), oy une marche aléatoire sur le graphe (G,C) et v et y deuz sommets.
On pose

Apy =By [T] -

Agy est le nombre moyen d’étapes employées par (Zy), oy pour aller de x a y. On définit
également la durée moyenne d’un aller-retour entre x et y

Ty =Azy+ Ay

Proposition 5 (Premiére interprétation probabiliste de la résistance équivalente, [Ch96])

Ona:
Tpn = (Z Cx> Ry

€S

Dans le cas ot toutes les résistances sont égales a 1, st m est le nombre d’arétes du graphe :
_ eq
1}3N»—»27an2N.

> Considérons sans perte de généralité le courant unitaire entre P et N et les potentiels associés.
Avec les notations utilisées dans la preuve de l'interprétation probabiliste du courant,

Apn = Zn(x) = ZCxV(x).
zeS z€S

Pour calculer Ay p, il suffit de voir que cela revient a changer par rapport au circuit initial
les courants en leurs opposés et les potentiels V(z) en V'(z) = V(P) — V(x). Les nouveaux
courants et potentiels sont en effet bien solutions de la loi d’Ohm et des lois de Kirchhoff. Alors,

Anp =) CV'(x) =) Cu(V(P) = V(z)),

€S €S

9



donc
Tpn = Apn + Anp =V(P) ) Ci.

z€S

Comme iy =1, V(P) = Ry, on a donc Tpy = (Z Cx) Ry
€S
Pour la derniére formule, il suffit de remarquer que si toutes les arétes sont de poids 1

Se-Y Y a-y Y

zeS z€S acA(x) z€S acA(z)

et que chaque aréte est comptée exactement deux fois (une fois pour chaque extrémité). <

On en déduit un corollaire dit & Matthews en 1988 [Ly10|, sur une estimation du temps de
recouvrement d’un graphe.

Définition 10 Soit (G,C) un graphe pondéré avec n sommets et m arétes, dont toutes les
arétes sont de poids 1. Le temps de recouvrement & partir de x noté Rec(x) est l'espérance du
premier instant ou une marche aléatoire issue de x a visité tous les sommets de G :

Rec(z) =E,[min{n € N|Vy € S,3j < n tel que Z; = y}|.
On définit le temps de recouvrement du graphe pondéré (G,C) :
Rec(G) = max Rec(z).

z€eS

Corollaire 2 (Matthews) Soit

R= max R}.
(zy)es? 7

Alors on a Uencadrement suivant pour le temps de recouvrement de G :

1 1
mRéRec(G)éQmR<1+——l—~--+ )
2 n—1

> Minoration : il existe des sommets x et y tels que R = R? . Alors :

Rec(G) = max Rec(z)

z€eS

max (Rec(x), Rec(y))
max (Agy, Ay o)
T.

x?y
2

mR;?, d’aprés la proposition 5

mAR par choix de z et de y.

VWV

WV

Majoration : fixons un point de départ x. Considérons une permutation (Yi,...,Y, 1) des
n — 1 éléments de S\ {x}, aléatoire et indépendante de la chaine de Markov. Pour k entre 1 et
n — 1, on introduit les temps d’arréts t; : ¢y est le premier instant ou les sommets Y7,...,Y},
ont tous été visités. On pose Ly = Z;, : Ly est I’état de la marche & 'instant ;. Alors Ly est
le dernier sommet visité par la chaine parmi {Y7,...,Y;}. On note I/P; la mesure produit de la
loi de la chaine issue de z par la loi uniforme de la permutation. Comme la permutation est
indépendante de 7 :

1
P, (Ly=Yi) = ;.

10



En appliquant la propriété de Markov forte en t;_, on a :

E. [te — tis|Zo,- .. Zoy Viooo i) = Ep [y Ve Y] 1,

Or, comme la permutation est indépendante de la marche aléatoire,

IE;: [T{Yk,}n/h B 7Y}€} = Z Z]E; [T{y}|Yi7 B a}/k} :H-Lk_lzzl]-Yk:y

zeS yes

= D> E ] L i=elvisy

z€S yeSs

< e B, [ry).

Donc

Ex [tk - tk_1|Z0, ceey Ztk_l,Yl, ce ,Yk} g ( max Ez [T{y}]) ﬂLk:Yk'
(2,y)€52

En prenant ’espérance dans la relation précédente :

Ew [tk — tk—l] < (( max Ez [T{y}]) E)Z(Lk = Yk)

2,y)€S?

1

- A )=
(J,Bf?éz 4,) 2

1

< <<3Jf?§2 T) k

1
= 2m (( m)a>§2 RZ‘]Z) z par la proposition 5
2,y)E ’

2mR
-

En faisant la somme sur k, on a donc :

1 1
R <2mR 14 - +--- .
ec(z) < 2m ( tot +n—1)

C’est, vrai pour tout sommet z, on en déduit donc la majoration recherchée. <

1.5 Flux et puissance

Voyons maintenant comment varie la résistance équivalente lorsqu’on modifie les valeurs
des résistances du réseau. On introduit a cet effet le concept de flux, plus général que celui de
courant.

Définition 11 On dit que (jz,y.0)(zy)cs2,0cA(,y) €5t un fluz entre P et N si :

Y(x,y) € S% Va € A(x,y), Jewa = —Jymzas (4)

VJZ'GS\{P,N}, Z Z jy,x,a:O' (5)

y€S acA(y,x)
On pose

jN:Z Z Jy,N,a

yeS acA(y,N)

11



et

jP:Z Z jy,P,a~

yeS a€A(y,P)

On pourrait se représenter ceci comme un flux de particules traversant le graphe. La condi-
tion (5) est une condition de conservation : toutes les particules qui arrivent & un sommet par
une aréte le quittent par une autre aréte, il n’y a pas d’accumulation de particules aux sommets
du graphe. Bien entendu, le courant est un cas particulier de flux. L’intérét de la notion de
flux est qu’elle permet de travailler avec des résistances modifiées : si on considére les courants
izy.a SUr un graphe pondéré (G,C), et qu'on considére C’ une autre pondération de G, iy, .,
est toujours un flux sur le graphe pondéré (G, C").

On dit qu'un flux j est unitaire si jy = 1; comme pour le courant, on a alors jp = —1.
Quitte a diviser tous les j,, ., par jy, on peut se limiter a la considération de flux unitaires.
On aimerait a présent caractériser le courant unitaire parmi tous les flux unitaires possibles sur
G. On a déja vu que le courant unitaire est 'unique flux unitaire vérifiant les lois d’Ohm et de
Kirchhoff. On va en donner une autre caractérisation, fondée sur la notion de puissance d’un
flux.

Définition 12 La puissance d’un flux j est

Y. D Ralye

(z,y)€52 a€A(z,y)
(Le facteur % est la simplement pour que chaque aréte soit comptée une fois.)

Lemme 1 (Conservation de I’énergie) Soit j un flur entre P et N et W : S — R. Alors :

(W(P) = W(N JN— ooy w W(y)) Jzy.a

(x,y)652 acA(z,y)

> Par définition du flux,

> > W<I>jm,y,a = > W(x) (Z > jz,y,a>

(z,y)€S52 acA(z,y) zes yeS acA(z,y)
= W(P) (Z > J'Ry,a) + W(N) <Z > J'N,y,a> :
y€S acA(Pyy) y€S acA(N,y)
Donc
Y W(@)aya = (W(P) = W(N)) jx-.
(z,y)€5? a€A(z,y)
De plus,
Z Z W(y)jac,y,a = Z Z W(y) (_jy,z,a) == (W(P> - W(N))]N
(z,y)€S? a€A(z,y) (z,y)€S? a€A(z,y)

Donc

(W(P) —W(N) JN— oD w W(y)) Jay,a-<

( JY)ES? a€A(z,y)

12



En prenant W =V et j =1,
Pi) =

DL 2. Rty

1
2

(z,y)€S? a€A(z,y)
1 .
5 2 > V@) = V) isga

(z,y)€S? a€A(z,y)

= (V(P)=V(N))in

Cette derniére expression représente physiquement la puissance fournie par le générateur au
réseau de résistance, donc la puissance dissipée par effet Joule est exactement la puissance

recue par le reséau. On utilise le lemme pour prouver le résultat suivant, qui caractérise le
courant unitaire :

Théoréme 3 (Principe de Thomson) De tous les flux unitaires j sur (G,C), le courant
unitaire 1 est le seul qui minimise P(j).

> Soit j un flux unitaire sur (G, C), on pose k = j —i. La famille k est aussi un flux sur (G, C),

et
Plj) = % Z > Fuilya
a€A(z,y)
_ % Z Ra(km,y,ﬁix,y,af

Z kaﬂya—i_ Z Z Rlxya+2 Z Z Rzz,ya z,Y,a

z,y) 632 a€A(z,y) (z,y)€5? acA(z,y) (z,y)€5? acA(x,y)
P)+ > Y Riisyckaya
(z,y)€5? a€A(z,y)
Par la loi d’Ohm et le lemme,
> Y. Ribeyakeya= Y. >, (V@) = V@)kaya=2V(P) = V(N)) ky.
(z,y)€S2 a€A(z,y) (z,y)€S2 a€A(z,y)

Or, ky =Jn —iny =1 —1=0. Donc le terme croisé est nul, et

P(j) =P(i)+ P —1i) = P(i),

avec égalité si et seulement si P(j — 1) =0, i.e. j = i.<

On en déduit :

Théoréme 4 (Loi de Rayleigh) La résistance équivalente R?N est une fonction croissante
de chaque résistance du réseau.
> Soit C' une autre pondération de G vérifiant pour toute aréte a, R, = % > R,. On note

R IeﬁfN la résistance équivalente correspondante. On note également P’(j) la puissance d’un flux
j parcourant (G, C") et ' le courant unitaire entre P et N parcourant (G,C"). Alors

. 1 2 2 .
R/PN - R/PN N — /(2/) = 5 Z Z R,a ,:p,y,a PN Z Z R Z/ z,y,a ( /)'
(z,y)€S2 acA(z,y) (z y)ES? acA(z,y)

D’apreés le principe de Thomson, comme ¢’ est aussi un flux unitaire sur (G, C), P(i') = P(i),
ot 7 est le courant unitaire entre P et N sur (G,C). Donc R'Yy > P(i) = Ry i = Ry <
A Taide de cette loi, nous allons pouvoir démontrer des résultats sur les marches aléatoires.

13



2 Applications : preuves élémentaires de résultats proba-
bilistes

2.1 Reécurrence, transience et résistance équivalente

On va donner un analogue électrique de certaines propriétés des marches aléatoires. Pour
cela, les notions de résistance et de conductance équivalentes sont cruciales, nous allons donc
essayer d’en donner a nouveau une interprétation probabiliste.

Définition 13 Soit (G, C) un graphe pondéré, (Z,), .y une marche aléatoire sur G et (x,y) un
couple de sommets de G. La probabilité d’échappement de x vers y est la probabilité P (x — y)
qu’une marche aléatoire partant de x atteigne y avant de repasser par x :

Pz —y) =P, (T{y} < 7'{—;}) .
On peut interpréter la conductance équivalente en termes de probabilité d’échappement :

Proposition 6 (Interprétation probabiliste de la conductance équivalente) Si x et y
sont deuz sommets du graphe pondéré (G,C),

C =CP(xr —y).

> On note P = x et N =y, et on suppose qu’on a branché un générateur entre P (pole +)
et N (pole —). D’aprés la propriété de Markov faible appliquée a l'instant 1 :

P(z —-y) = P(P—N)
= QPP (1) < 7(p})

z€S
1
= D5 D CP(rw <miry)
= Cr a€A(P,2)
= Z Y. Ca(1=P.(rpy < 7iwy))-
zES aeA(Pz)

D’aprés la premiére interprétation probabiliste du potentiel, on a :

Pan) = Yo 3 afi ég)

zES aEA(Pz)

=CPV DI IRAUGRIC)

zES a€A(P,z)

= CPV Z Z ZPza

ZES a€A(P,z)

1
= CQ:T(P)ZN par la loi des nceuds .
Donc : .
sy = N — CpP (P — N)
PN V(P) ’

ce qui achéve la preuve. <
On en déduit une seconde interprétation probabiliste de la résistance équivalente :

14



Corollaire 3 (Deuxiéme interprétation probabiliste de la résistance équivalente) On
définit N(x — y) le nombre de visites en x avant d’atteindre y. Alors

1

R = —
x?y Cx

E, [N(x — y)].

> Par la propriété de Markov forte, N(z — y) suit une loi géométrique de paramétre
p =P (x — y). Donc le nombre moyen de retours en x est

1 Cy

Ex[N(x%y)]:P(x%y) = C;qy

=C,RY,. <

En pratique, on a trois moyens simples de réduire un réseau de résistances pour calculer sa
résistance équivalente :

1. Association en série : deux résistances R et R’ en série sont équivalentes & une seule
résistance de valeur R + R'.

Série
—eo R R e <— — 1 R+R
x Yy
FIGURE 4 — Association en série
> Sous la loi P, on sait que N(x — y) suit une loi géométrique de paramétre p = %IC,,O[\I

_ 1 1
C =5 et ("= 4. Alors,

1 C+C
E,. [N =—= :
N =)= ==
Donc d’aprés le corollaire 3,
. 1 c+c
Rx?y = EECE [N($ — y)] = CCr =R+ R«

2. Association en paralléle : deux résistances R et R’ sont équivalentes a une seule résis-

/ . , .
RE_ j.e. la conductance équivalente est la somme des conductances.

tance de valeur 7,

Parallele

xr Yy RR'
? ¢ — R+R

R/

FIGURE 5 — Association en paralléle

> Sous la loi P, N(x — y) = 1. Donc, d’aprés le corollaire 3,

1 1 RR
BNyl =cre ~rem

eq

WO+
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3. Transformation étoile-triangle : trois résistances R, Rs, R3 disposées en étoile sont
équivalentes a trois résistances R,, Ry, R. disposées en triangle (voir figure 6).

Etoile—

z, Y
Triangle % @ x\v y
@ \

z
z
R.R, _ RiRy+RyR3+R3Ry
B = gk im Ro = R,
La b Le
_ RyR. R = Ry Ro+RoR3+ Ry Iy
R2 o Ra,+Rb+Rc b R3
Ro—  Bultc R — RifotRplytRoy
3= Ru,+Rh+Rc ¢ Rl

FIGURE 6 — Transformation étoile-triangle

> Par associations en série et en paralléle et par symétrie, il suffit de vérifier que

1 1 !
RI+R3:(§+m> !

ce qui est évident. <

Ces trois transformations permettent de réduire n’importe quel graphe planaire (voir [Tr89|
pour une preuve) :

Théoréme 5 (Epifanov) Soit (G,C) un réseau de résistances, ot G est un graphe planaire,
1.e. un graphe dont les sommets sont des points du plan et dont les arétes ne se coupent pas
en-dehors de leurs extrémités. Alors on peut réduire ce réseau uniquement a l'aide des trans-
formations série, paralléle et étoile-triangle.

La deuxiéme interprétation probabiliste de la résistance équivalente montre que celle-ci est
intimement liée au fait qu’une marche aléatoire revienne & son point de départ.

Définition 14 Une marche aléatoire sur un graphe (G,C) est dite récurrente si elle revient
presque strement a son point de départ et transiente si elle a une probabilité strictement positive
de ne pas y revenir.

Soit (G, C') un graphe pondéré connexe d’ensemble de sommets S dénombrable et localement
fini. On considére une marche aléatoire (Z,), .y sur G. Notre but est d’é¢tablir une condition
sur le réseau de résistances (G, C') qui soit équivalente & la récurrence de (Z,,),,cy- On distingue
un sommet xo qu’on choisit comme point de départ de la marche aléatoire. On introduit une
distance d sur S, usuelle en théorie des graphes : si x et y sont deux sommets, d(z,y) est la
longueur du plus court chemin entre x et y. Soit

A, = {z € S|d(zg,z) < n},

dont la frontiére est
8An = An\An—l = {ZE S S|d(l‘0,$) = TL} .

Comme G est localement fini, A,, et JA,, sont finis. Soit G,, le sous-graphe de G' d’ensemble de
sommets égal & A,, et d’arétes toutes les arétes de GG dont les deux extrémités sont dans A,,.
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Soit G, le réseau de résistances obtenu & partir de G,, en court-circuitant tous les sommets de
OA,, (on les met au méme potentiel en les reliant par des résistances nulles). On note RS la
résistance équivalente du réseau G, entre zy et A, (on peut prendre un ensemble de points
comme borne, car on les a identifiés en les mettant au méme potentiel). Comme le réseau de
résistances G,, s’obtient a partir de G,;;1 en ajoutant des court-circuits entre les sommets de
OAn 41 et ceux de OA,,, d’aprés la loi de Rayleigh, la suite (R57), . est croissante, donc admet
une limite R* dans [0, +00].
On a le lien suivant entre la résistance équivalente et la probabilité de retour a l'origine :

Proposition 7 Pour une marche aléatoire (Z,), . sur le graphe (G, C), la probabilité de retour
a l'origine est donnée par

1
Co Rt

Py, (In>1,2, =x0) =1—

> Pour tout x dans A,,, soit
gn(z) = P, (Z atteint OA,, avant xy) .

La fonction g, est une probabilité d’atteinte donc d’apres la premiére interprétation du poten-
tiel, g, =V, ou V est le potentiel quand on branche un générateur de tension unité entre z, et
OA,,. D’aprés la proposition 6, on a :

1

P,,(Z retourne en xy avant d’atteindre OA,) = 1 — —z7=—.
RC,,

Comme
{In>1,7Z, =20} = U {Z atteint o avant A, },

n=1

qui est une union croissante, on obtient

lim P,, (Z retourne en xy avant d’atteindre 0A,) =P, (In > 1, Z,, = xy) .

n—-+00

Dongc, on en déduit que

1 1
B> 120 =) = lim (1 o) =1~
To-tn X0

ce qui achéve la preuve. <
Le caractére récurrent ou transient peut aussi s’interpréter en termes de flux.

Définition 15 Une famille (jy y.q) ) est un To-fluz si :

(z,y)€S52,a€A(z,y
V(z,y) € S Va € A(2,Y),  Joya = —Jywa (6)

Vo e S\{zo}, Y. Y Jyaa=0. (7)

yeS a€A(y,z)

On a alors les deux caractérisations suivantes de la récurrence et de la transience :

Théoréme 6 (Critére de Rayleigh) On a les équivalences suivantes :

1. La marche aléatoire Z est récurrente si et seulement si R = +00.

17



2. La marche aléatoire Z est transiente st et seulement s’il existe un xo-flux j non identi-
quement nul dont la puissance est finie :

Z Z ]a:,y a

(x y)€S? acA(z,y)

> Le premier point est une conséquence directe de la proposition 7. Il suffit de prouver le
deuxiéme point. Remarquons pour commencer qu’il existe un flux unitaire i(n) sur G, entre
et OA,, dont la puissance P (i(n)) est égale a RS (c’est le courant unitaire).

Supposons qu’il existe un zy-flux j non identiquement nul dont la puissance

DIPIR

(x y)ES? acA(z,y)

Quitte a diviser par le flux entrant en xg, on peut supposer le flux unitaire. La restriction de j
a I’ensemble A, des arétes de GG,, est un flux unitaire sur (,,. D’aprés le principe de Thomson,

Pi)<y > % ‘7“” DYDY ‘7“” = P(j).

( W)EAZ a€A(z,y) (w y)€S? acA(x,y)

d’ou
R = lim Ry = lim P(i(n)) < P(j) < +oc.

n—-+o0o n—-+00
Donc d’aprés le premier point, Z est transiente.
Réciproquement, supposons que Z est transiente. Pour toute aréte a € A(z,y) de A, la suite
(iz,a(n)),cy €St bornée car pour tout n > 0 :
, 2
M gRZq < R < +00.
Ca
La suite (izy,a(n)),cy Posséde donc une sous-suite convergente. Comme A est dénombrable,
par extraction diagonale, il existe une suite (ny),.y telle que pour toute aréte a € A(z,y),

(ig,a(k)) ey CONVerge vers un certain j,, .. Comme chaque i(ny) est un flux unitaire, il est
aisé de voir que j est un zo-flux unitaire. De plus, pour tout m > 1,

Pl = 2y Y Ul

( Y)ES? acA(z,y)

]. Z Z Z:B,y a TLk

(x,y)EA a€A(z,y)

Comme A,, est fini, en passant & la limite quand k£ — 400, on a

m Pl > g 3 Y e

( 7y)€A77L aeA(I y)
— P(j) pour m — +o0.

Alors,
P(j) < lim P (i) = lim R} = R < 400

k—+o00 k—+o0
d’aprés le premier point. Donc, j est bien un xg-flux non identiquement nul de puissance totale
finie. <
On va utiliser le critére de Rayleigh pour établir des méthodes pratiques de détermination
de la récurrence ou de la transience d’un graphe.
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2.2 Critére de Nash-Williams et méthode de Rayleigh

Une premiére méthode pratique est le critére de Nash-Williams.

Définition 16 Soit G un graphe et xo un sommet de G. Un ensemble de coupure I1 du graphe
G associé a xy est un ensemble d’arétes qui sépare xo de linfini, i.e. tout chemin entre xy et
l'infini contient une aréte dans II.

Théoréme 7 (Critére de Nash-Williams) Soit xo un sommet de G. Si (I1,,), oy est une
famille d’ensembles de coupures finis disjoints associés a xq, alors

sy (Z 0)

neN \a€ll,

En particulier, st le terme de droite est infini, alors la marche aléatoire sur G est récurrente.

> R est la puissance du courant unitaire, donc d’apreés le principe de Thomson, il suffit
de prouver la puissance de tout zy-flux unitaire j sur G est supérieure au membre de droite
de I'inégalité. Soit K, I'’ensemble des sommets qui ne sont pas séparés de xy par II,. Soit F,
I’ensemble des arétes dont I'une des extrémités est dans K, et autre ne 'est pas. Exception-
nellement, on considérera que les arétes de F}, sont orientées et pointent vers 'extérieur de K,.
Clairement F,, C II,,.

S - | —» F,
4 -t Hn\Fn
Lo o K

F1GURE 7 — Ilustration des notations

En considérant la propriété correspondant a la loi des nceuds pour un flux, on a

2.2 D Jupe=1

TE€EKn YES acA(x,y)

car xo € K,. D’autre part, par simplification sur les arétes dont les deux extrémités sont dans

K, :
S0 Y dewa= 2 da< D il <Y il

€K yES a€A(z,y) a€Fy, a€F, a€lly,

2 9
1<<Z|ja|> <<an>< é—)
a€ll, a€cll, a€ll, a
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par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. En sommant sur n, on en déduit que

-1
2
Z(an> <D <P
n=0 \a€ll, n>0 a€ll,, ¢
En particulier, si le premier membre de I'inégalité ci-dessus est infini, R°? est infini, donc d’aprés
le critére de Rayleigh, la marche aléatoire sur le graphe G est récurrente. <

Une seconde méthode pratique est celle de Rayleigh.

Lemme 2 (Méthode de Rayleigh) On dispose des deuz méthodes suivantes pour simplifier
un réseau et savoir si la résistance équivalente est finie ou non.

1. Court-circuit : ajouter des courts-circuits dans le réseau ne peut que diminuer la ré-
sistance équivalente. Si aprés court-circuit, la nouvelle résistance équivalente est infinie,
alors le graphe initial était récurrent.

2. Coupure : enlever des résistances dans le réseau ne peut qu’augmenter la résistance
équivalente. St apreés coupure, la nouvelle résistance équivalente est finie, alors le graphe
wnitial était transient.

> C’est une conséquence immédiate de la loi de Rayleigh, car un court-circuit correspond & une
résistance nulle et enlever une résistance revient a la remplacer par une résistance infinie. <

L’avantage des preuves basées sur la méthode de Rayleigh par rapport aux preuves classiques
est qu’elles sont bien adaptées a I'utilisation de sous-graphes. Si un graphe G est récurrent, tout
sous-graphe de G est récurrent d’aprés la méthode des coupures. Si un sous-graphe du graphe
G est transient, alors G est transient par la méthode des court-circuits. Une belle application
de ces techniques est le théoréme de Polya.

2.3 Théoréme de Poélya

On s’intéresse aux marches aléatoires simples sur le graphe Z¢. Pour x,y € Z4, si la distance
euclidienne entre z et y vaut 1, on ajoute une aréte entre eux. On peut supposer que toutes les
arétes de Z? sont de résistance 1. Par souci de simplicité, on suppose que la marche aléatoire
part de 0. Considérons d’abord les cas d = 2 et d = 3.

Proposition 8 (Théoréme de P6lya en dimension 2) Le graphe de Z? est récurrent.

> Pour n > 1, on note S, I'intersection avec Z? de la sphére de centre 0 et rayon n pour la
norme infinie sur R?, et II, '’ensemble des arétes qui ont une extrémité dans S, et autre dans
Sna1-

FIGURE 8 — Les ensembles de coupure de Z? associés a 0
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Alors par construction, les II,, sont des ensembles de coupure associés a 0. Or, II,, est de
cardinal 8n + 4, donc par divergence de la série harmonique, Z? est récurrent d’aprés le critére
de Nash-Williams. <

Proposition 9 (Théoréme de P6lya en dimension 3) Z3 est transient.

FIGURE 9 — Le sous-graphe B de Z3

> D’aprés la méthode de Rayleigh, il suffit de trouver un sous-graphe B de Z3 dont la
résistance équivalente est finie. On va choisir pour B une structure d’arbre, dont la résistance
équivalente est simple a calculer. Pour construire B, on part de l'origine, et on démarre trois
branches, 'une vers est, ’autre vers le sud et la derniére vers le haut. A chaque fois qu’une
branche intersecte un plan
r+y+z2=2"-1

pour un certain n > 1, elle se divise en trois branches, vers l'est, le sud et le haut. On dénote
par nceud de I'arbre un sommet ot une branche se divise en trois.
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« noeud [
. sommet ]

A

A

N A

A

A

A

A

A

|

0 1 2

FI1GURE 10 — Une structure d’arbre pour B

Il peut arriver au cours de notre construction que deux branches se croisent en un sommet
dans Z3, retirant & B son caractére d’arbre, mais cela n’a pas d’importance, car nous sommes
alors pour les deux sommets dans les deux branches a la méme distance de la racine de 'arbre,
donc par symétrie au méme potentiel, ce quui permet d’identifier les deux sommets dans ’arbre.
Par le méme argument, on peut court-circuiter tous les noeuds qui sont a la méme profondeur
(en rouge sur la figure 10), en convenant que l'origine est a la profondeur 0.

3 résistances 32 résistances 33 résistances 37+ résistances

de 1 ohm de 2 ohms de 2% ohms de 2" ohms

FI1GURE 11 - La réduction de B

A la profondeur n de 'arbre, il y a 3" nceuds. Donc entre les profondeurs n et n + 1 de
I'arbre, il y a 3! branches de 'arbre reliant ces deux profondeurs. Chacune de ces branches a
une longueur 27, car elle se trouve entre les plans x +y +2=2" —let o +y + 2z = 2" — 1.
Par associations série et paralléle, on se raméne pour calculer la résistance équivalente de B a
une série de résistances de valeur 2" /3", Comme

2?’1,

Zﬁ<+00,

neN

la résistance équivalente de B est finie. <
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On peut proposer une seconde preuve du cas d = 3 :

> D’aprés le deuxiéme point du critére de Rayleigh, il suffit de construire un O-flux j non
identiquement nul sur Z? dont la puissance P(j) est finie. Notons S la sphére unité de R?® pour
la norme euclidienne. Soit z € Z3*\{0}. On note C, le cube dans R? de coté 1, de centre
et d’arétes de mémes directions que les axes. Pour chaque voisin y de x, 'aréte orientée [z, y)
intersecte une unique face du cube C,. On la note F,,. De plus, on définit II(z) = S N[0, z]
comme le point d’intersection du segment [0, z] avec S, i.e. Il(z) = 7.

Pour z,y € Z*, x ~ y, on définit j,, de la maniére suivante :

— |jzy| est égal & laire de II(F,,) par rapport & la mesure superficielle sur la sphére S';

~ Juy est positif si et seulement si le produit scalaire (3(z +y),y — z) = 0, i.e. |[z|| < ||y]|
pour la norme euclidienne.

A Fay

FIGURE 12 — Le flux sur Z3

On va montrer que j est un O-flux non identiquement nul sur Z3 :
La premiére propriété du flux est vérifiée par construction, donc il suffit de montrer la
deuxiéme. Pour z # 0, la surface du cube C, a une projection II(C,) sur S. La somme

Jx = ij,y

y~x

est égale a lintégrale sur o € I1(C,) du nombre de voisins y de = pour lesquels ¥ € TI(F,,),
compté avec un signe + si ||z|| < ||y|| et un signe — si ||z|| > ||y|| (notons qu’on n’a jamais
l|z|]| = ||y|| si © ~ y). En-dehors d’un ensemble de mesure nulle, chaque v € II(C,) est compté
deux fois, une fois positivement et une fois négativement. Donc J, = 0 pour = # 0. De plus,
il est facile a voir que Jy est égal a l'aire de S, c¢’est-a-dire 4m. Donc j est bien un 0-flux non
identiquement nul.

On note qu’il existe deux constantes réelles positives C et C5 telles que :

— dayl < ‘g—‘g pour z # 0, ot |z| = d(0,z) est comprise au sens de la théorie des graphes;

— #{x € Z%||x] = n} < Cyn?.
Alors, en remarquant que le cube a six faces, on a

00 2
C
. ZZ .9 2 : 2 1
P(]) < j:p,y < 602” (F) < 00,
x#0 y~x n=1
ce qui achéve la preuve. <
Traitons a présent le cas général.
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Théoréme 8 (Théoréme de Poélya) Une marche aléatoire simple sur Z est récurrente si
d < 2 el transiente si d > 3.

> Cest immédiat grace a la remarque suivant la méthode de Rayleigh. Si d < 2, Z¢ est un
sous-graphe du graphe récurrent Z2, donc récurrent. Si d > 3, Z? contient Z3, sous-graphe
transient, donc est transient. <

Voyons a présent une autre intervention des réseaux de résistances dans la preuve de résultats
mathématiques.

3 Dissections de rectangles en carrés et réseaux de résis-
tances

Nous allons a présent aborder le probléme de découpage d’un rectangle en carrés. Consi-
dérons un rectangle de cotés « et 5. On dit qu’il est découpable en carrés si I'on peut le
matérialiser comme la réunion d’un nombre fini de carrés (pas nécessairement tous de méme
taille) d’intérieurs deux a deux disjoints. On fait ici ’amalgame entre un carré (resp. rectangle)
et son enveloppe convexe, c¢’est-a-dire le carré (resp. rectangle) «pleiny.

Voici deux exemples de rectangles découpables en carrés (les nombres dans les carrés repré-
sentent la longueur des cotés des carrés) :

Exemple 1 (Des carrés de méme taille)

1 1 1
1 1 1
1 1 1

FIGURE 13 — Exemple 1

Exemple 2 (Des carrés de tailles distinctes)

16

25 98

36 33

FIGURE 14 — Exemple 2
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Alors on a le résultat suivant :

Théoréme 9 Un rectangle de cotés o et B est découpable en carrés si et seulement si le rapport
% est rationnel.
> Un sens est immeédiat : Si % = § avec p et ¢ entiers strictement positifs, on le pave avec pq

carrés de coté & = E
Pour I'autre sens, on va considérer un découpage en carrés du rectangle, et lui associer un
réseau de résistances.

Construction d’un réseau de résistances associé a4 un découpage : On procéde de
la maniére suivante. Pour fixer les idées, on considére un repére orthonormé du plan d’origine
O et les points B(0,«), D(/3,0) et E(S,«). Notre rectangle est le rectangle OBDE. Soit S
I’ensemble des ordonnées des sommets des carrés. Pour chaque carré situé entre les ordonnées x
et y, on ajoute une résistance R, de conductance C, = 1 entre = et y. On note A 'ensemble des
arétes et C' la famille des conductances. Alors en notant G = (S, A), on a construit le graphe
pondéré (G,C). On pose P =a et N =0, et si x € S, on pose V(z) = z. On pose également
izya = T — Y. Voici comment on construit les graphes associés aux deux découpages présentés
ci-dessus (les nombres & coté des arétes désignent le courant circulant dans celles-ci) :

A
Q=3
1 1 1
Q2=2
1 1 1
Q3=1
1 1 1
Qi=0 >
FIGURE 15 — Exemple 1 bis
A
Q1 =61
16
25
Q2 =45 F----------- 28
7
Qs=38 |------------ L9
Q5 = 33 7777777777777777
2
36 33
Qs =0 »

FIGURE 16 — Exemple 2 bis
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Le courant i, , est la valeur de la longueur horizontale du carré entre = et y représenté par
a, comptée en positif si x > y, en négatif sinon. C’est dans cette seule interprétation de i, ,,
qu’on utilise le fait que le découpage se fait selon des carrés, et non des rectangles quelconques.
Les V(z) et les iy, , vérifient clairement la loi d’Ohm et la loi des mailles. Si x # N, la somme
des i,,, pour y < z est égale a la somme des longueurs de tous les carrés reliant x a une
ordonnée y plus basse, donc cette somme est la somme des longueurs des segments horizontaux
du pavage a l'ordonnée z. De méme, si  # P, la somme des i,,, pour y > x est égale a
I'opposé de la somme des longueurs des segments horizontaux du pavage a 'ordonnée x. Donc

si x est distinct de P et de N :
Z Z ix,y,(z — 07 (8)

YyES acA(z,y)

SNoD T irga=B8=>_ > iyna (9)

yeS acA(Py) yeS acA(N,y)

i.e. les iy, o vérifient la loi des nceuds. Les V() et les i, , vérifient la loi d’Ohm et les deux lois

de Kirchhoff, et par unicité, ce sont les tensions et les courants qui apparaissent dans le réseau

de résistances G lorsque l'on impose une tension « entre P et N, en mettant N & la masse.
a

Le courant total entrant en P est alors 5. Donc 5 n’est autre que la résistance équivalente du
réseau. On conclut avec le lemme suivant :

Lemme 3 Cette résistance équivalente est rationnelle.

Preuve du lemme : Supposons a présent qu’on impose une tension unité entre P et N. Les
potentiels sont solutions du systéme :

(10)
Vo ¢ {P.NY,Y Y Ca(V(z) = Viy

y€S acA(z,y)

~—
~—

(C’est un systéme linéaire avec autant d’équations que d’inconnues, et par unicité de la solution
au probléme de Dirichlet, il est de Cramer. Les V' (z) sont donc donnés par les formules de
Cramer, ce sont des quotients de déterminants mettant en jeu uniquement les coefficients du
systéme homogéne associé et ceux du second membre. Or, par construction, les C, valent 1, et

les seconds membres sont aussi entiers. Donc les V' (z) sont rationnels. D’aprés la loi d’Ohm,
v(p)

comme les résistances sont rationnelles, les i,,, le sont aussi. Donc RY, = i est aussi

rationnel. <
Pour terminer ce mémoire, remercions Nicolas CURIEN pour l'intérét du sujet qu’il nous a

proposé, pour sa disponibilité, pour son assistance informatique et pour les nombreuses heures
passées a relire les versions successives de ce mémoire.
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