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Introduction

Trouver un système complet de représentations irréductibles d’un groupe ou d’une algèbre
est un problème non trivial. On sait bien le faire dans le cas du groupe symétrique, à l’aide des
tableaux de Young.

Le but de ce mémoire sera de comprendre comment on peut construire des représentations
seminormales des algèbres semi-simples que sont les algèbres de Hecke. Nous traiterons le cas
des algèbres de Hecke de type An−1 et de type Bn uniquement.

Nous nous servirons d’une technique consistant à décomposer les représentations seminor-
males d’une châıne de groupes en ”algèbres de chemins” à l’aide d’un graphe. Cette technique a
été employée par H. Wenzl et reprise par Arun Ram. Nous nous intéresserons particulièrement
aux résultats exposés par ce dernier dans son article [8].

Après quelques rappels de résultats classiques de la théorie des représentations, nous intro-
duirons l’outil fondamental pour les sections 3 et 4 qu’est la construction des algèbres de chemins.
Dans un deuxième temps, nous nous intéresserons aux définitions et à quelques propriétés utiles
par la suite d’un système de racines, de son groupe de Weyl et de l’algèbre de Hecke associée.
Nous nous arrêterons plus longuement sur la structure de l’algèbre de Hecke de type An−1, dans
le but de trouver un isomorphisme permettant de passer des rangs n et n − 1 au rang n + 1.
Enfin, nous nous servirons de ces résultats pour trouver des représentations seminormales des
algèbres de Hecke de type An−1, puis de type Bn.

On admettra les règles de restriction des représentations irréductibles correspondant à la
châıne des groupes S1 ⊆ . . . ⊆ Sn pour An−1, et à la châıne WB0 ⊆ . . . ⊆ WBn pour Bn. On
admettra aussi quelques isomorphismes donnés par la théorie classique des représentations de
groupes et d’algèbres de Hecke.

Nous tenons à remercier chaleureusement M. Rosso, notre encadrant, pour sa disponibilité
et sa grande gentillesse.
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1 Un peu de théorie des représentations

1.1 Caractère d’une représentation

Soit T une représentation de dimension finie d’un groupe G (ou d’une algèbre A) sur un
espace vectoriel V . Cela revient à se donner un morphisme de groupes (ou d’algèbres) entre G
(ou A) et les endomorphismes de V . À g ∈ G, on fait donc correspondre une matrice carrée
T (g).

Définition 1.1. On définit le caractère de T , représentation de dimension finie du groupe G,
par :

χT (g) = χ(g) = Tr(T (g))

où Tr est la trace. La définition du caractère est la même dans le cas d’une algèbre A.

On rappelle que si V et W sont des espaces vectoriels de dimension finie, alors on a :

Hom(V,W ) ' V ∗ ⊗W

où V ∗ est le dual de V . Étant données des représentations d’un groupe G sur V et sur W (on dit
aussi par abus que V et W sont des représentations de G), cherchons à munir l’espace vectoriel
Hom(V,W ) d’une structure de représentation de G.

Si V est une réprésentation de G, alors V ∗ est aussi une représentation de G : si

ρ : G→ GL(V )

est la représentation de G dans V , alors si on veut que la représentation associée ρ∗ de V ∗ et ρ
respectent le crochet de dualité, i.e. que si pour tous g ∈ G, v ∈ V et v∗ ∈ V ∗ on ait

〈ρ∗(g)v∗, ρ(g)v〉 = 〈v∗, v〉

alors un calcul montre que pour tout g ∈ G,

ρ∗(g) = tρ(g−1)

Comme on définit également de manière naturelle la représentation de V ⊗W par g.(v⊗w) =
(g.v)⊗(g.w), on obtient également une représentation de Hom(V,W ) ' V ∗⊗W . Explicitement,
si φ ∈ Hom(V,W ), alors pour tous g ∈ G et v ∈ V , on a (g.φ)(v) = g.φ(g−1.v).

Notons HomG(V,W ) = Hom(V,W )G l’espace des opérateurs d’entrelacement entre V et W ,
c’est à dire le sous-espace de Hom(V,W ) des morphismes qui commutent avec les actions des
éléments de G. C’est aussi l’espace des morphismes de V dans W fixes par l’action de G : si
pour tous g ∈ G et v ∈ V , on a g.φ(v) = φ(g.v), alors (g.φ)(v) = g.φ(g−1.v) = φ(v).

Définition 1.2. Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G. Supposons qu’il existe une
représentation ρ de H dans un espace vectoriel V . Alors ρ′ la représentation induite de G
par celle de H, notée V ↑GH = V ′, se déduit de ρ de la façon suivante :
(1) V ′ est l’espace vectoriel des fonctions f : G → V telles que ∀h ∈ H, g ∈ G, f(hg) =
ρ(h)f(g).
(2) pour tous g0, g ∈ G, (ρ′(g0)f)(g) = f(gg0).

Montrons que ρ′ est bien une représentation.
Si f ∈ V ′ et g0 ∈ G, montrons que ρ′(g0)f ∈ V ′. En effet, si ϕ = ρ′(g0)f : g 7→ f(gg0), alors

pour tous h ∈ H, g ∈ G, ϕ(hg) = f(hgg0) = ρ(h)f(gg0) = ρ(h)ϕ(g). Donc ρ′(g0)f ∈ V ′.
Alors ρ′(g0) ∈ L(V ′) de façon évidente pour tout g0 ∈ G, et ρ′(e) = Id où e est l’élément

neutre de G.
L’application ρ′ : G → GL(V ′) est un morphisme de groupes. En effet, si g0, g1 ∈ G et

f ∈ V ′,
(ρ′(g0g1)f)(g) = f(gg0g1) = (ρ′(g1)f)(gg0) = ρ′(g0)ρ′(g1)f(g)

donc ρ′(g0g1) = ρ′(g0)ρ′(g1).
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Le caractère χ d’une représentation vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 1.1.1. Soient S et T des représentations de dimension finie d’un groupe G. Alors,

1. Le caractère χT est constant sur chaque classe de conjugaison de G.
2. χV⊕W = χV + χW

3. χV⊗W = χV .χW

4. χV ∗ = χV

5. Si T et S sont équivalentes, alors χT = χS. La réciproque est vraie si G est fini.
6. Le caractère χ d’une représentation induite V ↑GH= V ′ se déduit du caractère ψ de la

représentation V de H par :

χ(w) =
∑

giwg
−1
i ∈H

ψ(giwg−1
i )

pour tout w ∈ G, où la somme porte sur des représentants gi quelconques de chaque classe
de conjugaison de H \G.

Preuve :

(1) : Si g = ag′a−1, alors

χ(g) = Tr(T (ag′a−1)) = Tr(T (a)T (g′)T (a−1)) = Tr(T (g′)) = χT (g′)

(2) à (4) découlent de propriétés bien connues de la trace.
(5) : Si T et S sont équivalentes, alors dans des bases adaptées leurs matrices cöıncident,

donc a fortiori leurs traces, ce qui démontre le sens direct.

Pour la réciproque, si V est une représentation de G, notons :

V G = {v ∈ V tq g.v = v ∀g ∈ G}

Comme G est fini, on peut définir P = 1
|G|

∑
g∈G g ∈ HomG(V, V ) puisque gPg−1 = P ∀g ∈ G.

Montrons que P est un projecteur de V sur V G. En effet, P 2 = P de façon évidente.
De plus, pour tous h ∈ G et v ∈ v, on a :

h.Pv =
1
|G|

∑
g∈G

hg.v =
1
|G|

∑
g∈G

g.v = Pv

donc ImP ⊆ V G.
D’autre part, pour tout v ∈ V G, Pv = 1

|G|
∑

g∈G v = v donc V G ⊆ ImP , d’où le résultat.
On en déduit :

dimV G = Tr(P ) =
1
|G|

∑
g∈G

χ(g) (1)

Appliquons ce résultat à la représentionHom(V,W ) définie plus haut. On voit queHom(V,W )G =
HomG(V,W ), les opérateurs d’entrelacement. Si V est irréductible, d’après le lemme de Schur,
dimHomG(V,W ) est la multiplicité de V dansW . De même, siW est irréductible, dimHomG(V,W )
est la multiplicité de W dans V . Ainsi, si V et W sont toutes deux irréductibles, alors

dimHomG(V,W ) =

{
1 si V 'W,

0 sinon.

En appliquant la formule (1), on a donc, comme χHom(V,W ) = χV .χW ,

1
|G|

∑
g∈G

χV (g).χW (g) =

{
1 si V 'W,

0 sinon.
(2)
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Pour comprendre cette formule, définissons un produit scalaire hermitien sur l’ensemble C(G)
des fonctions à valeurs dans G constantes sur une même classe de conjugaison (on appelle une
telle fonction une fonction de classes) par :

(a, b) =
1
|G|

∑
g∈G

a(g)b(g)

De ce qui précède, on déduit la

Proposition 1.1.2. L’ensemble des caractères des représentations irréductibles de G forme un
système orthonormal de (C(G), ( , )).

On en déduit immédiatement par exemple qu’il y a au plus n représentations irréductibles
de G, où n est le nombre de classes de conjugaison de G.

Corollaire 1.1. Toute représentation de G groupe fini est uniquement déterminée par son ca-
ractère.

En effet, si la décomposition de V est V '
⊕k

i=1 V
⊕ai
i avec les Vi des représentations irré-

ductibles deux à deux distinctes, alors χV =
∑
ai.χVi . D’après la proposition précédente, on

obtient ai par la formule :
ai = (χVi , χV )

Donc la donnée du caractère de V détermine cette dernière.

(6) : En reprenant les notations de la proposition 1.1.1, donnons-nous {ej} une base de V la
représentation de H. Alors les fonctions

fi,j(g) =

{
ρ(h)ej si g = hgi pour un certain h ∈ H,
0 si g /∈ Hgi.

(3)

forment une base de V ′ la représentation induite de G.
En effet, V ′ =

⊕
i Vi où Vi = {f ∈ V ′ tq f(g) = 0 si g /∈ Hgi}.

D’autre part, pour un i donné, les fi,j forment une base de Vi.
Enfin, si g = hgk avec h ∈ H, alors si gkg′ = h′gq avec h′ ∈ H,

ρ′(g′)fi,j(g) = fi,j(gg′) = fi,j(hgkg′) = fi,j(hh′gq)

=

{
ρ(h)ρ(h′)ej si q = i,

0 sinon.

Donc, si g′ ∈ G, le coefficient diagonal de la matrice de l’opérateur ρ′(g′) dans la base {fi,j}
selon un certain fi,j correspond au coefficient de fi,j(g), où g = hgk, dans la décomposition de
ρ′(g′)fi,j(g) sur les fi,j(g). Ce coefficient est nul si gkg′ /∈ Hgi. Le seul cas où il peut ne pas être
nul est le cas où gkg′ = h′gi avec h′ ∈ H.

Posons ρ(h′)ej =
∑

r ar,j(h
′)er. Alors d’après (3), on a

ρ′(g′)fi,j(g) =
∑
k

∑
r

ar,j(h′)er.

D’où le coefficient de fi,j(g) est aj,j(h′) si g = hgk et gig = h′gi. Donc

χ(g′) =
∑

g′∈g−1
i Hgi

∑
j

aj,j(h′)

où h′ = gig
′g−1
i et comme

∑
j aj,j(h

′) = ψ(h′), la formule du (6) en découle.

�
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1.2 Rappels sur les représentations de Sn et tableaux de Young

Nous nous contenterons de faire quelques rappels sur les représentations de Sn et les tableaux
de Young. Il y a autant de représentations irréductibles non équivalentes de Sn que de classes de
conjugaison. Or la classe d’une permutation correspond à sa décomposition en cycles à supports
disjoints. Donc on peut faire correspondre à chaque classe une partition α = (α1, ..., αh) avec
α1 ≥ ... ≥ αh ≥ 1 entiers et α1 + ...+ αh = n.

Ainsi, pour obtenir un système complet de représentations irréductibles de Sn, il faut et il
suffit de trouver pour chaque partition de n une représentation irréductible telle que ces repré-
sentations soient deux à deux non équivalentes.

A une partition α = (α1, ..., αh) de n, on associe un diagramme de Young (appelé aussi
schéma de Young ou diagramme de Ferrers) : c’est un tableau à h lignes, la première ligne
en haut comportant α1 cellules, la seconde α2 et la dernière αh.

Par exegmple, voici le diagramme associé à la partition (3,3,2,1) pour n=9.

Un tableau de Young est une bijection de {1, . . . , n} dans les l’ensemble des cellules du
schéma α. Par exemple, on a un tableau canoniquement associé au schéma précédent :

1 2 3
4 5 6
7 8
9

On appellera ici tableau de Young standard de forme λ, où λ est une partition, un
tableau de Young dans lequel les entiers sont croissants dans une même ligne et strictement
croissants dans une même colonne.

A partir d’un tableau de Young, on fait agir naturellement Sn sur ce tableau en remplaçant
dans le tableau l’entier j par son image σ(j) pour σ ∈ Sn. On a deux sous-groupes remarquables
de Sn :

Pα = {p ∈ Sn tq p stabilise les lignes}
Qα = {q ∈ Sn tq q stabilise les colonnes}

Un résultat de la théorie des représentations de groupes nous permet de ramener le problème
de la recherche d’un système complet de représentations irréductibles du groupe à celui de la
décomposition de l’algèbre de groupe correspondante en somme directe de ses idéaux à gauche
minimaux, via la représentation régulière à gauche de Sn.

En effet, pour trouver un système complet de représentations irréductibles d’un groupe G
(i.e. toutes les représentations irréductibles de G à équivalence près), il suffit de décomposer sa
représentation régulière à gauche (où G opère par translations à gauche) en ses représentations
irréductibles, qui forment un système complet de représentations irréductibles.

Pour cela, on se place dans CG, l’algèbre du groupe G. Comme on peut associer de manière
bijective une représentation du groupe G avec une représentation de son algèbre CG, on se
ramène à la décomposition de la représentation régulière à gauche de CG.

Or pour trouver la décomposition de la représentation régulière à gauche de CG, il suffit de
trouver sa décomposition en somme directe de ses idéaux minimaux à gauche.
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On travaille donc dans CSn l’algèbre du groupe symétrique, et on considère les éléments :

aα =
∑
p∈Pα

p

bα =
∑
q∈Qα

σ(q)q

où σ est la signature d’une permutation.
Puis on introduit le symétriseur de Young :

cα = aαbα

Pour chaque partition, les idéaux à gauche engendrés par cα le symétriseur forment la dé-
composition cherchée : l’ensemble des restrictions de la représentation régulière à gauche de Sn

à CSn.cα pour chaque partition α forme un système complet de représentations irréductibles de
Sn.

1.3 Représentations seminormales

Définitions

On considère une châıne de groupes finis

{1} = G0 ⊆ G1 ⊆ ... ⊆ Gn = G.

Soit V λ une représentation irréductible de G, ie V λ est un C-espace vectoriel de dimension finie
sur lequel la représentation de G est irréductible. Lorsque l’on restreint cette représentation à
Gn−1, on obtient une décomposition de V λ en somme directe de k sous-espaces irréductibles
invariants par Gn−1 :

V λ ' V µ1 ⊕ ...⊕ V µk

On décompose de même chaque V µi en sommes directes de représentations irréductibles pour la
restriction à Gn−2 et ainsi de suite.

Remarque 1.1. Tous les résultats de cette partie sont encore valables si l’on remplace le corps
de base C par un corps K de caractéristique nulle (donc en particulier lorsqu’on travaille sur
C(q), où q est une indéterminée).

Définition 1.3. Une base seminormale de V λ est la donnée d’une base de V λ ”adaptée”
à cette châıne de décompositions : c’est une base munie d’une châıne de partitions Bλ =
Bµ1

∐
...

∐
Bµk telle que chaque Bµi engendre un sous-espace V µi irréductible pour Gn−1 avec

V λ = V µ1 ⊕ ...⊕ V µk

et ainsi de suite pour chaque Bµi, V µi et la restriction à Gn−2, et de même jusqu’à G0. Pour
obtenir une base seminormale, il faut donc spécifier les partitions successives en plus de la base.

La représentation de G ainsi obtenue avec V λ et Bλ est une représentation seminormale
de G relativement à la châıne {1} = G0 ⊆ G1 ⊆ ... ⊆ Gn = G.

Ces définititons s’étendent aussi à une châıne d’algèbres semi-simples.

Construction des algèbres de chemins
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Soit W λ et Bλ une représentation seminormale de G comme ci-dessus. Notons, pour i =
0, . . . , n, Gi l’ensemble des indices correspondant à une représentation irréductible de Gi : au-
trement dit, on indexe les représentations irréductibles de chaque Gi. Pour µ ∈ Gi−1 et λ ∈ Gi,
notons

W λ '
⊕

µ∈Gi−1

cλµ.W
µ

L’entier naturel cλµ est donc la multiplicité de la représentation irréductible de Gi−1 sur Wµ

dans la représentation de Gi−1 sur W λ.

On introduit alors le graphe Γ permettant de coder les règles de restriction le long de la
châıne {1} = G0 ⊆ G1 ⊆ ... ⊆ Gn = G. C’est un graphe dont les sommets sont étiquetés à l’aide
des éléments des Gi et tel que µ ∈ Gi−1 et λ ∈ Gi sont reliés par cλµ arêtes.
Par convention, G0 = {∅}.

Soient µ ∈ Gr et λ ∈ Gs avec r < s. Un chemin de µ à λ est un chemin dans le graphe Γ de
longueur s− r qui relie µ à λ :

L = (µ = λ(r) er−→ λ(r+1) er+1−−−→ ...
es−1−−−→ λ(s) = λ)

avec pour tout i = r, ..., s, λ(i) ∈ Gi. Deux chemins menant de λ(i) à λ(i+1) par des arêtes diffé-
rentes seront considérés comme distincts.

On peut alors construire l’algèbre des chemins Pm. C’est la C-algèbre de base les EST avec
S et T deux chemins de Γ partant de ∅ ∈ G0 et arrivant à un même λ ∈ Gm. La multiplication
est définie par la formule ”matricielle” :

EST .EPQ = δTPESQ

On a : P0 ' C et Pm '
⊕

λ∈Gm
Mdλ

(C), où Md(C) est l’algèbre des matrices carrées com-
plexes d× d et dλ est le nombre de chemins de ∅ ∈ G0 à λ ∈ Gm.

Pour tout λ ∈ Gm, posons

V λ = V ectC{vL tq L est un chemin de ∅ à λ}

L’action de Pm est définie naturellement par

EST .vL = δTLvS .

On a alors Pm '
⊕

λ∈Gm
L(V λ), donc un résultat classique sur les représentations d’algèbres

de dimension finie semi-simples sur C permet d’en déduire que les V λ sont des représentations
irréductibles de Pm deux à deux non équivalentes, et qu’elles sont les seules à équivalence près.

On peut également définir pour T un chemin de λ à µ et S un chemin de µ à ν le chemin
T ∗ S de λ à ν comme le concaténé de T et S.
On peut ainsi plonger Pr dans Ps pour r < s : si P et Q sont des chemins de ∅ à λ ∈ Gr,
EPQ ∈ Ps avec

EPQ =
∑

T chemin de λ à µ∈Gs

EP∗T,Q∗T

Ce plongement est bien licite : si P ,Q, L etM sont des chemins de ∅ à λ ∈ Gr, EP,Q et EL,M ∈
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Ps, alors le produit dans Ps est :

EP,QEL,M =
∑

T chemin de λ à µ∈Gs

EP∗T,Q∗T .
∑

S chemin de λ à µ∈Gs

EL∗S,M∗S

=
∑

T, S chemins de λ à µ∈Gs

EP∗T,Q∗TEL∗S,M∗S

= δQ,L
∑

T chemin de λ à µ∈Gs

EP∗T,M∗T

= δQ,LEP,M .

Donc le produit est bien préservé par le plongement, la structure d’espace vectoriel aussi de
façon évidente.

Ainsi, on a
C = P0 ⊆ P1 ⊆ ... ⊆ Pn

et pour toutm = 1, . . . , n, si V λ est la représentation irréductible définie plus haut correspondant
à λ ∈ Gm, on a la décomposition en représentations irréductibles de la restriction à Pm−1 :

V λ '
⊕

µ∈Gm−1

V µ

où la somme porte sur toutes les arêtes qui relient un élément µ ∈ Gm−1 à λ ∈ Gm.
En effet, si µ ∈ Gm−1 tq µ et λ sont reliés, on a l’inclusion V µ ⊆ V λ : on identifie vL ∈ V µ

où L est un chemin de ∅ à µ avec
∑

T chemin de µ à λ vL∗T ∈ V λ. C’est bien cohérent puisque si
P , Q et L sont des chemins de ∅ à µ, on a :

EP,QvL =
∑

S, T chemins de µ à λ

EP∗S,Q∗SvL∗T

=
∑

T chemin de µ à λ

EP∗T,Q∗T vL∗T = δQ,L
∑

T chemin de µ à λ

vP∗T

= δQ,LvL

Par construction, la restriction de V λ à Gm−1 s’écrit V λ ↓Pm
Pm−1

=
⊕
V µ où la somme porte

sur toutes les arêtes qui relient un élément µ ∈ Gm−1 à λ ∈ Gm.
Montrons finalement que pour tous 1 ≤ m ≤ n et λ ∈ Gm, dimV λ = dλ = dimW λ.
Par la définition de V λ via la base des vL, où L est un chemin de ∅ à λ, on a dimV λ = dλ

le nombre de chemins de ∅ à λ. Reste à montrer que dimW λ = dλ.
On peut procéder par récurrence sur m ∈ {0, . . . , n}. La propriété est claire pour m = 0
Supposons le résultat vrai pour tout µ ∈ Gm−1 avec m ≥ 1. Soit λ ∈ Gm.

V λ ↓Pm
Pm−1

=
⊕

V µ.

Donc dimV λ =
∑

µ dimV µ, où la somme porte sur toutes les arêtes qui relient un élément
µ ∈ Gm−1 à λ ∈ Gm. Par construction, on a bien :

dimV λ =
∑

µ∈Gm−1

cλµdimV µ

=
∑

µ∈Gm−1

cλµdimWµ (par hypothèse de récurrence)

= dimW λ.

D’où le résultat.

Montrons à présent qu’il existe un isomorphisme Φ entre Pn et CG qui préserve la structure
de représentation seminormale.
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Posons W =
⊕

λ∈Gn
W λ et donnons-nous une base seminormale {wi}1≤i≤dimW de W .

On sait qu’il existe un morphisme d’algèbres

ϕ : CG →
⊕
λ∈Gn

Mdλ
(C)

g 7→ ϕ(g)

où ϕ(g) est la matrice associée à la représentation de g dans la base {wi}.
ϕ est injective, car si un élément de G agit trivialement sur toutes les représentations irré-

ductibles de G, il agit aussi trivialement sur la représentation régulière à gauche de G. Comme
l’action de G sur la représentation régulière à gauche de G est fidèle, cet élément ne peut être
que l’élément neutre de G.

ϕ est un isomorphisme pour des raisons de dimensions :

dimCG = |G| =
∑
λ∈Gn

(dimV λ)2 = dim

 ⊕
λ∈Gn

Mdλ
(C)


Soit g ∈ Gn−1. Sa matrice ϕ(g) est diagonale par blocs, et si λ ∈ Gn et µ ∈ Gn−1, le bloc

correspondant à l’action de g sur W λ est diagonal par blocs et contient cλµ fois le même bloc
correspondant à l’action de g sur Wµ. Par récurrence, ϕ préserve la structure de représentation
seminormale.

De même, il existe un isomorphisme

ψ : Pn −→
⊕
λ∈Gn

Mdλ
(C)

correspondant à la base {vL} et préservant la structure de représentation seminormale par le
même argument que ci-dessus, pour la châıne d’algèbres P0 ⊆ . . . ⊆ Pn−1 ⊆ Pn.

Donc Φ = ψ−1ϕ : CG −→ Pn est un isomorphisme d’algèbres préservant la structure de
représentations seminormales. On a en particulier Φ(CGk) = Pk pour tout 0 ≤ k ≤ n.

Construction des représentations seminormales de CG.

Maintenant, essayons de faire le lien entre la représentation seminormale des algèbres des
chemins et la représentation seminormale de la châıne de groupes correspondante.

On sait d’après ce qui précède qu’il existe un isomorphisme entre Pn et CG qui préserve la
structure de représentation seminormale. On cherche maintenant à trouver explicitement un tel
isomorphisme

Φ : Pn → CG (4)
EM,L 7→ eM,L

tel que Φ(Pi) = CGi pour tout 0 ≤ i ≤ n, alors en définissant l’action de G par g.vL = Φ−1(g)vL.
On obtiendra exactement une représentation seminormale de CG.

Donnons-nous pour tout 1 ≤ k ≤ n, un ensemble Zk = {zk,j}1≤j≤rk d’éléments dans le centre
de l’algèbre CGk

Lemme 1.1. Soit zk,j dans le centre de CGk. Soit L = (λ(0) → ... → λ(n)) un chemin dans
le graphe Γ et χλ

(k)
le caractère irréductible de Gk indexé par λ(k) ∈ Gk. Alors, pour tout

isomorphisme Φ entre l’algèbre des chemins Pn et CG comme en (4), on a :

zk,j .vL = ck,j(λ(k))vL

où ck,j(λ(k)) =
χλ

(k)
(zk,j)

χλ
(k)(1)

10



Preuve :

Comme zk,j est dans le centre de CGk, pour tout g ∈ CGk, on a :

∀v ∈ V λ, g.zk,j .v = zk,j .g.v

Donc d’après le lemme de Schur, zk,j agit par un multiple de l’identité dans toute représentation
irréductible de Gk. Notons ck,j(µ) le scalaire par lequel zk,j agit dans le module irréductible
indexé par µ. On a ck,j(µ) = χµ(zk,j)

χµ(1)

Tout vecteur de base vL correspond à un chemin L = (λ(0) → ... → λ(n)) et appartient à un
module irréductible pour Pk isomorphe à V λ(k)

avec λ(k) ∈ Gk. Donc pour tout isomorphisme Φ
comme en (4), on a :

zk,j .vL = Φ−1(zk,j).vL = ck,j(λ(k))vL

�

Définition 1.4. Notons pour µ ∈ Gk le rk-uplet ordonné : ck(µ) = (ck,j(µ))1≤j≤rk .
Le poids du chemin L = (λ(0) → ...→ λ(n)) dans Γ est le n+ 1-uplet de r0, ..., rn-uplets :

wt(L) = (c0(λ(0)), ..., cn(λ(n))).

Trouver un isomorphisme Φ comme en (4), c’est déterminer pour tous chemins L et M de Γ
l’image eM,L = Φ(EM,L), eM,L ∈ CG.

Supposons que chaque chemin de Γ soit caractérisé par son poids, i.e. que si L et M
sont deux chemins distincts de Γ, alors wt(L) 6= wt(M).
Sous cette hypothèse, on a alors la proposition suivante :

Proposition 1.3.1. (a) Pour tout chemin L de Γ, eL,L est déterminé de façon unique par les
zk,j ∈ Zk et les scalaires ck,j(µ) avec µ ∈ Gk pour tout k ∈ {0, ..., n}.
(b) Si M et L sont des chemins distincts de Γ, alors eM,L est déterminé à une constante près
par les zk,j ∈ Zk et les scalaires ck,j(µ) avec µ ∈ Gk pour tout k ∈ {0, ..., n}.

La difficulté, une fois cette proposition établie, sera alors de trouver des ensembles Zk de
cardinal minimal, mais tels que chaque chemin de Γ soit caractérisé par son poids.

Preuve :

(a) Notons L = (λ(0) → ... → λ(n)) un chemin de Γ, et pour tout 0 ≤ k ≤ n et tout
1 ≤ j ≤ rk,

pk,j(λ(k)) =
∏

ck,j(µ) tq ck,j(µ) 6=ck,j(λ(k)) et µ∈Gk

zk,j − ck,j(µ)
ck,j(λ(k))− ck,j(µ)

D’après le lemme précédent, si M = (µ(0) → ...→ µ(n)) est un autre chemin, alors pour tout
isomorphisme Φ comme en (4),

Φ−1(pk,j)(λ(k)).vM =

{
vM si ck,j(µ(k)) = ck,j(λ(k))
0 sinon

Posons eL,L =
∏
k,j pk,j(λ

(k)).
Si M = (µ(0) → ...→ µ(n)) est un chemin de Γ, alors Φ−1(eL,L).vM = δL,MvM = EL,LvM car si
L et M sont distincts, alors leurs poids sont différents, un terme au moins du produit est nul.
On a donc le résultat puisque Φ est injectif.

(b) Soient L et M des chemins distincts de Γ. Prenons a ∈ CG tel que eM,MaeL,L 6= 0. Alors
eM,L doit s’écrire un scalaire fois eM,MaeL,L. Comme les éléments eM,M et eL,L sont déterminés
par les zk,j ∈ Zk et les scalaires ck,j(µ) avec µ ∈ Gk pour tout k ∈ {0, ..., n}, les eM,L le sont
aussi à une constante multiplicative près.
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Remarque 1.2. Supposons donnés un isomorphisme

Φ : Pn → CG
EM,L 7→ eM,L

comme en (4) et un morphisme d’espaces vectoriels

Φ̄ : Pn → CG
EM,L 7→ ēM,L

tel qu’il existe des constantes κM,L ∈ C vérifiant :

ēM,L = κM,LeM,L

κM,LκL,M = 1 et κM,LκL,N = κM,N .

Alors Φ̄ est aussi un isomorphisme comme en (4).

Preuve :

Comme clairement les κM,L sont non nuls, Φ̄ est un isomorphisme. De plus, les relations que
satisfonts les κM,L nous assurent que Φ̄ est bien un morphisme d’algèbre, puisqu’elles découlent
directement des relations eM,LeP,N = δL,P eM,N .

�

Application :

Prenons une châıne de groupes finis {1} = G0 ⊆ G1 ⊆ ... ⊆ Gn = G telle que pour tout
1 ≤ i ≤ n, il n’y ait pas de multiplicité pour la décomposition de la représentation irréductible
de Gi en représentations irréductibles de Gi−1. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, prenons pour Zi l’ensemble
des sommes des éléments appartenant à une même classe de conjugaison de Gi, et ce pour toute
classe de conjuguaison. Alors Zi est une base du centre de CGi. De plus, tous les chemins de Γ
sont caractérisés par leur poids.

En effet, prenons L = (λ(0) e0−→ λ(1) e1−→ ...
en−→ λ(n)) et M = (µ(0) e′0−→ µ(1) e′1−→ ...

e′n−→ µ(n)) des
chemins de Γ tels que wt(L) = wt(M). Montrons que pour tout k = 0, . . . , n, λ(k) = µ(k).

Posons Zk = {zk,j =
∑rk,j

i=1 ak,j,i} où 1 ≤ j ≤ rk et les ak,j,i sont tous les éléments d’une
même classe de conjugaison de Gk de cardinal rk,j , avec rk le nombre de classes de conjugaison.
Alors, pour µ(k) et λ(k) ∈ Gk, on a :

ck,j(λ(k)) =
χλ(k)(zk,j)
χλ(k)(1)

= rk,j
χλ(k)(ak,j)
χλ(k)(1)

Où ak,j est un représentant quelconque de la classe des ak,j,i puisqu’un caractère est constant sur
une classe de conjugaison. Par suite, si ck,j(λ(k)) = ck,j(µ(k)), alors pour tout a ∈ Gk, a = ak,j,i
pour un certain j et un certain i, et donc

rk,j
χλ(k)(a)
χλ(k)(1)

= rk,j
χµ(k)(a)
χµ(k)(1)

χλ(k) et χµ(k) sont donc liés, et par irréductibilité des représentations, V λ(k) ' V µ(k)
. Comme il

n’y a pas de multiplicité, il y a au plus une arête reliant deux sommets quelconques de Γ, donc
on en conclut que λ(k) = µ(k). Par suite, L = M .

Ainsi, les résultats précédents s’appliquent.

12



2 Définitions et premières propriétés

2.1 Systèmes de racines et groupes de Weyl

Soit V un espace vectoriel et α ∈ V \{0}. On rappelle qu’une symétrie de vecteur α est
un isomorphisme s de V tel que :

– s(α) = −α
– il existe H un hyperplan de V tq ∀v ∈ H, s(v) = v

Définition 2.1. Une partie R de V est un système de racines dans V si :

1. R est fini, engendre V et 0 /∈ R
2. Pour tout α ∈ R, il existe une symétrie sα ∈ GL(V ) de vecteur α laissant stable R.

3. Pour tous α, β ∈ R, sα(β)− β ∈ Zα
Les éléments de R sont appelés racines.

Ce système est dit réduit si pour tout α ∈ R, les seules racines proportionnelles sont α et
−α.

On voit immédiatement que si α ∈ R, alors −α ∈ R.
Si R contient deux racines proportionnelles autres qu’opposées (donc il n’est pas réduit), on

peut les noter α et tα où 0 < t < 1. En appliquant la propriété (3) à tα, on trouve 2t ∈ Z, donc
t = 1

2 . Par suite, les seules racines proportionnelles à α sont −α, −1
2α, 1

2α, et α.

Si une symétrie vérifiant (2) pour un α donné existe, alors elle est unique.
En effet, cela résulte du

Lemme 2.1. Si α ∈ V \{0} et R est une partie finie de V qui engendre V , alors il existe au
plus une symétrie de vecteur α laissant stable R.

Preuve :

Prenons s et s′ deux telles symétries. Alors si u = s ◦ s′, u est un automorphisme vérifiant :

u(R) = R

u(α) = α

u induit l’identité sur V/Rα

ce qui montre que les valeurs propres de u sont égales à 1. De plus, comme R est fini et engendre
V , la donnée de u ou celle de sa restriction comme permutation de R sont équivalentes. En
particulier, comme R est fini, il existe n ∈ N tq un(r) = r ∀r ∈ R, donc un = IdV . Comme on
est sur C, cela entrâıne que u est diagonalisable. Comme toutes ses valeurs propres sont égales
à 1, u = IdV , donc s = s′.

�

Définition 2.2. Si R est un système de racines dans V, on appelle groupe de Weyl de R le
sous-groupe W de GL(V ) engendré par les symétries sα, α ∈ R.

Comme W est fini, il existe un produit scalaire sur V invariant par W . En effet, si B(x, y)
est un produit scalaire sur V , on définit

(x, y) =
∑
w∈W

B(wx,wy)

qui est le produit scalaire recherché.
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En particulier, dans l’espace euclidien (V, ( , )), les éléments de W sont des transformations
orthogonales. Pour les symétries sα où α ∈ R, cela donne :

sα(x) = x− 2
(α, x)
(α, α)

α

pour tout x ∈ V .
D’où une reformulation de la condition (3) :

∀α, β ∈ R, n(α, β) = 2
(α, β)
(α, α)

∈ Z

Si |α| =
√

(α, α) est la longueur de α et φ l’angle entre α et β, on a

n(α, β) = 2
|β|
|α|

cosφ

D’où la formule très pratique :

n(α, β)n(β, α) = 4 cos2 φ

En effet, cela implique que 4 cos2 φ est entier, donc prend les valeurs 0, 1, 2, 3, 4. Si α et β
ne sont pas proportionnelles et que le système est réduit, il n’y a que 7 cas possibles, à l’échange
près de α et de β. On remarque en particulier que n(α, β) et n(β, α) sont de même signe.

n(α, β) n(β, α) φ |β|2/|α|2
0 0 π/2 indéterminé
1 1 π/3 1
−1 −1 2π/3 1
1 2 π/4 2
−1 −2 3π/4 2
1 3 π/6 3
−1 −3 5π/6 3

Définition 2.3. S ⊂ R est une base (ou un système simple de racines) de R si S vérifie :

1. S est une base de V en tant qu’espace vectoriel.

2. Pour tout β ∈ R, β =
∑

α∈Smαα
où les mα sont des entiers tous de même signe.

Les racines de la base sont dites simples.

Proposition 2.1.1. Tout système de racines R admet une base.

Etant donnée une base S de R, une racine β est dite positive si les coefficients de sa
décomposition sur les éléments de la base sont positifs. On note R+ l’ensemble des racines
positives. Si R− est l’ensemble des racines négatives, i.e. celles dont les coefficients sont négatifs,
on a R− = −R+.

Définition 2.4. Soit R un système de racines, S une base. La matrice de Cartan de R
relativement à la base S est la matrice (n(α, β))α, β∈S.

Proposition 2.1.2. Un système de racines réduit est caractérisé à isomorphisme près par sa
matrice de Cartan.

Plus précisément, soient R′ est un système de racines réduit dans V ′ espace vectoriel, S′ une
base de R′ et φ : S → S′ une bijection telle que n(φ(α), φ(β)) = n(α, β) pour tous α, β ∈ S.
Alors, si R est réduit, il existe un unique isomorphisme f : V → V ′ prolongeant φ et tel que
f(R) = R′.
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Preuve :

f est uniquement défini à partir de φ puisque S est une base de V, et c’est bien un isomor-
phisme d’espaces vectoriels.

D’autre part, si α et β ∈ S,

sφ(α) ◦ f(β) = sφ(α)(φ(β)) = φ(β)− n(φ(β), φ(α))φ(α)
et
f ◦ sα(β) = f(β − n(β, α)α) = φ(β)− n(β, α)φ(α)

D’où pour tout α ∈ S, sφ(α) ◦ f = f ◦ sα. En notant W (respectivement W ′) le groupe de Weyl
de S (resp. S′), on a W ′ = fWf−1.

En admettant que R = {w(α), w ∈ W,α ∈ S} et R′ = {w(α), w ∈ W ′, α ∈ S′}, on obtient
f(R) = R′.

�

Définition 2.5. Le graphe de Coxeter du système de racines R relativement à une base S
est le graphe dont les sommets sont les éléments de S et où deux sommets distincts α et β sont
joints par n(α, β)n(β, α) arêtes.

Comme deux éléments α et β de S sont linéairement indépendants, on a

n(α, β)n(β, α) = 4 cos2 φ ∈ {0, 1, 2, 3}.

Le graphe de Coxeter en lui-même ne donne pas toute l’information fournie par la matrice
de Cartan et ne permet donc pas de caractériser un système de racines à isomorphisme près.

Définition 2.6. On appelle schéma de Dynkin de R le graphe de Coxeter dont les sommets
α sont munis de coefficients proportionnels à (α, α), le carré de la longueur de la racine α.

Le schéma de Dynkin, lui, contient assez d’information : on a la

Proposition 2.1.3. La donnée du schéma de Dynkin d’un système de racines est équivalente
à celle de sa matrice de Cartan. Donc le schéma de Dynkin caractérise le système de racines à
isomorphisme près.

Pour la preuve de cette proposition, nous renvoyons à [9, Chapitre V, §14, Proposition 13].

2.2 Définition générale de l’algèbre de Hecke d’un groupe de Weyl W

Soit ∆ un schéma de Dynkin, correspondant à un groupe de Weyl fini W . Soit R le système
de racines correspondant, et S = {αi} la base de S indexée par les sommets de ∆.

L’algèbre d’Iwahori-Hecke correspondante H(p2, q2) est l’algèbre sur C(p, q) engendrée
par les éléments Ti pour i sommet de ∆, et dont une présentation est :

TiTjTiTj . . . = TjTiTjTi . . . (5)

où chaque membre contient mi,j facteurs, avec mi,j l’ordre de sαisαj ∈W , et

T 2
i =

{
(p− p−1)Ti + 1 si αi est une racine courte,
(q − q−1)Ti + 1 si αi est une racine longue.

(6)

Par convention, si toutes les racines de R ont la même longueur, elles seront longues, donc
l’algèbre de Hecke correspondante sera notée H(q2) sur C(q).

Le terme présentation signifie que H(p2, q2) est engendrée par les Ti pour i sommet de ∆
et que si T est le groupe libre engendré par les Ti et r l’ensemble des relations (5) et (6), en
notant < r > l’idéal engendré par r, alors on a un isomorphisme

C(p2, q2)[T ]/ < r >
'−→ H(p2, q2)
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2.3 Algèbres de Hecke de type An−1

Soit K un corps, généralement C, et q ∈ K quelconque, voire une indéterminée. Soit n≥ 2.

Définition 2.7. L’algèbre de Hecke H(q, n) de type An−1 est l’algèbre associative sur K (voire
sur K(q) si q est considéré comme une indéterminée) d’unité 1 et dont une présentation est :

TiTj = TjTi pour |i− j| ≥ 2 (7)
TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1 pour i = 2, . . . , n− 1 (8)

T 2
i = (q − 1)Ti + q pour i = 2, . . . , n (9)

La relation (8) est appelée parfois relation de tresse.
La relation (9) est parfois remplacée par la relation

T 2
i = (q − q−1)Ti + 1 (10)

Auquel cas on note l’algèbre correspondante HAn−1(q2).
En effet, en posant T ′i = q−1Ti, T ′i vérifie T ′2i = (q2 − 1)T ′i + q2, donc comme les T ′i vérifient

aussi (7) et (8), on est ramené à la situation précédente pour q2

On remarque que si on fait q = 1, on retrouve une présentation de KSn en prenant
Ti = si = (i− 1, i) les transpositions adjacentes.

On remarque également que H(q, n) peut être vue comme une sous-algèbre de H(q, n + 1)
via les inclusions :

{T2} ⊂ {T2 , T3} ⊂ . . . ⊂ {T2 , T3 , . . . , Tn} ⊂ {T2 , T3 , . . . , Tn , Tn+1}

On peut alors voir H(q, n+1) comme un H(q, n)-bimodule, i.e. un H(q, n)-module à gauche
et à droite simultanément et tel que a(xb) = (ax)b pour tous a, b ∈ H(q, n) et x ∈ H(q, n+ 1).

Notons dans H(q, n) :

S2 := {1, T2},
S3 := {1, T3, T3T2}
. . .

Si := {1, Ti, TiTi−1, . . . , TiTi−1 . . . T2}
. . .

Sn := {1, Tn, TnTn−1, . . . , TnTn−1 . . . T2}

Définition 2.8. On dit qu’un monôme M de H(q, n) est normal si M = U2.U3 . . . Un avec
Ui ∈ Si pour tout i = 2, . . . , n. On notera Nn l’ensemble des éléments normaux de H(q, n).

Théorème 2.3.1. Nn est une base de H(q, n) comme K-espace vectoriel.

Comme Card Nn = n! , H(q, n) est donc de dimension n!.

Lemme 2.2. H(q, n) est engendré comme K-espace vectoriel par les monômes où Tn apparâıt
au plus une fois.

Preuve :

Par récurrence sur n.
Pour n = 2, on a ∀k ≥ 2, T k2 = (q − 1)T k−1

2 + q.T k−2
2 donc par récurrence, toute puissance

k-ième de T2 s’exprime comme combinaison linéaire de 1 et de T2, d’où le résultat vu que H(q, 2)
est engendré par 1 et T2 comme K-algèbre.
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Supposons le résultat vrai pour n ≥ 2. Soit a ∈ H(q, n+ 1), un monôme. On veut exprimer
a comme une combinaison linéaire de monômes dans lesquels Tn+1 apparâıt une fois de moins
que dans a, ce qui prouvera le résultat par récurrence.
Ecrivons a = bTn+1cTn+1d où b et d ∈ H(q, n+ 1) et c ∈ H(q, n). Par hypothèse de récurrence,
on peut supposer que soit c ∈ H(q, n − 1), soit c = c′Tnc

′′ avec c′ et c′′ ∈ H(q, n − 1). Si
c ∈ H(q, n− 1), alors c et Tn+1 commutent, donc

a = bcT 2
n+1d = (q − 1)bcTn+1d+ q.bcd

ce qui conclut. Sinon,

a = bTn+1c
′Tnc

′′Tn+1d

= bc′Tn+1TnTn+1c
′′d

= bc′TnTn+1Tnc
′′d

ce qui conclut aussi.

�

Lemme 2.3. Nn engendre H(q, n) comme K-espace vectoriel.

Preuve :

Par récurrence sur n.
C’est clair pour n = 2 d’après le lemme précédent.
Supposons le résultat pour n ≥ 2. Le lemme précédent nous dit que H(q, n+1) est engendrée

par H(q, n)
⋃
H(q, n)Tn+1H(q, n). L’hypothèse de récurrence pour n nous permet de dire que

H(q, n+ 1) est engendrée par les éléments de Nn
⋃
{aTn+1b ; a et b ∈ H(q, n)}.

Soient a et b ∈ H(q, n). Montrons que aTn+1b est une combinaison linéaire d’éléments nor-
maux. On peut même supposer par hypothèse de récurrence que b ∈ Nn : b = b2 . . . bn avec
bi ∈ Si. Il vient :

aTn+1b = ab2 . . . bn−1Tn+1bn

puisque b2 . . . bn−1 ∈ H(q, n − 1) commutent avec Tn+1. Comme ab2 . . . bn−1 ∈ H(q, n), par
hypothèse de récurrence, ab2 . . . bn−1 =

∑k
i=1 qi.ci avec qi ∈ K et ci ∈ Nn. D’où

aTn+1b =
k∑
i=1

qi. ciTn+1b︸ ︷︷ ︸
∈Nn+1

ce qui conclut.

�

Reste donc à montrer l’indépendance des éléments normaux de H(q, n) pour compléter la
preuve du théorème. Pour cela, nous aurons besoin de quelques définitions et propriétés sur les
systèmes de Coxeter.

Définition 2.9. Soit σ ∈ Sn. On appelle longueur de σ, notée l(σ), le plus petit entier q tel
que σ = si1 ...siq où sij=(ij − 1, ij), et on appelle une telle décomposition une décomposition
réduite de σ.

Définition 2.10. Un système de Coxeter (W,S) est la donnée d’un groupe W et d’une partie
S génératrice de W telle que S = S−1, 1 /∈ S, tout élément s de S est d’ordre 2, et de plus, en
notant m(s, s′) l’ordre de ss′ avec s et s′ dans S, la donnée de S et de l’ensemble des relations
(ss′)m(s,s′) = 1 pour tout (s, s′) ∈ S2 tel que m(s, s′) soit fini, constitue une présentation de W .

17



Le terme de présentation signifie que si W ′ est un groupe, f : W ′ → W un morphisme de
groupes tel qu’il existe h : S →W ′ tel que f(h(s)) = s et (h(s)h(s′))m(s,s′) = 1 pour tous s, s′ ∈ S
avec m(s, s′) fini et h(S) engendrant W ′, alors f est injectif, donc un isomorphisme.

On dit alors que W est un groupe de Coxeter.

Ici par exemple, Sn est un groupe de Coxeter, avec pour partie génératrice

{si = (i− 1, i), 2 ≤ i ≤ n}

.
Si (W,S) est un système de Coxeter, il satisfait la condition d’échange :

si w ∈ W et s ∈ S sont tels que l(sw) ≤ l(w), alors pour toute décomposition réduite
w = s1...sq où q = l(w), il existe j ∈ {1, ..., q} tel que

ss1...sj−1 = s1...sj−1sj

Nous pouvons à présent continuer la preuve.
Notons pour i = 2, . . . , n, Li : KSn −→ KSn le morphisme d’espaces vectoriels tel que, pour

tout τ ∈ Sn,

Li(τ) =

{
siτ si l(siτ) > l(τ),
q.siτ + (q − 1).τ si l(siτ) < l(τ).

Lemme 2.4. Il existe un morphisme d’algèbres L : H(q, n) −→ L(KSn) qui envoie Ti sur Li
pour tout i = 2, . . . , n.

Preuve :

Il faut vérifier que les Li satisfont les relations de la présentation de H(q, n) (7), (8) et (9).

(9) : soit i ∈ {2, ..., n}. Soit τ ∈ Sn. Si l(siτ) > l(τ), alors

L2
i (τ) = Li(siτ) = q.s2i τ + (q − 1).siτ

= (q − 1).siτ + q.τ

= ((q − 1).Li + q.Id)(τ)

Si l(siτ) < l(τ), alors comme l(s2i τ) > l(siτ)

L2
i (τ) = Li(q.siτ + (q − 1).τ) = q.s2i τ + (q − 1).(q.siτ + (q − 1)τ)

= (q − 1).(q.siτ + (q − 1)τ) + q.τ

= ((q − 1).Li + q.Id)(τ)

On a donc bien (9) :
L2
i = (q − 1).Li + q

(7) et (8) :

Montrons que si Rj ∈ L(KSn) est défini pour j = 2, . . . , n par :

Ri(τ) =

{
τsi si l(τsi) > l(τ),
q.τsi + (q − 1).τ si l(τsi) < l(τ).

Alors LiRj = RjLi pour tous i, j.

En effet, pour i et j ∈ {2, ..., n}, on distingue six cas :
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1. si l(siτsj) = l(τ) + 2
Alors LiRj(τ) = Li(τsj) = siτsj = RjLi(τ)

2. si l(siτsj) = l(τ)− 2
Un calcul identique montre l’égalité.

3. si l(siτsj) = l(τ) et l(siτ) = l(τ) + ε et l(τsj) = l(τ) + ε′ avec ε et ε′ ∈ {−1,+1}
Si ε 6= ε′, l’égalité résulte aussi d’un petit calcul.

Si ε = ε′ = +1, notons q = l(τ). Soit τ = si1 . . . siq une décomposition réduite de τ . Alors
si1 . . . siqsj est une décomposition réduite de τsj puisque l(τsj) = q + 1.

Ici, (Sn, {si i = 2, . . . , n}) étant un système de Coxeter, il satisfait la condition d’échange :
il existe j ∈ {1, . . . , q + 1} tel que :

sisi1 . . . sij−1 = si1 . . . sij

Si on avait j ≤ q, alors siτ = si1 . . . sij−1sij+1 . . . sq, ce qui contredit le fait que l(siτ) = q+1.
Donc j = q + 1 et on en déduit siτ = τsj .

LiRj(τ) = Li(τsj) = Li(τsj) = q.s2i τ + (q − 1).siτ
= q.τ + (q − 1).siτ

RjLi(τ) = Rj(siτ) = q.si(τsj) + (q − 1)siτ
= q.τ + (q − 1).siτ

Si enfin ε = ε′ = −1, la même propriété appliquée à τsj nous donne : si(τsj) = (τsj)sj ,
donc τsj = siτ . On a alors :

LiRj(τ) = q.Li(τsj) + (q − 1).Li(τ) = siτsj + (q − 1)(q.siτ + (q − 1).τ)
= siτsj + (q − 1)(q.siτ + (q − 1).τ)

RjLi(τ) = q.Rj(siτ) + (q − 1).Rj(τ) = q.siτsj + (q − 1)(q.τsj + (q − 1)τ)
= siτsj + (q − 1)(q.siτ + (q − 1).τ)

Nous pouvons alors montrer les dernières relations.

Soit w ∈ Sn. Soit w = si1 . . . siq une décomposition réduite. Alors w = Riq . . . Ri1(Id). No-
tons R = Riq . . . Ri1 .

Si |i− j| ≥ 2,
LiLj(w) = LiLjR(1) = RLiLj(Id) = R(sisj)

Comme |i− j| ≥ 2, sisj = sjsi et donc LiLj(w) = LjLi(w).

De même,

Li+1LiLi+1(w) = RLi+1LiLi+1(Id) = R(si+1sisi+1) = R(sisi+1si)

donc Li+1LiLi+1(w) = LiLi+1Li(w).

Nous pouvons désormais montrer l’indépendance des éléments de Nn. En effet, soit M =
U2 . . . Un ∈ Nn. Alors si Ui = Ti . . . Ti−j , en notant wi = si . . . si−j = L(Ui)(Id), on a L(M)(Id) =
w2 . . . wn. Or comme KSn = H(1, n), les n! éléments de Nn s’identifient exactement aux n!
éléments de Sn = H(1, n), donc tout élément w de Sn = H(1, n) s’écrit w = w2 . . . wn comme
précédemment, et ces éléments sont par définition linéairement indépendants sur KSn. Comme
X −→ L(X)(Id) est K-linéaire, a fortiori les n! éléments M ∈ Nn sont indépendants, ce qui
achève la preuve du théorème.
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Théorème 2.3.2.

φ : H(q, n)⊕H(q, n)⊗H(q,n−1) H(q, n) −→ H(q, n+ 1)

a+
∑
i

bi ⊗ ci −→ a+
∑
i

biTn+1ci

est un isomorphisme de H(q, n)-bimodules.

Preuve :

φ est bien définie car si b, c ∈ H(q, n) et u ∈ H(q, n− 1), φ(bu⊗ c) = buTn+1c = bTn+1uc =
φ(b⊗ uc) puisque u ∈ H(q, n− 1) et Tn+1 commutent.

φ est surjective puisque tout élément de H(q, n+1) est une combinaison linéaire de monômes
dans lesquels Tn+1 apparâıt au plus une fois, donc de la forme a+

∑
i biTn+1ci.

On sait que Nn+1 est une base de H(q, n+ 1) comme K-espace vectoriel et

ψ : H(q, n+ 1) −→ H(q, n)⊕H(q, n)⊗H(q,n−1) H(q, n)

M = U2...UnUn+1 −→

{
U2...Un ⊗ TnTn−1...Tn−k si Un+1 = Tn+1TnTn−1...Tn−k,

M si Un+1 = 1

Alors ψ défini sur la base de H(q, n+ 1) est clairement l’inverse de φ.

�

2.4 Algèbres de Hecke de type Bn

Une présentation de l’algèbre de Hecke de type Bn, notée HBn(p2, q2) avec p et q des indé-
terminées, avec T1, . . . , Tn ses générateurs, est :

TiTj = TjTi pour |i− j| ≥ 2 (11)
TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1 pour i = 2, . . . , n− 1 (12)
T1T2T1T2 = T2T1T2T1 (13)

T 2
1 = (p− p−1)T1 + 1 (14)
T 2
i = (q − q−1)Ti + 1 pour i = 2, . . . , n (15)
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3 Représentation des algèbres de Hecke de type An−1

3.1 Le système de racines An−1 et son groupe de Weyl

Dans Rn, on considère e1, . . . , en la base canonique et on munit Rn du produit scalaire usuel.
On note Ln le réseau engendré par les ei. Posons R = {ei− ej , 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j}. On remarque
que ce sont les éléments α dans Ln qui sont orthogonaux à γ = e1 + e2 + . . . + en et satisfont
(α, α) = 2. Il est facile de vérifier que R satisfait les conditions de système de racines dans γ⊥ (vu
dans Rn). On l’appelle le système de racines An−1. Les éléments αi = ei− ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 1
forment une base de R.

On identifie le groupe symétrique Sn avec son action sur Rn par permutation des e1, . . . , en.
La réflexion par rapport à αi correspond à (i, i+ 1). Comme Sn est engendré par ces transpo-
sitions, le groupe de Weyl s’identifie à Sn.

3.2 Représentation seminormale du groupe de Weyl Sn

Sauf mention contraire, les notations de ce paragraphe seront celles du paragraphe 1.3 .

La châıne des systèmes de racines A0 ⊆ A1 ⊆ ... ⊆ An−1 correspond à la châıne des groupes
de Weyl

S1 ⊆ S2 ⊆ ... ⊆ Sn

On désigne les représentations irréductibles de Sk par W λ = CSn · cλ, où cλ est le symétriseur
de Young correspondant.

Ici on énonce sans démonstration la loi de la ramification pour An−1 qui vient de la théorie
classique de représentations du groupe symétrique. On l’obtient en utilisant des outils comme
le formule de Frobenius, la règle de Littlewood-Richardson, et la réciprocité de Frobenius qui
explique le lien entre les représentations induites et les restrictions de représentations.

Théorème 3.2.1 (Loi de la ramification pour Sn). Soient λ une partition de k et W λ la
représentation irréductible de Sk qui est indexée par λ. Alors la décompostion de W λ en somme
directe de représentations irréductibles de Sk−1 est donnée par

W λ ↓Sk
Sk−1

'
⊕
µ∈λ−

Wµ

où λ− désigne l’ensemble des partitions de k − 1 qui sont obtenues en enlevant une case de λ.
Remarquons qu’en plus la restriction de Sk à Sk−1 n’a pas de multilicité.

�

Ainsi, on obtient le graphe Γ pour la châıne S1 ⊆ S2 ⊆ ... ⊆ Sn. Par exemple, pour n = 4,
Γ est comme ci-desous.
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On remarque que deux sommets de Γ sont reliés par au plus une arête, donc un chemin
dans Γ est caractérisé par les sommets par lesquels il passe. Pour chaque chemin dans ce graphe
(λ(0) → . . . → λ(n)), si on place i dans la case que l’on a ajoutée à λ(i−1) pour obtenir λ(i), on
obtient ainsi un tableau de Young standard de forme λ(n). Donc dans la suite, on identifie de
cette façon les chemins dans Γ et les tableaux de Young standards de forme λ(n).

Dans ce cas particulier, ce qui est remarquable est que pour nous ramener à la condition de
la proposition 1.3.1, il suffit de prendre pour Zk (2 ≤ k ≤ n) l’ensemble formé d’un seul élément

zk =
∑

1≤i<j≤k
(i, j)

qui est dans le centre de CSk. D’après la relation CS1 ⊆ CS2 ⊆ ... ⊆ CSn, les zk (2 ≤ k ≤ n)
forment une partie commutative de CSn.

On introduit ici les éléments de Jucys-Murphy

mk = zk − zk−1 =
k∑
i=2

(i− 1, k) pour 2 ≤ k ≤ n

Ces éléments, comme combinaisons linéaires des zk, commutent entre eux.

Définition 3.1. Le contenu d’une case b dans un diagramme de Young λ est donné par

ct(b) = j − i, si b est à la position (i,j) dans λ.

Proposition 3.2.1. Pour tout 1 ≤ k ≤ n et toute partition µ telle que |µ| = k,

ck(µ) = χµ(zk)/χµ(1) =
∑
b∈µ

ct(b)

où χµ désigne le caractère de Sk dans la représentation Wµ.

Preuve :
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On désigne les cases dans un diagramme de Young par leur position (i, j). Pour µ une
partition telle que |µ| = k, on note encore son diagramme de Young correspondant par µ et on
introduit les notations ci-dessous

r = max{i; (i, i) ∈ µ}
pour 1 ≤ i ≤ r, ai est le cardinal de {j > r − i+ 1; (j, r − i+ 1) ∈ µ}

bi est le cardinal de {j > r − i+ 1; (r − i+ 1, j) ∈ µ}

Alors on a la formule

χµ((1, 2)) =
dimWµ

k(k − 1)

r∑
i=1

(bi(bi + 1)− ai(ai + 1)) (16)

Nous renvoyons à l’appendice pour une démonstration de cette formule.
En développant, on a

∑
b∈µ

ct(b) =
r∑
i=1

(
∑

j>i,(j,i)∈µ

(i− j) +
∑

j>i,(i,j)∈µ

(j − i)) =
r∑
i=1

((−1− · · · − ai) + (1 + · · ·+ bi))

D’autre part, ck(µ) = χµ(zk)/χµ(1) = C2
kχ

µ((1,2))
dimWµ , l’égalité découle de la formule (16).

�

D’après la définition 1.4, le poids d’un tableau de Young standard (λ(1) → . . . → λ(n)), où
|λ(k)| = k est

wt(L) = (c1(λ(1)), . . . , cn(λ(n)))

Comme ck(λ(k)) =
∑k

i=1 ct(L(i)), wt(L) est complètement determiné par le n-uplet

w̃t(L) = (ct(L(1)), . . . , ct(L(n)))

Proposition 3.2.2. Chaque tableau de Young standard L=(λ(1) → . . . → λ(n)) est caractérisé
par son poids.

Preuve :

Notons que deux cases dans une partition λ ont le même contenu si et seulement si elles sont
dans une même diagonale. Si λ(i) est une partition, les λ(i+1) obtenus à partir de λ(i) sont donc
distingués par le contenu de la case ajoutée. Donc par récurrence, le tableau de Young L est
complètement déterminé par w̃t(L), donc par son poids.

�

Maintenant on peut commencer à construire une représentation seminormale de
S1 ⊆ S2 ⊆ ... ⊆ Sn.

Soit P1 ⊆ P2 ⊆ · · · ⊆ Pn l’algèbre des chemins du graphe Γ de S1 ⊆ S2 ⊆ ... ⊆ Sn. Pour
λ ∈ Gn,

V λ = V ectC{vL tq L est un tableau de Young standard de forme λ}

Comme avant, les vL forment une base seminormale pour la représentation V λ de Pn. D’après
lemme 1.1, pour tout isomorphisme Φ entre Pn et CSn tel que Φ(Pk) = CSk, on a, si L = (λ(1) →
. . .→ λ(n)) :

zkvL = ck(λ(k))vL
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et
mkvL = (ck(λ(k))− ck−1(λ(k−1)))vL = ct(L(k))vL (17)

On voudrait savoir comment les images de Sn par Φ−1 agissent sur V λ. En effet, il suffit de
connâıtre l’action de Φ−1(si), où si (2 ≤ i ≤ n) sont les générateurs de Sn. Plus précisément,
étant donné L un tableau de Young de forme λ tel que |λ| = n, on note (si)M,L le coefficient
de vM dans l’expression de Φ−1(si)vL comme combinaison linéaire des éléments dans la base
seminormale de Vλ. D’après la proposition 3.2.2 et la proposition 1.3.1, zk et les constantes ck
déterminent les (si)L,L et les (si)M,L(M 6= L) à une constante près. Ca nous permet de donner
un tel Φ explicite.

Dans toute la suite, L est un tableau de Young standard de forme λ tel que |λ| = n. On
rappelle que pour s ∈ Sn, sL désigne le tableau obtenu en remplaçant dans L l’entier j par son
image s(j). On note par convention vsL = 0 si sL n’est plus standard. Et on notera par abus
Φ−1(si)vL par sivL.

Pour i = 2, s2 = m2, l’action est donnée par formule (17). Pour i > 2, on a besoin des
lemmes suivant :

Lemme 3.1.
sivL = (si)L,LvL + (si)siL,LvsiL

i.e. sivL est indépendant de tous les vM sauf M = L et M = siL

Preuve :

Pour i = n, posons

pk(λ(k)) =
∏

ck(µ) tq ck(µ) 6=ck(λ(k)) et µ∈Gk

zk − ck(µ)
ck(λ(k))− ck(µ)

et

PL[n−2] =
n−2∏
k=1

pk(λ(k))

alors si M = (µ(1) → . . .→ µ(n)) est un autre chemin de Γ,

PL[n−2]vM =

{
vM si µ(k) = λ(k), pour 1 ≤ k ≤ n− 2
0 sinon

Notons qu’il existe seulement deux tableaux vérifiant µ(k) = λ(k), pour 1 ≤ k ≤ n− 2, à savoir
L et snL. Donc

PL[n−2]vM =

{
vM si M = L, ou snL
0 sinon

PL[n−2] est dans CSn−2, donc il commute avec sn. D’où

snvL = sn(PL[n−2]vL) = PL[n−2](snvL) = (sn)L,LvL + (sn)snL,LvsnL

La démonstration pour le cas 2 < i < n est identique.

�

Lemme 3.2.
(si)L,L =

1
ct(L(i))− ct(L(i− 1))
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Preuve :

Pour j < i, si(j − 1, i − 1)s−1
i = (j − 1, i). Un calcul facile donne : simi−1 = misi − 1. On

fait agir les éléments des deux membres sur vL,

simi−1vL = ct(L(i− 1))sivL = ct(L(i− 1))(si)L,LvL + ct(L(i− 1))(si)siL,LvsiL

misivL − vL = (si)L,Lct(L(i))vL + (si)siL,Lct(siL(i))vsiL − vL

En comparant les coefficients de vL, on obtient le résutat voulu.

�

Les deux lemmes précédents sont vrais pour tout isomorphisme Φ entre Pn et CSn tel que
Φ(Pk) = CSk.

Lemme 3.3. On peut normaliser un quelconque Φ comme ci-dessus pour obtenir un isomor-
phisme Φ̄ ayant les mêmes propriétés et tel que les coefficients satisfont (si)siL,L = 1 + (si)L,L.

Preuve :

Supposons que s =
∑

M,L(s)M,LeM,L, avec eM,L = Φ−1(EM,L) pour tout s ∈ CSn. En
particulier d’après le lemme 3.1,

si =
∑
L

((si)L,LeL,L + (si)siL,LesiL,L)

où (si)L,L est donné par le lemme 3.2. Remarquons que si 1+(si)L,L = 0, alors ct(L(i))−ct(L(i−
1)) = −1, ce qui signifie que L(i) et L(i − 1) sont placés dans des diagonales limitrophes du
tableau de Young. Dans ce cas-là, si L est standard, forcément siL n’est plus standard.

Maintenant on définit un morphisme Φ̄ matriciellement en multipliant Φ par une matrice
diagonale telle que

Φ̄ : Pn → CSn

EM,L 7→ ēM,L

et que pour tout L,

ēL,L = eL,L

ēsiL,L = κsiL,LesiL,L =
(si)siL,L

1 + (si)L,L
esiL,L si siL reste standard

ēsiL,L = 0 sinon .

Puis on étend à tout (M,L) par

ēM,L =
t∏

j=1

ēsj ···s1L,sj−1···s1L

où M = sL = st · · · s1L.

Grâce à la remarque 1.2, pour montrer le lemme, il suffit de vérifier les relations entre les
coefficients. Pour M = siL, la relation κM,LκL,M = 1 correspond ici à

(si)siL,L

1 + (si)L,L
·

(si)L,siL

1 + (si)siL,siL
= 1

On utilise la relation s2i = 1 et on fait agir les deux membres de cette équation sur vL selon Φ.
On compare les coefficients de vL et vsiL. Ils nous donnent les équations :

(si)2L,L + (si)siL,L(si)L,siL = 1 et (si)siL,siL = −(si)L,L
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Donc
(si)siL,L(si)L,siL = (1 + (si)L,L)(1 + (si)siL,siL)

qui est exactement la relation voulue. De même, si on fait agir sisj = sjsi pour |i − j| > 1 et
sisi+1si = si+1sisi+1 et si on compare les coefficients correspondants, on obtient les relations

κsjsiL,siLκsiL,L = κsisjL,sjLκsjL,L, pour|i− j| > 1
κsisi+1siL,si+1siLκsi+1siL,siLκsiL,L = κsi+1sisi+1L,sisi+1Lκsisi+1L,si+1Lκsi+1L,L

Ainsi la définition pour ēsL,L avec s quelconque ne dépend pas de l’expression par les générateurs
et les relations κM,LκL,N = κM,N , κM,LκL,M = 1 pour M,N,L quelconques sont satisfaites
automatiquement par définition.

�

Théorème 3.2.2 (Young). Soit λ une partition telle que |λ| = n. Pour chaque générateur
s2, . . . , sn de Sn, on définit son action sur V λ par

sivL = (si)L,LvL + (1 + (si)L,L)vsiL, pour 2 ≤ i ≤ n

où
(si)L,L =

1
ct(L(i))− ct(L(i− 1))

et on définit par convention vsiL = 0 lorsque siL n’est pas standard. Alors cette action s’étend
à une action de Sn bien définie sur Vλ.

Preuve :

En combinant les trois lemmes précédents, il suffit de prendre l’isomorphisme Φ défini dans
le dernier lemme .

�

Théorème 3.2.3 (Young). On prend V λ et l’action de Sn dessus comme dans le théorème
précédent. Alors les {V λ, pour λ partition de longueur n } forment un système complet de re-
présentations irréductibles du groupe Sn, et pour chaque λ,

{vL pour tout L tableau de Young standard de forme λ}

est une base seminormale pour la représentation V λ de Sn.

Preuve :

On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 2, S2 = {1, z2}. Dans ce cas, V λ est de di-
mension 1, donc d’après la formule, z2vL = c2(λ)vL et c2(λ) = χ

Wλ (z2)

χ
Wλ (1) = χWλ(z2). Donc V λ et

W λ sont deux représentations irréductibles de S2 avec le même caractère. Par suite, elles sont
équivalentes.

On suppose le résultat vrai pour n − 1. Puis, par la règle de restriction pour An−1 pour la
représentation de goupe Sn

W λ ↓Sk
Sk−1

'
⊕
µ∈λ−

Wµ

et la règle de restriction pour la représentation d’algèbre de chemin

V λ '
⊕

µ∈Gn−1

V µ

l’hypothèse de récurrence appliquée aux µ avec |µ| = n − 1 donne V λ ' W λ. Le théorème en
découle.

�
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3.3 Représentation seminormale de l’algèbre de Hecke HAn−1(q
2)

On a défini l’algèbre de Hecke HAn−1(q2) dans la section 2.3. On veut trouver la représen-
tation seminormale de cette algèbre en utilisant celle de son groupe de Weyl Sn. On essaie tout
d’abord de trouver l’analogue des éléments de Jucys-Murphy.

Pour chaque 2 ≤ k ≤ n, définissons

Mk = Tk . . . T3T2T2T3 . . . Tk

et
ζk = MkMk−1 . . .M2

Proposition 3.3.1. ζk est dans le centre de HAk−1(q2)

Preuve :

(1) Montrons d’abord que pour i+ 1 ≤ j ≤ k, TiMj = MjTi.

Mi = TiMi−1Ti

TiMj = Tj . . . TiTi+1TiMi−1TiTi+1 . . . Tj

= Tj . . . Ti+1TiTi+1Mi−1TiTi+1 . . . Tj

= Tj . . . Ti+1TiMi−1TiTi+1Ti . . . Tj = MjTi

(2) Pour j ≥ 3, montrons par récurrence TjMjMj−1 = MjMj−1Tj
On vérifie directement pour j = 3 et supposons le résultat pour j, alors

Mj+1MjTj+1 = Tj+1MjTj+1MjTj+1

= Tj+1TjTj+1Mj−1TjMj−1Tj+1TjTj+1

= TjTj+1TjMj−1TjMj−1TjTj+1Tj

= TjTj+1T
2
jMj−1TjMj−1Tj+1Tj

= TjTj+1T
2
jMj−1TjTj+1Mj−1Tj

= Tj+1TjMj+1Mj−1Tj

= Tj+1TjMj+1Mj−1Tj = Tj+1Mj+1Mj

où la quatrième égalité découle de l’hypothèse de récurrence et la dernière égalité de l’étape (1).
Maintenant, montrons la proposition. Pour tout j ≤ k,

Tjζk = Mk . . . TjMjMj−1 . . .M2

= Mk . . .MjMj−1Tj . . .M2 = ζkTj .

�

Puisque HAn−2(q2) ⊂ HAn−1(q2), les ζk (2 ≤ k ≤ n) commutent entre eux. Notons que pour
i < j, MiMjζj−1 = MjMiζj−1, donc les Mk (2 ≤ k ≤ n) forment aussi une partie commutative.

Remarque 3.1. D’après un calcul facile utilisant itérativement la relation T 2
i = (q−q−1)Ti+1,

on obtient
Mk − 1
q − q−1

=
k∑
i=2

T(i−1,k)

où T(i−1,k) = TkTk−1 . . . Ti+1TiTi+1 . . . Tk. Il est clair que ce sont les analogues des éléments de
Jucys-Murphy définis pour Sk.
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Théorème 3.3.1. Soit K = C(q). Alors HAn−1(q2) est une algèbre semi-simple scindée et il
existe un K-isomorphisme d’algèbres

Ψ̃ : HAn−1(q2) → KSn

tel que Ψ̃(HAk−1(q2)) = KSk pour 1 ≤ k ≤ n.

Nous renvoyons à [1, Chapitre IV, §2, Ex. 23-24] pour la démonstration de ce théorème. En
fait, l’idée directrice est la même que celle de la démonstration du théorème 2.3.1.

�

Cet isomorphisme nous donne une bijection entre les représentations irréductibles de KSn et
les représentations irréductibles de HAn−1(q2). De plus, tout caractère χ d’une représentation
irréductible deHAn−1(q2) prend ses valeurs dans C[q, q−1]. En particulier, quand on spécialise q à
1, [χ(Ti)]|q=1 = χ̃(si) où χ̃ est le caractère de la représentation irréductible de Sn correspondante.

Grâce à ce lien entre l’algèbre de Hecke et son groupe de Weyl, on peut maintenant procéder
par analogie avec CSn pour obtenir la représentation seminormale de HAn−1(q2).

On prend P1 ⊆ P2 ⊆ · · · ⊆ Pn l’algèbre des chemins du graphe Γ de S1 ⊆ S2 ⊆ ... ⊆ Sn,

V λ = V ectK{vL tq L est un tableau de Young standard de forme λ}

et les isomorphismes
Ψ = Ψ̃−1 ◦ Φ̃ : Pn → HAn−1(q2)

tels que Ψ(Pk) = HAk−1(q2), où Φ̃ est l’extension naturelle du C-isomorphisme Φ en un K-
isomorphisme et Ψ̃ l’isomorphisme du théorème. On a d’abord la proposition suivante :

Proposition 3.3.2. Soit ρ : HAn−1(q2) → Km×m une représentation irréductible de HAn−1(q2).
On suppose qu’elle correspond à la représentation irréductible V λ de Sn de caractère χλ. Alors

ρ(ζn) = q
2

χλ(zn)

χλ(1) · Idm×m

Par conséquent, si L = (λ(1) → . . .→ λ(n)) est un tableau de Young standard, on a

ζkvL = q2ck(λ(k))vL

Preuve :

Comme ζn est dans le centre de HAn−1(q2), il existe c dans K tel que ρ(ζn) = c · Idm×m.
Prenons le déterminant des deux membres :

cm = det (ρ(ζn)) = det (ρ(MnMn−1 · · ·M2)) =
n∏
j=2

(
j∏
i=2

det ρ(Ti)
2)

Puisque (Ti − q)(Ti + q−1) = 0, les valeurs propres de Ti sont q et −q−1. On suppose que leur
multiplicités sont respectivement ai et bi. Donc

χλ(Ti) = aiq − biq
−1

On spécialise à q = 1 :

χλ(si) = ai − bi

det ρ(Ti) = qχ
λ(si)(−1)bi

cm = q2(
∑n

j=2

∑j
i=2 χ

λ(si))(−1)2(
∑n

j=2

∑j
i=2 bi)

= q2χ
λ(zn)

De nouveau, en faisant q = 1 dans ρ(ζn), on obtient l’identité, donc c > 0 et

c = q
2χλ(zn)

m = q
2χλ(zn)

χλ(1)
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Ainsi on a
MkvL = ζk(ζk−1)−1vL = q2ct(L(k))vL

et on note dans la suite q2ct(L(k)) = CT (L(k)).

Donnons nous les analogues des lemmes 3.2.1 à 3.2.3 :

Lemme 3.4.
TivL = (Ti)L,LvL + (Ti)siL,LvsiL

i.e. TivL est indépendant de tous les vM sauf M = L et M = siL

Preuve :

Il suffit de remplacer pk(λ(k)) dans la démonstration du lemme 3.2.1 par

p̃k(λ(k)) =
∏

ck(µ) tq ck(µ) 6=ck(λ(k)) et µ∈Gk

ζk − q2ck(µ)

q2ck(λ(k)) − q2ck(µ)

.

�

Lemme 3.5.

(Ti)L,L =
q − q−1

1− CT (L(i−1))
CT (L(i))

.

Preuve :

Notons que Mi = TiMi−1Ti. On le réécrit comme

M−1
i TiMi−1 = T−1

i = Ti − (q − q−1),

on fait agir les deux membres sur vL, puis la comparaison des coefficients de vL donne le résultat.

�

Lemme 3.6. Tout Ψ peut se normaliser en un isomorphisme Ψ̄ vérifiant les mêmes propriétés
et tel que ses coefficients satisfont (Ti)siL,L = q−1 + (Ti)L,L.

Preuve :

L’idée est complètement identique, on remplace simplement les vérifications pour les relations
de Si par celles de HAi−1(q2).

�

Théorème 3.3.2 (Hoefsmit,Wenzl). Soit λ une partition telle que |λ| = n. Pour chaque
générateur T2, . . . , Tn de HAn−1(q2), on définit son action sur V λ par

TivL = (Ti)L,LvL + (q−1 + (Ti)L,L)vsiL, pour 2 ≤ i ≤ n

où

(Ti)L,L =
q − q−1

1− CT (L(i−1))
CT (L(i))

et on définit par convention vsiL = 0 lorsque siL n’est pas standard. Alors cette action s’étend
à une action de HAn−1(q2) bien définie sur V λ.
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Preuve :

De nouveau, on combine les trois lemmes précédents et on prend l’isomorphisme Ψ défini
dans le dernier lemme.

�

Théorème 3.3.3 (Hoefsmit,Wenzl). On prend V λ muni de l’action de HAn−1(q2) comme
dans le théorème précédent. Alors les {V λ, pour λ partition de longueur n } forment un système
complet de représentations irréductibles de HAn−1(q2) et pour tout λ,

{vL tq L est un tableau de Young standard de forme λ}

est une base seminormale de V λ comme représentation de HAn−1(q2).

Preuve :

Ce théorème découle directement les théorèmes 3.2.3, 3.3.1 et 3.3.2.

�
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4 Représentation des algèbres de Hecke de type Bn

4.1 Le système de racines Bn et son groupe de Weyl

Dans Rn, toujours muni de sa base canonique e1, . . . , en et du produit scalaire usuel, on
appelle le système de racines Bn le système dont les 2n2 racines sont {+ei, −ei, 1 ≤ i ≤
n, ei − ej , ei + ej , −ei − ej , 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j}. Une base de Bn est donnée par α1 = e1,
α2 = e2 − e1,. . . , αn = en − en−1.

Le groupe de Weyl correspondant, noté WBn, s’identifie au groupe des permutations signées
de {1, . . . , n}. Il est engendré par les permutations de Sn qui agissent comme précédemment,
et des éléments de (Z/2Z)n qui agissent en échangeant les signes. Plus précisément, si τi =
(1, . . . ,−1, . . . , 1) ∈ (Z/2Z)n où le −1 est en position i, alors

τi(ej) =

{
ej si i 6= j,

−ei si i = j.

En effet, la réflexion par rapport à α1, notée s1, est bien l’action de τ1, tandis que les réflexions
de vecteurs αi pour 2 ≤ i ≤ n, notées si, correspondent comme précédemment à l’action de la
transposition (i− 1, i). Les si, 1 ≤ i ≤ n engendrent un groupe isomorphe à (Z/2Z)n o Sn où la
règle du produit semi-direct est donnée par

Sn → Aut((Z/2Z)n)
σ 7→ ((a1, . . . , an) 7→ (aσ−1(1), . . . , aσ−1(n)))

Une autre manière de représenter les éléments de WBn est de les voir comme un sous-groupe
des permutations s de {−n, . . . ,−1, 1, . . . , n} telles que s(−k) = −s(k) pour tout k ∈ {1, . . . , n}.
Par exemple, si 2 ≤ i ≤ n, on note si = (i− 1, i)(−(i− 1),−i) et s1 = (1,−1). Ces deux points
de vue sont clairement équivalents.

Les générateurs de WBn satisfont les relations :

sisj = sjsi si |i− j| ≥ 2
sisi+1si = si+1sisi+1 pour 2 ≤ i ≤ n− 1
s1s2s1s2 = s2s1s2s1

s2i = 1 pour 1 ≤ i ≤ n

4.2 Représentation seminormale du groupe de Weyl WBn

Beaucoup de résultats démontrés pour An−1 peuvent s’adapter au cas de Bn.

La châıne des systèmes de racines ∅ = B0 ⊆ B1 ⊆ B2 ⊆ . . . ⊆ Bn correspond à la châıne des
groupes de Weyl

{1} = WB0 ⊆WB1 ⊆WB2 ⊆ . . . ⊆WBn

On désigne toujours les représentations irréductibles de WBk par W λ.
Mais cette fois-ci, λ correspond à une partition double de longueur k : λ = (α, β) où (α, β)

est un couple de partitions telles que |α|+ |β| = k.
Un tableau standard L = (Lα, Lβ) associé à la partition double λ = (α, β) est composé

des deux schémas de Young associés à α et β dont les cases sont numérotées à l’aide des entiers
de 1 à k de telle sorte que dans un même tableau, les numéros croissent de gauche à droite dans
une même ligne et de haut en bas dans une même colonne.

Voici par exemple un tableau standard associé à la partition double ((3, 1, 1, 1), (3, 2)).


1 4 7
5
8
10

,
2 3 9
6 11


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Théorème 4.2.1 (loi de la ramification pour WBn). Si W λ est une représentation irré-
ductible de WBk avec comme ci-dessus λ = (α, β) et |α|+ |β| = k, alors la restriction à WBk−1

est :
W (α,β) ↓WBk

WBk−1
'

⊕
(µ,ν)∈(α,β)−

W (µ,ν)

où (α, β)− est l’ensemble des partitions doubles de longueur k− 1 obtenues à partir de (α, β) en
enlevant une case à l’un des deux schémas.

Ici non plus, la restriction de WBk à WBk−1 n’a pas de multiplicité.

De plus, nous admettrons que W (µ,∅) ⊗
W (∅,ν) ↑WBk

WBa×WBb
' W (µ,ν) comme représentation

induite.

On peut alors construire toujours sur le même principe le graphe Γ associé à la châıne
{1} ⊆WB1 ⊆WB2 ⊆ . . . ⊆WBn. Par exemple, pour n = 2, on obtient :

( ∅ , ∅ )

vvmmmmmmmmmmmm

((QQQQQQQQQQQQ

(
∅ ,

)
xxpppppppppppppp

��
&&MMMMMMMMMMMMM

(
, ∅

)
xxppppppppppppp

��
''NNNNNNNNNNNNNN

(
∅ ,

) (
∅ ,

) (
,

) (
, ∅

) (
, ∅

)
Comme pour An−1, on identifie le chemin L = (λ(0) → . . . → λ(n)) avec le tableau dont la

partition double est λ(n) et où on a placé l’entier i avec 1 ≤ i ≤ n dans la case que l’on a ajoutée
à λ(i−1) pour obtenir λ(i).

Ici, à la différence de An−1, pour satisfaire les conditions de la proposition 1.3.1 il faut
prendre, pour 1 ≤ k ≤ n, Zk = {zk,s, zk,l, zk,0} où

zk,s =
k∑
i=1

(i,−i)

zk,l =
∑

1≤i<j≤k
[(i, j)(−i,−j) + (i,−j)(−i, j)]

zk,0 = (1,−1)(2,−2) . . . (k,−k) = −Id

zk,s se note ainsi car il s’agit de la somme des réflexions de WBk de vecteurs les racines
positives courtes (les +ei, 1 ≤ i ≤ k, de longueur 1). De même, zk,l est la somme des réflexions
de vecteurs les racines positives longues (les ej − ei, 1 ≤ i < j ≤ k et les ei + ej , 1 ≤ i < j ≤ k,
toutes de longueur 2).

On remarque que tous ces éléments commutent entre eux dans CWBn, puisque pour tout
1 ≤ k ≤ n, les Zk sont inclus dans le centre de CWBk : il s’agit de sommes des éléments d’une
même classe de conjugaison.

On peut alors définir les analogues pour Bn des éléments de Jucys-Murphy :

mk,s = zk,s − zk−1,s = (k,−k) pour 1 ≤ k ≤ n

mk,l = zk,l − zk−1,l =
k−1∑
i=1

[(i, k)(−i,−k) + (−i, k)(i,−k)] pour 2 ≤ k ≤ n

Ces éléments commutent également entre eux.
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Définition 4.1. On définit le signe et le contenu d’une case b dans une double partition (α, β)
par :

sgn(b) =

{
1 si b ∈ α,
−1 si b ∈ β.

ct(b) = j − i si b est en position (i, j), que ce soit dans α ou dans β.

Proposition 4.2.1. Soit 1 ≤ k ≤ n. En reprenant les notations précédentes, si (µ, ν) est une
partition double de longueur k, χ(µ,ν) le caractère de la représentation irréductible W (µ,ν) de
WBk, alors on a :

ck,s(µ, ν) =
χ(µ,ν)(zk,s)
χ(µ,ν)(1)

=
∑

b∈(µ,ν)

sgn(b)

ck,l(µ, ν) =
χ(µ,ν)(zk,l)
χ(µ,ν)(1)

= 2
∑

b∈(µ,ν)

ct(b)

ck,0(µ, ν) =
χ(µ,ν)(zk,0)
χ(µ,ν)(1)

=
∏

b∈(µ,ν)

sgn(b)

Preuve :

Notons a = |µ| et b = |ν|. On a a + b = k. Soient WBa le sous-groupe de WBk des
permutations signées de {1, 2, . . . , a} et WBb celui des permutations signées de {a + 1, . . . , k}.
Soient Sa et Sb les groupes des permutations de {1, 2, . . . , a} et de {a+1, . . . , k} respectivement.

On veut se ramener à ce que l’on vient de montrer pour An.
Soit Wµ la représentation irréductible de Sa correspondant à la partition µ. On étend cette

représentation à WBa en faisant agir s1 = (1,−1) de façon triviale, donc en ne touchant pas
aux signes.

Soit de même W ν la représentation irréductible de Sb pour ν. Cette fois, on étend cette
représentation à WBb en faisant agir l’élément (a+ 1,−(a+ 1)) ∈WBb par −IdW ν .

Alors Wµ et W ν munis de cette action de WBk s’identifient aux représentations W (µ,∅) et
W (∅,ν) de WBk. Par conséquent, ce sont des représentations irréductibles pour les groupes WBa
et WBb respectivement.

De plus, par construction, si χµ et χν sont les caractères des représentations irréductibles
Wµ et W ν de Sa et Sb respectivement, comme les caractères sont constants sur une classe de
conjugaison, on a :

χ(µ,∅)((1, 2)(−1,−2)) = χµ((1, 2))
χ(µ,∅)((1,−1)) = χµ(1)
χ(µ,∅)((1,−1)(2,−2) . . . (a,−a)) = χµ(1)
χ(∅,ν)((a+ 1, a+ 2)(−(a+ 1),−(a+ 2))) = χν((a+ 1, a+ 2))
χ(∅,ν)((a+ 1,−(a+ 1))) = −χν(1)
χ(∅,ν)((a+ 1,−(a+ 1))(a+ 2,−(a+ 2)) . . . (k,−k)) = (−1)bχν(1)

Comme W (µ,∅) ⊗
W (∅,ν) ↑WBk

WBa×WBb
'W (µ,ν) comme représentation induite, on peut calculer

les caractères χ(µ,ν) comme à la proposition 1.1.1 (6) par la formule :

χ(µ,ν)(w) =
∑

g−1
i wgi∈WBa×WBb

χ(µ,∅)(g−1
i wgi)χ(∅,ν)(g−1

i wgi) (18)

où la somme porte sur les représentants gi des classes de WBk/(WBa ×WBb) tels que
g−1
i wgi ∈WBa ×WBb.
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En utilisant cette formule, on obtient :

ck,l(µ, ν) =
χ(µ,ν)(zk,l)
χ(µ,ν)(1)

=

∑
1≤i<j≤k χ

(µ,ν)((i, j)(−i,−j)) + χ(µ,ν)((i,−j)(−i, j))
χ(µ,ν)(1)

=
k(k − 1)χ(µ,ν)((1, 2)(−1,−2))

χ(µ,ν)(1)

= k(k − 1)
Ca−2
k−2χ

(µ,∅)((1, 2))χ(∅,ν)(1) + Cak−2χ
(µ,∅)(1)χ(∅,ν)((a+ 1, a+ 2))

Cakχ
(µ,∅)(1)χ(∅,ν)(1)

= k(k − 1)
(
a(a− 1)χµ((1, 2))
k(k − 1)χµ(1)

+
b(b− 1)χν((a+ 1, a+ 2))

k(k − 1)χν(1)

)
= 2

(
χµ(

∑
1≤i<j≤a(i, j))
χµ(1)

+
χν(

∑
a+1≤i<j≤k(i, j))
χν(1)

)
= 2

(
χµ(zµa )
χµ(1)

+
χν(zνb )
χν(1)

)

= 2

∑
b∈µ

ct(b) +
∑
b∈ν

ct(b)


= 2

∑
b∈(µ,ν)

ct(b)

De même,

ck,s(µ, ν) =
χ(µ,ν)(zk,s)
χ(µ,ν)(1)

=
χ(µ,ν)(

∑k
i=1(i,−i))

χ(µ,ν)(1)

=
kχ(µ,ν)((1,−1))

χ(µ,ν)(1)

= k
Ca−1
k−1χ

(µ,∅)((1,−1))χ(∅,ν)(1)) + Cak−1χ
(µ,∅)(1)χ(∅,ν)((a+ 1,−(a+ 1)))

Cakχ
(µ,∅)(1)χ(∅,ν)(1)

=
aχµ((1,−1))

χµ(1)
+
bχν((a+ 1,−(a+ 1)))

χν(1)
= a− b

=
∑

b∈(µ,ν)

sgn(b)

La dernière égalité provenant du fait que pour toute case b dans µ, sgn(b) = 1 et pour toute
case b dans ν, sgn(b) = −1.

Un calcul similaire permet d’obtenir la formule donnant χ(µ,ν)(zk,0).

�

Comme d’habitude, on définit le poids d’un chemin L = (λ(0) → . . .→ λ(n)), avec |λ(k)| = k
par :

wt(L) = (c1(λ(1)), . . . , cn(λ(n)))

où pour une partition double λ = (µ, ν),

ck(λ) = (ck,s(λ), ck,l(λ), ck,0(λ)).
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La proposition précédente nous permet de voir que la donnée de wt(L) équivaut à celle des
deux n-uplets

w̃t1(L) = (ct(L(1)), . . . , ct(L(n))) et
w̃t2(L) = (sgn(L(1)), . . . , sgn(L(n)).

Proposition 4.2.2. Tout tableau L = (λ(0) → . . .→ λ(n)) est caractérisé par son poids.

Preuve :

Supposons donné wt(L), et cherchons à déterminer L. On connâıt donc w̃t1(L) et w̃t2(L). Par
récurrence sur i ≥ 1, supposons avoir déterminé les λ(j) = (µ(j), ν(j)) pour 0 ≤ j ≤ i− 1. Alors,
comme on connâıt sgn(L(i)), on sait dans quelle partition µ(i−1) ou ν(i−1) il faut ajouter une case
pour obtenir λ(i). Puis, comme on connâıt ct(L(i)), comme pour la preuve de la proposition 3.2
concernant An, on sait où ajouter la case i dans le tableau correspondant. Donc par récurrence,
L est uniquement déterminé par son poids.

�

Construction de la représentation seminormale de WB0 ⊆WB1 ⊆ . . . ⊆WBn

Comme avant, on construit P0 ⊆ P1 ⊆ . . . ⊆ Pn l’algèbre des chemins du graphe Γ de
WB0 ⊆WB1 ⊆ . . . ⊆WBn. Pour tout λ = (µ, ν) ∈ Gn,

V λ = V ectC{vL tq L est un tableau standard ayant pour double partition λ}.

De même, les vL forment une base seminormale pour la représentation de Pn. En prenant un
isomorphisme Φ comme pour le lemme 1.1, si L = (λ(0) → . . .→ λ(n)) est un chemin de Γ, on a

zk,svL = ck,s(λ(k))vL, zk,lvL = ck,l(λ(k))vL, zk,0vL = ck,0(λ(k))vL.

D’où

mk,svL = sgn(L(k))vL (19)
mk,lvL = ct(L(k))vL (20)

Comme pour An, on cherche à déterminer les actions des si (1 ≤ i ≤ n), les générateurs de
WBn. En reprenant les notations de la partie 3.2, on note, pour L un tableau standard de forme
λ :

Φ−1(si)vL = sivL =
∑

M tableau standard de forme λ

(si)MLvM

où les (si)M,L sont des scalaires à déterminer.
On garde la notation sL, où s ∈ Sn ⊂ WBn pour désigner le tableau où l’entier j a été

remplacé dans L par son image s(j).

Théorème 4.2.2 (Young). Soit λ = (α, β) une partition double telle que |λ| = |α|+ |β| = n.
Pour chaque générateur s1, . . . , sn de WBn, on définit son action sur V λ par

s1vL = sgn(L(1))vL
sivL = (si)L,LvL + (1 + (si)L,L)vsiL, pour 2 ≤ i ≤ n

où
(si)L,L =

1
ct(L(i))− ct(L(i− 1))

(et on définit par convention vsiL = 0 lorsque siL n’est pas standard). Alors cette action s’étend
à une action de WBn bien définie sur Vλ.
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Preuve :

L’action de s1 se déduit directement de la formule (19) puisque s1 = m1,s.
Pour l’action de si pour 2 ≤ i ≤ n, on adapte directement la preuve du théorème 3.2 pour

An.

�

Théorème 4.2.3 (Young). En reprenant l’action de WBn sur les espaces V λ comme dans le
théorème précédent, alors les {V λ, pour λ partition double de longueur n} forment un système
complet de représentations irréductibles de WBn, et pour toute partition double λ = (α, β),
{ vL tq L est un tableau standard de forme λ} est une base seminormale pour la représentation
V λ de WBn.

Preuve :

On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0, WB0 = {1} et les représentations V (∅,∅) et
W (∅,∅) sont bien équivalentes.

Pour passer de n − 1 à n, on utilise exactement le même argument que dans la preuve du
théorème 3.3 pour An.

�

4.3 Représentation seminormale de l’algèbre de Hecke HBn(p
2, q2)

L’algèbre de Hecke HBn(p2, q2) a été définie dans la section 2.4. On procède comme pour
HAn−1(q2).

Pour tout 1 ≤ k ≤ n, définissons

Mk = TkTk−1 . . . T2T1T2 . . . Tk−1Tk.

puis
zk = MkMk−1 . . .M2M1

Proposition 4.3.1. zk est dans le centre de HBk(p2, q2).

Preuve :

On procède comme avant en plusieurs étapes.

(1) Montrons que pour 1 ≤ i < k, TiMk = MkTi.
En effet, si i = 1,

T1Mk = T1Tk . . . T2T1T2 . . . Tk = Tk . . . T1T2T1T2 . . . Tk

= Tk . . . T2T1T2T1 . . . Tk

= MkT1

en utilisant les relations (11) et (13).

Si 2 ≤ i ≤ k − 1,

TiMk = TiTk . . . T1 . . . Tk

= Tk . . . TiTi+1Ti . . . T1 . . . Tk

= Tk . . . Ti+1TiTi+1 . . . T1 . . . Tk

= Tk . . . Ti+1Ti . . . T1 . . . Ti+1TiTi+1 . . . Tk

= Tk . . . T1 . . . TiTi+1Ti . . . Tk

= MkTi
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en utilisant les relations (11) et (12).

(2) T1M1 = T 2
1 = M1T1

Montrons par récurrence sur k ≥ 2 que TkMkMk−1 = MkMk−1Tk.

Si k = 2,
T2M2M1 = T2(T2T1T2)T1 = (T2T1T2)T1T2 = M2M1T2

Supposons le résultat vrai pour k − 1, avec k ≥ 3.

TkMkMk−1 = Tk(TkTk−1Mk−2Tk−1Tk)(Tk−1Mk−2Tk−1)
= TkTkTk−1Mk−2(TkTk−1Tk)Mk−2Tk−1

= Tk(TkTk−1Tk)Mk−2Tk−1Mk−2TkTk−1

= (TkTk−1Tk)(Tk−1Mk−2Tk−1︸ ︷︷ ︸
Mk−1

Mk−2)TkTk−1

= Tk−1TkTk−1(Mk−1Mk−2Tk−1)TkTk−1

= (Tk−1TkTk−1)Mk−2Tk−1Mk−2TkTk−1Tk

= (TkTk−1Tk)Mk−2Tk−1TkMk−2Tk−1Tk

= (TkTk−1Mk−2Tk−1Tk)(Tk−1Mk−2Tk−1)Tk
= MkMk−1Tk

D’où le résultat par récurrence.

Par suite, zk = MkMk−1 . . .M2M1 commute avec les Ti pour 1 ≤ i ≤ k, donc est dans le
centre de HBk(p2, q2).

�

Comme HBk−1(p2, q2) ⊂ HBk(p2, q2), on a comme pour An que les zk, 1 ≤ k ≤ n forment
une partie commutative deHBn(p2, q2) et, de même, puisque pour i < j,MiMjzj−1 = MjMizj−1,
les Mk pour 1 ≤ k ≤ n forment aussi une partie commutative.

De même que pour An, nous admettrons le

Théorème 4.3.1. Soit K = C(p, q). HBn(p2, q2) est une algèbre semi-simple scindée, et il existe
un K-isomorphisme d’algèbres

Ψ̄ : HBn(p2, q2) −→ KWBn

tel que Ψ̄(HBk(p2, q2)) = KWBk pour tout 1 ≤ k ≤ n.

Cet isomorphisme nous permet ici aussi de faire le lien entre l’algèbre de Hecke et son groupe
de Weyl pour obtenir la représentation seminormale de HBn(p2, q2) à partir de celle de KWBn.

On reprend P0 ⊆ . . . ⊆ Pn la châıne des algèbres de chemins, cette fois-ci sur K, correspondant
à la châıne WB0 ⊆ . . . ⊆WBn,

V λ = V ectK{vL tq L est un tableau de Young standard de partition double λ}

et l’isomorphisme de K-algèbres Ψ : Pn −→ HBn(p2, q2) tel que pour tout 1 ≤ k ≤ n, Ψ(Pk) =
HBk(p2, q2).

Proposition 4.3.2. Soit ρ : HBn(p2, q2) → Km×m une représentation irréductible de
HBn(p2, q2). On suppose qu’elle correspond à la représentation irréductible V λ de WBn de
caractère χλ. Alors

ρ(zn) =
χ(zn,0)
χ(1)

p
χλ(zn,s)

χλ(1) q
χλ(zn,l)

χλ(1) · Idm×m
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Par conséquent, si L = (λ(1) → . . .→ λ(n)) est un tableau de Young standard, on a pour tout
1 ≤ k ≤ n,

zkvL = ck,0(λ(k))pck,s(λ
(k))qck,l(λ

(k))vL

Preuve :

Les idées sont les mêmes que pour la preuve de la proposition 3.3.2. On commence par
montrer que

ρ(z2
k) = p

2
χλ(zk,s)

χλ(1) q
2

χλ(zk,l)

χλ(1) · Idm×m.

En effet, z2
k est aussi dans le centre de HBk(p2, q2) (puisque zk l’est), donc il agit par un

multiple de l’identité : il existe c ∈ K tel que ρ(z2
k) = c.Idm×m.

Notons χ = χλ.
En prenant le déterminant, on obtient :

cm = det ρ(z2
k) = det ρ(Mk . . .M1Mk . . .M1) =

k∏
j=2

j∏
i=2

(det ρ(Ti))4(det ρ(T1))2k

Comme pour la preuve de la proposition 3.3.2 on calcule

χ(T1) = a1p− b1p
−1

χ(Ti) = aiq − biq
−1 pour 2 ≤ i ≤ k

où a1 et b1 (respectivement ai et bi) sont les multiplicités des valeurs propres p et p−1 (respec-
tivement q et q−1).

χ(s1) = a1 − b1

χ(si) = ai − bi pour 2 ≤ i ≤ k

det ρ(T1) = pχ(s1)(−1)b1

det ρ(Ti) = qχ(si)(−1)bi

det ρ(z2
k) = p2k.χ(s1)q2×2

∑k
j=2

∑j
i=2 χ(si)

Or

χ(zk,s) =
k∑
i=1

χ(i,−i) = k.χ(s1) et

χ(zk,l) =
∑

1≤i<j≤k
(χ((i, j)(−i,−j)) + χ((i,−j)(−i, j))) = 2

k∑
j=2

j∑
i=2

χ(si),

χ(1) = m

d’où le résultat :

ρ(z2
k) = p

2
χλ(zk,s)

χλ(1) q
2

χλ(zk,l)

χλ(1) · Idm×m.

Comme les valeurs propres de ρ(zk) sont des racines carrées de celles de ρ(zk)2, on a :

ρ(zk) = (−1)d.p
χλ(zn,s)

χλ(1) q
χλ(zn,l)

χλ(1) · Idm×m.

où la parité de d est à déterminer.
En spécialisant à p = q = 1, on obtient zk = zk,0 = (1,−1) . . . (k,−k).
Donc det ρ(zk,0) =

∏
b∈λ sgn(b) = ck,0(λ).

D’où le résultat.

�
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On a toujours le théorème suivant dont la preuve est identique à celle du cas de HAn−1(q2).
On note pour 1 ≤ i ≤ n

CT (L(i)) = sgn(L(i))psgn(L(i))q2ct(L(i)).

Théorème 4.3.2. Soit λ une partition double de longueur n. On définit pour chaque générateur
T1, . . . , Tn de HBn(p2, q2) son action sur V λ par

T1vL = CT (L(1))vL

et
TivL = (Ti)L,LvL + (q−1 + (Ti)L,L)vsiL pour 2 ≤ i ≤ n où

(Ti)L,L =
q − q−1

1− CT (L(k−1))
CT (L(k))

pour tout 2 ≤ k ≤ n, avec les conventions habituelles pour vsiL. Alors cette action s’étend à une
action de HBn(p2, q2) bien définie sur V λ.

Théorème 4.3.3 (Hoefsmit). On prend V λ muni de l’action de HBn(p2, q2) comme dans le
théorème précédent. Alors les V λ avec λ partition double de longueur n, forment un système
complet de représentations irréductibles de HBn(p2, q2) et pour toute partition double λ,

{vL tq L est un tableau de Young standard de forme λ}

est une base seminormale de V λ comme représentation de HBn(p2, q2).

Preuve :

Ce théorème découle directement des théorèmes précédents.

�
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Appendice

Le but de cet appendice est de montrer la formule (16).

D’abord introduisons la formule de Frobenius qui est un résultat remarquable de la théorie
des représentations du groupe symétrique. Pour la démonstration nous renvoyons à [2,chapitre
4,§4.3].

Théorème 4.3.4 (Formule de Frobenius). Soient V λ la représentation irréductible de Sn

indexée par la partition λ : λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0 et χλ son caractère. Pour i = (i1, i2, . . . , in)
avec

∑
αiα = n, on désigne par Ci la classe de conjugaison de Sn des permutations qui ont

i1 1-cycles, i2 2-cycles, ..., in n-cycles. Soient k indeterminées x1, ..., xk avec k le nombre de
lignes du diagramme de Young de λ. On introduit

Pj(x) = xj1 + xj2 + · · ·+ xjk

∆(x) =
∏
i<j

(xi − xj).

Etant donnée une série formelle f(x1, · · · , xk) et (l1, · · · , lk), notons [f(x1, · · · , xk)](l1,··· ,lk) le
coefficient de xl11 · · ·x

lk
k dans f . Pour la partition λ donnée, on définit

l1 = λ1 + k − 1, l2 = λ2 + k − 2 , ..., lk = λk

qui est une suite strictement décroissante de k nombres positifs. Alors la valeur de χλ sur un
g ∈ Ci est donnée par

χλ(Ci) = [∆(x)
∏
j

Pj(x)ij ](l1,··· ,lk).

�

De ce théorème, on déduit la formule suivante pour calculer la valeur de χλ pour un cycle.

Proposition 4.3.3.

χλ((1, 2, ...,m)) =
(n−m)!dimVλ

−m · n!

k∑
p=1

ψ(lp)
ϕ′(lp)

(21)

où

ϕ(x) =
k∏
i=1

(x− li), ψ(x) = ϕ(x−m)
m∏
j=1

(x− j + 1)

Preuve :

Pour le cycle (1, ...,m), sa classe de conjugaison correspondant à i satisfait i1 = n−m, im =
1, ij = 0 pour les autres j.

À l’aide du déterminant de Vandermonde, on a

∆(x) = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 xk · · · xk−1

k
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
1 x1 · · · xk−1

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
σ∈Sk

(sgnσ)xσ(1)−1
k · · ·xσ(k)−1

1 (22)
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L’autre terme est∏
j

Pj(x)ij = (x1 + · · ·+ xk)n−m(xm1 + · · ·+ xmk )

=
∑

(r1,...,rk) tel que
∑
ri=n−m

(n−m)!
r1! · · · rk!

xr11 · · ·xrkk (xm1 + · · ·+ xmk )

=
∑

1≤p≤k

∑
(r1,...,rk)

(n−m)!
r1! · · · rk!

xr11 · · ·xrp+m
p · · ·xrkk

Donc en combinant les termes correspondants, on obtient

[∆(x)
∏
j

Pj(x)ij ](l1,··· ,lk) =
∑

1≤p≤k
Ap (23)

où

Ap =
∑ sgn σ · (n−m)!

(l1 − σ(k) + 1)! · · · (lp − σ(k − p+ 1)−m+ 1)! · · · (lk − σ(1) + k)!

La somme porte sur les σ ∈ Sk tels que lp − σ(k − p+ 1)−m+ 1 ≥ 0, li − σ(k − i+ 1) + 1 ≥
0, pour les autres 1 ≤ i ≤ k. On note l′p = lp −m et l′i = li. Alors

Ap =
(n−m)!

l′1! · · · l′p! · · · l′k!
∑
σ∈Sk

sgn σ
k∏
j=1

l′j(l
′
j − 1) · . . . · (l′j − σ(k − j + 1) + 2)

=
(n−m)!

l′1! · · · l′p! · · · l′k!

∣∣∣∣∣∣∣
1 l′k l′k(l

′
k − 1) · · ·

...
...

...
...

1 l′1 l′1(l
′
1 − 1) . . .

∣∣∣∣∣∣∣
Le déterminant se ramène à un déterminant de Vandermonde, donc

Ap =
(n−m)!

l′1! · · · l′p! · · · l′k!
∏
i<j

(l′i − l′j)

=
(n−m)!

l1! · · · (lp −m)! · · · lk!
∏

i<j,i,j 6=p
(li − lj)

∏
i<p

(li − lp +m)
∏
p<j

(lp −m− lj)

Remarquons ici que quand m = 1, ces calculs nous donnent au passage :

dim Vλ = χλ(1) =
n!

l1! · · · lk!
∏
i<j

(li − lj)

Calculons en combinant ces deux égalités précédentes avec

ϕ′(lp) =
∏
i6=p

(lp − li)

ψ(lp) = −m
∏
i6=p

(lp − li −m)
m∏
j=1

(lp − j + 1)

On obtient
Ap =

(n−m)! dim Vλ
−m · n!

ψ(lp)
ϕ′(lp)

Le résultat découle de la formule de Frobenius et de (23).

41



�

Remarque 4.1. Comme les li sont les racines simples de ϕ, la somme dans (21) est le coefficient
de x−1 dans la série de Laurent de ψ(x)/ϕ(x) en x = ∞.

On désigne les cases dans un diagramme de Young par leur position (i, j). Pour λ une
partition telle que |λ| = n, on note encore son diagramme de Young correspondant par λ et on
introduit les notations ci-dessous :

r = max{i; (i, i) ∈ λ}
pour 1 ≤ i ≤ r, ai est le cardinal de {j > r − i+ 1; (j, r − i+ 1) ∈ λ}

bi est le cardinal de {j > r − i+ 1; (r − i+ 1, j) ∈ λ}

Lemme 4.1. On a les égalités des ensembles

{l1, . . . , lr} = {k + b1, . . . , k + br}

et
{lr+1, . . . , lk, k − 1− a1, . . . , k − 1− ar} = {0, 1, . . . , k − 1}

Preuve :

br−i+1 = λi − i, donc pour 1 ≤ i ≤ r, li = k + br−i+1.

D’autre part, on rappelle que k est le nombre de lignes du diagramme de Young de λ,
lr+1, . . . , lk est une suite strictement décroissante avec lk = λk et lr+1 < k par définition de r.
On note par convention λk+1 = 0, donc lk+1 = −1. Remarquons que pour r + 1 ≤ i ≤ k, λi ≤ r
et chaque fois que li > li+1 +1, on a λi > λi+1. Puis pour λi ≥ j ≥ λi+1 +1, on a i−ar−j+1 = j.
Ceci entrâıne k−1−ar−j+1 = k+j− i−1. Comme les ai croissent strictement, tous les nombres
strictement compris entre li et li+1 sont obtenus une et une seule fois par ces k− 1− ar−j+1. En
particulier k − 1− ar = 0. Après, pour λr+1, si λr+1 = r, lr+1 = k − 1. Sinon, λr+1 < r, a1 = 0,
k − 1− a1 = k − 1. Donc on a bien {lr+1, . . . , lk, k − 1− a1, . . . , k − 1− ar} = {0, 1, . . . , k − 1}.

�

Proposition 4.3.4. ψ(x)/ϕ(x) = g(y)/f(y), où y = x− k

f(y) =
∏r
i=1(y − bi)∏r

i=1(y + ai + 1)
, g(y) = f(y −m)

m∏
j=1

(y − j + 1)

Preuve :

D’après les égalités d’ensembles ci-dessus, on a

f(y) =
(x− l1) · · · (x− lk)∏k−1

j=0(x− j)
=

ϕ(x)∏k−1
j=0(x− j)

g(y) =
ϕ(x−m)∏k−1

j=0(x−m− j)

m∏
j=1

(x− k − j + 1)

Puis on obtient ψ(x)/ϕ(x) = g(y)/f(y) par un calcul direct.

�

Remarque 4.2. Le coefficient de x−1 dans la série de Laurent de ψ(x)/ϕ(x) en x = ∞ est égal
à celui de g(x)/f(x).
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Proposition 4.3.5.

χλ((1, 2)) =
dimV λ

n(n− 1)

r∑
i=1

(bi(bi + 1)− ai(ai + 1))

Preuve :

On calcule d’abord le coefficient de x−1 dans la série de Laurent de g(x)/f(x) pour m = 2.

f(x) =
∏r
i=1(x− bi)∏r

i=1(x+ ai + 1)
, g(x) = x(x− 1)f(x− 2)

Donc

g(x)
f(x)

= x(x− 1)
r∏
i=1

(1− 2
x− bi

)
r∏
i=1

(1 +
2

x+ ai − 1
)

= x(x− 1)
r∏
i=1

(1− 2
x

(
∞∑
j=0

(
bi
x

)j))
r∏
i=1

(1 +
2
x

(
∞∑
j=0

(
−(ai − 1)

x
)j))

Son coefficient en x−1 est égal au coefficient de x−3 dans

(1− 1
x

)
r∏
i=1

(1− 2
x
− 2bi
x2

− 2b2i
x3

)
r∏
i=1

(1 +
2
x
− 2(ai − 1)

x2
+

2(ai − 1)2

x3
).

Regardons les termes qui donnent x−3. Ce sont les

−2b2i
x3
,

2(ai − 1)2

x3
, (−2bi

x2
)(−1

x
) , (−2(ai − 1)

x2
)(−1

x
)

(−2bi
x2

)[(r − 1)(−2
x

) + r(
2
x

)] = (−2bi
x2

)
2
x

(−2(ai − 1)
x2

)[(r − 1)(
2
x

) + r(
−2
x

)] = (−2(ai − 1)
x2

)(
−2
x

)

C2
r [(

2
x

)(
−2
x

)2 + (
−2
x

)(
2
x

)2] = 0

r(
−2
x

)(
−1
x

)(
2
x

) =
4r
x3

Donc le coefficient est
r∑
i=1

2[−bi(bi + 1) + ai(ai + 1)],

ce qui est égal à
∑k

p=1
ψ(lp)
φ′(lp) d’après les deux remarques ci-dessus. En appliquant (21) à m = 2,

on obtient

χλ((1, 2)) =
dimV λ

n(n− 1)

r∑
i=1

(bi(bi + 1)− ai(ai + 1))

�
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