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Introduction

Trouver un systéeme complet de représentations irréductibles d’un groupe ou d’une algebre
est un probléme non trivial. On sait bien le faire dans le cas du groupe symétrique, a ’aide des
tableaux de Young.

Le but de ce mémoire sera de comprendre comment on peut construire des représentations
seminormales des algebres semi-simples que sont les algebres de Hecke. Nous traiterons le cas
des algebres de Hecke de type A,,_1 et de type B, uniquement.

Nous nous servirons d’une technique consistant a décomposer les représentations seminor-
males d’une chaine de groupes en "algebres de chemins” & ’aide d’un graphe. Cette technique a
été employée par H. Wenzl et reprise par Arun Ram. Nous nous intéresserons particulierement
aux résultats exposés par ce dernier dans son article [§].

Apres quelques rappels de résultats classiques de la théorie des représentations, nous intro-
duirons 'outil fondamental pour les sections 3 et 4 qu’est la construction des algebres de chemins.
Dans un deuxieme temps, nous nous intéresserons aux définitions et a quelques propriétés utiles
par la suite d'un systeme de racines, de son groupe de Weyl et de 'algebre de Hecke associée.
Nous nous arréterons plus longuement sur la structure de I’algebre de Hecke de type A,_1, dans
le but de trouver un isomorphisme permettant de passer des rangs n et n — 1 au rang n + 1.
Enfin, nous nous servirons de ces résultats pour trouver des représentations seminormales des
algebres de Hecke de type A,,_1, puis de type B,,.

On admettra les regles de restriction des représentations irréductibles correspondant a la
chaine des groupes &1 C ... C &, pour A,,_1, et a la chaine WBy C ... C WB, pour B,. On
admettra aussi quelques isomorphismes donnés par la théorie classique des représentations de
groupes et d’algebres de Hecke.

Nous tenons a remercier chaleureusement M. Rosso, notre encadrant, pour sa disponibilité
et sa grande gentillesse.



Table des matiéres

Introductionl
[L Un peu de théorie des représentations|
[Ll.1 Caractere d'une représentation| . . . . . .. ... ... ....
|1.2  Rappels sur les représentations de &,, et tableaux de Young| .
[1.3  Représentations seminormales| . . . . . . ... ... ... ...
|2  Deéfinitions et premieres propriétes|
2.1 Systemes de racines et groupes de Weyll . . . . . . . ... ..
[2.2  Définition générale de ’algebre de Hecke d'un groupe de Weyl W| . . . . . . . ..
[2.3  Algebres de Hecke de type A,,—¢| . . . . . . ... ... . ...
2.4 Algebres de Hecke de type B,|. . . . . . . . ... ...
|3 Représentation des algebres de Hecke de type A, 1|
[3.1 Le systeme de racines A,,_; et son groupe de Weyl| . . . . . .
3.2 Représentation seminormale du groupe de Weyl G,,|. . . . . .
3.3 Représentation seminormale de I'algebre de Hecke H A,,_1(q?)|
4 Représentation des algebres de Hecke de type 5,
4.1 Le systeme de racines 5,, et son groupe de Weyl| . . . . . ..
4.2 Representation seminormale du groupe de Weyl WB,| . . . .
4.3 Représentation seminormale de I’algebre de Hecke H B, (p*, ¢%)|
A D C
[Références]

N o w W

13
13
15
16
20

21
21
21
27

31
31
31
36

40

44



1 Un peu de théorie des représentations

1.1 Caractere d’une représentation

Soit T' une représentation de dimension finie d’un groupe G (ou d’une algebre A) sur un
espace vectoriel V. Cela revient a se donner un morphisme de groupes (ou d’algebres) entre G
(ou A) et les endomorphismes de V. A g € G, on fait donc correspondre une matrice carrée

T(g).

Définition 1.1. On définit le caractére de T, représentation de dimension finie du groupe G,
par :
xr(9) = x(9) =Tr(T(g))

ou Tr est la trace. La définition du caractére est la méme dans le cas d’une algébre A.

On rappelle que si V' et W sont des espaces vectoriels de dimension finie, alors on a :
Hom(V.W) ~V*@W

ot V* est le dual de V. Etant données des représentations d’un groupe G sur V et sur W (on dit
aussi par abus que V' et W sont des représentations de G), cherchons & munir 1’espace vectoriel
Hom(V, W) d’une structure de représentation de G.

Si V est une réprésentation de (G, alors V* est aussi une représentation de G : si

p:G— GL(V)

est la représentation de GG dans V, alors si on veut que la représentation associée p* de V* et p
respectent le crochet de dualité, i.e. que si pour tous g € G, v € V et v* € V* on ait

(p"(9)v", p(g)v) = (0", v)

alors un calcul montre que pour tout g € G,

p*(9) = "p(g™")

Comme on définit également de maniere naturelle la représentation de V@ W par g.(vQw) =
(9.v)®(g.w), on obtient également une représentation de Hom(V, W) ~ V«@W. Explicitement,
si ¢ € Hom(V, W), alors pour tous g € G et v € V, on a (9.4)(v) = g.¢(g~*.v).

Notons Homg(V, W) = Hom(V, W)@ espace des opérateurs d’entrelacement entre V et W,
c’est a dire le sous-espace de Hom(V, W) des morphismes qui commutent avec les actions des
éléments de G. C’est aussi 'espace des morphismes de V' dans W fixes par l'action de G : si

pour tous g € G et v € V, on a g.¢(v) = ¢(g.v), alors (g.¢)(v) = g.¢(gL.v) = ¢(v).

Définition 1.2. Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G. Supposons qu’il existe une
représentation p de H dans un espace vectoriel V. Alors p' la représentation induite de G
par celle de H, notée V T?;: V', se déduit de p de la fagon suivante :

(1) V' est lespace vectoriel des fonctions f : G — V telles que Vh € H, g € G, f(hg) =
p(h)f(g)-

(2) pour tous go, g € G, (p'(90)f)(9) = f(990)-

Montrons que p’ est bien une représentation.

Si f e Vet go € G, montrons que p'(go)f € V'. En effet, si o = p'(g0)f : 9 — f(gg0), alors
pour tous h € H, g € G, p(hg) = f(hggo) = p(h)f(990) = p(h)¢(g). Donc p'(go)f € V'

Alors p'(go) € L(V') de fagon évidente pour tout gy € G, et p'(e) = Id ol e est ’élément
neutre de G.

L’application p : G — GL(V') est un morphisme de groupes. En effet, si go, g1 € G et
fev,

(' (9091) F)(9) = f(g9091) = (' (91)f)(990) = p'(90)P"(91) f(9)

donc p'(gog1) = p'(90)p’'(91)-



Le caractere y d’une représentation vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 1.1.1. Soient S et T des représentations de dimension finie d’un groupe G. Alors,

1. Le caractére xT est constant sur chaque classe de conjugaison de G.

2. Xvew = XV + Xxw
3. XVeW = XV-XW
4 Xve = Xv
5. SiT et S sont équivalentes, alors xT = xs. La réciproque est vraie si G est fini.
6. Le caractére x d’une représentation induite V T%: V' se déduit du caractére v de la
représentation V de H par :
-1
xw)= > d(gwg")
giwgfleH
pour tout w € G, ou la somme porte sur des représentants g; quelconques de chaque classe
de conjugaison de H \ G.
Preuve :

(1) : Si g = ag’a™*, alors

x(g) =Tr(T(ag'a ")) =Tr(T(a)T(¢)T(a" ")) = Tr(T(g") = xz(g’)

(2) & (4) découlent de propriétés bien connues de la trace.
(5) : Si T et S sont équivalentes, alors dans des bases adaptées leurs matrices coincident,
donc a fortiori leurs traces, ce qui démontre le sens direct.

Pour la réciproque, si V' est une représentation de GG, notons :
Vei={veVtqgv=v VYgeG}

Comme G est fini, on peut définir P = |—Cl;| deGg € Homg(V,V) puisque gPg~! = P Vg € G.
Montrons que P est un projecteur de V sur V. En effet, P? = P de facon évidente.
De plus, pour tous h € Get v €wv,on a:

1 1
h.Pv=— hgv = — gv=Pv
a2 e =11 2

geG geG

donc ImP C VC.
D’autre part, pour tout v € V&, Py = ﬁ deGv = v donc V¢ C Im P, d’on le résultat.
On en déduit :

1
dim V% =Tr(P) = Tl > x(9) (1)
G| 4=
Appliquons ce résultat & la représention Hom(V, W) définie plus haut. On voit que Hom(V, W)¢ =
Homg(V,W), les opérateurs d’entrelacement. Si V' est irréductible, d’apres le lemme de Schur,

dim Homg(V, W) est la multiplicité de V' dans W. De méme, si W est irréductible, dim Homg(V, W)
est la multiplicité de W dans V. Ainsi, si V et W sont toutes deux irréductibles, alors

1 siV>eW,

0 sinon.

dim Homg(V,W) = {

En appliquant la formule , on a donc, comme X gom(v,w) = Xv-XW;

,(1;‘ S xv(9)xw(g) =

0 sinon.
geG

{1 siV~W,



Pour comprendre cette formule, définissons un produit scalaire hermitien sur ’ensemble C(G)
des fonctions & valeurs dans G constantes sur une méme classe de conjugaison (on appelle une
telle fonction une fonction de classes) par :

e Z

geG
De ce qui précede, on déduit la

Proposition 1.1.2. L’ensemble des caracteres des représentations irréductibles de G forme un
systéme orthonormal de (C(G), (,)).

On en déduit immédiatement par exemple qu’il y a au plus n représentations irréductibles
de G, ou n est le nombre de classes de conjugaison de G.

Corollaire 1.1. Toute représentation de G groupe fini est uniquement déterminée par son ca-
ractere.

En effet, si la décomposition de V est V' ~ @le Vi@ai avec les V; des représentations irré-
ductibles deux & deux distinctes, alors xy = > a;.xy;. D’apres la proposition précédente, on
obtient a; par la formule :

a; = (Xv;, Xv)

Donc la donnée du caractere de V' détermine cette derniere.

(6) : En reprenant les notations de la proposition 1.1.1, donnons-nous {e;} une base de V' la
représentation de H. Alors les fonctions

p(h)e; si g = hg; pour un certain h € H,
fii(g) = { ! (3)

0 sigé¢ Hg;.
forment une base de V' la représentation induite de G.
En effet, V' =@, Viou V,={f € V' tq f(g) =0si g ¢ Hgi}.

D’autre part, pour un ¢ donné, les f; ; forment une base de V;.
Enfin, si g = hgy, avec h € H, alors si grg' = h'gq avec h' € H,

P9 fiil9) = fijlag) = fij(hgrd') = fij(hh gq)
p(h)p(h)e; siq=i,
0

sinon.

Dong, si ¢’ € G, le coefficient diagonal de la matrice de 'opérateur p’(¢’) dans la base {f; ;}
selon un certain f; ; correspond au coefficient de f; ;(g), ot g = hgy, dans la décomposition de
P’ (q') fi;(g) sur les f; j(g). Ce coefficient est nul si gyg’ ¢ Hg;. Le seul cas ou il peut ne pas étre
nul est le cas ou grg' = h'g; avec h/ € H.

Posons p(h')e; =3, ar;(h')e,. Alors d’apres (3)), on a

fZ,] ZZG’T‘,_]

D’ott le coefficient de f; j(g) est a;;(h') si g = hgi et gig = h'g;. Donc

X@) =D D ah)

g€g; ' Hyg; J

olt ' = gig'g; ! et comme > a5 (h') = (h'), la formule du (6) en découle.



1.2 Rappels sur les représentations de &,, et tableaux de Young

Nous nous contenterons de faire quelques rappels sur les représentations de &, et les tableaux
de Young. Il y a autant de représentations irréductibles non équivalentes de &,, que de classes de
conjugaison. Or la classe d’une permutation correspond a sa décomposition en cycles a supports
disjoints. Donc on peut faire correspondre a chaque classe une partition o = (a1, ..., ap) avec
ap > ... > ap > 1entierset ag + ... + ap = n.

Ainsi, pour obtenir un systeme complet de représentations irréductibles de &, il faut et il
suffit de trouver pour chaque partition de n une représentation irréductible telle que ces repré-
sentations soient deux a deux non équivalentes.

A une partition a = (aq, ..., ;) de n, on associe un diagramme de Young (appelé aussi
schéma de Young ou diagramme de Ferrers) : c’est un tableau a h lignes, la premiere ligne

en haut comportant « cellules, la seconde as et la derniere «y,.

Par exegmple, voici le diagramme associé a la partition (3,3,2,1) pour n=9.

Un tableau de Young est une bijection de {1,...,n} dans les 'ensemble des cellules du
schéma «. Par exemple, on a un tableau canoniquement associé au schéma précédent :

11213
41516
718
9

On appellera ici tableau de Young standard de forme A, ol A est une partition, un
tableau de Young dans lequel les entiers sont croissants dans une méme ligne et strictement
croissants dans une méme colonne.

A partir d’un tableau de Young, on fait agir naturellement &,, sur ce tableau en remplagant
dans le tableau I'entier j par son image o(j) pour o € &,,. On a deux sous-groupes remarquables
de 6, :

Po = {p € &, tq p stabilise les lignes}

Q. = {q € 6,, tq q stabilise les colonnes}

Un résultat de la théorie des représentations de groupes nous permet de ramener le probleme
de la recherche d’un systéme complet de représentations irréductibles du groupe a celui de la
décomposition de l'algebre de groupe correspondante en somme directe de ses idéaux a gauche
minimaux, via la représentation réguliere a gauche de G,,.

En effet, pour trouver un systeme complet de représentations irréductibles d’un groupe G
(i.e. toutes les représentations irréductibles de G a équivalence pres), il suffit de décomposer sa
représentation réguliere & gauche (ot G opére par translations a gauche) en ses représentations
irréductibles, qui forment un systéeme complet de représentations irréductibles.

Pour cela, on se place dans CG, l'algebre du groupe GG. Comme on peut associer de maniere
bijective une représentation du groupe G avec une représentation de son algebre CG, on se
ramene a la décomposition de la représentation réguliere a gauche de CG.

Or pour trouver la décomposition de la représentation réguliere a gauche de CG, il suffit de
trouver sa décomposition en somme directe de ses idéaux minimaux a gauche.



On travaille donc dans C&,, I'algebre du groupe symétrique, et on considere les éléments :

aazzp

pG’Pa

ba = Z o(q)q

q€Qa

ol o est la signature d’une permutation.
Puis on introduit le symétriseur de Young :

Ca = Qobq

Pour chaque partition, les idéaux a gauche engendrés par c, le symétriseur forment la dé-
composition cherchée : I’ensemble des restrictions de la représentation réguliere a gauche de &,
a CG,,.c, pour chaque partition « forme un systeme complet de représentations irréductibles de
G,.

1.3 Représentations seminormales

Définitions
On considere une chaine de groupes finis
{1}=GoCG; C...CG,=G.

Soit V* une représentation irréductible de G, ie V* est un C-espace vectoriel de dimension finie
sur lequel la représentation de G est irréductible. Lorsque 1’on restreint cette représentation a
Gp_1, on obtient une décomposition de V* en somme directe de k sous-espaces irréductibles
invariants par G,,_1 :

VA Vi g . @V

On décompose de méme chaque V*i en sommes directes de représentations irréductibles pour la
restriction a GG,,_o et ainsi de suite.

Remarque 1.1. Tous les résultats de cette partie sont encore valables si l’on remplace le corps
de base C par un corps K de caractéristique nulle (donc en particulier lorsqu’on travaille sur
C(q), ou q est une indéterminée).

Définition 1.3. Une base seminormale de V* est la donnée d'une base de V> “adaptée”
a cette chaine de décompositions : c¢’est une base munie d’une chaine de partitions B =
BELTT ... [ B** telle que chaque B engendre un sous-espace VHi irréductible pour G,,—1 avec

VA=VM g . gV

et ainst de suite pour chaque BFi, V*i et la restriction a G,_2, et de méme jusqu’a Gy. Pour
obtenir une base seminormale, il faut donc spécifier les partitions successives en plus de la base.

La représentation de G ainsi obtenue avec V* et B est une représentation seminormale
de G relativement a la chaine {1} =Gy C G; C ... C G, =G.

Ces définititons s’étendent aussi & une chaine d’algebres semi-simples.

Construction des algebres de chemins



Soit W et B* une représentation seminormale de G' comme ci-dessus. Notons, pour i =
0,...,n, G; 'ensemble des indices correspondant & une représentation irréductible de G; : au-
trement dit, on indexe les représentations irréductibles de chaque G;. Pour p € G;_1 et A € G,

notons
A~ A m
WA~ @ W
HEG;_1
L’entier naturel cl); est donc la multiplicité de la représentation irréductible de G;_1 sur WH
dans la représentation de G;_1 sur WA,

On introduit alors le graphe I' permettant de coder les regles de restriction le long de la
chaine {1} = Gy C G; C ... C G, = G. C’est un graphe dont les sommets sont étiquetés a 1'aide

des éléments des G; et tel que u € G;_1 et A € G; sont reliés par cf; arétes.

Par convention, Gy = {(}.

Soient u € G, et A € G5 avec r < s. Un chemin de p & X est un chemin dans le graphe I" de
longueur s — r qui relie p a X :

L= (p=A") S \0rFD) 2t Sm\G) = )

avec pour tout i =r, ..., s, A4 e G;. Deux chemins menant de \(#) 3 A(+1) par des arétes diffé-
rentes seront considérés comme distincts.

On peut alors construire ’algeébre des chemins F,,. C’est la C-algebre de base les Egp avec
S et T deux chemins de I' partant de ) € Gy et arrivant & un méme X\ € G,,,. La multiplication
est définie par la formule "matricielle” :

Egr.Epg = 01pEsq
Ona: Py ~Cet Py~ @)eg,, Ma,(C), ot My(C) est I'algebre des matrices carrées com-

plexes d x d et d est le nombre de chemins de ) € Gy & X € G,y,.

Pour tout A € G,,,, posons
VA = Vectc{vr tq L est un chemin de § & A}
L’action de P, est définie naturellement par
Esr.vp = drpvs.

On a alors P, ~ € AEGy, L(V?), donc un résultat classique sur les représentations d’algebres
de dimension finie semi-simples sur C permet d’en déduire que les V* sont des représentations
irréductibles de FP,, deux a deux non équivalentes, et qu’elles sont les seules a équivalence pres.

On peut également définir pour 7" un chemin de A & p et S un chemin de p a v le chemin
T xS de A a v comme le concaténé de T et S.
On peut ainsi plonger P, dans P; pour r < s : si P et ) sont des chemins de () & A € G,,
Epg € Ps avec

EPQ = E EP*T,Q*T
T chemin de X\ & pu€Gs

Ce plongement est bien licite : si P, @, L et M sont des cheminsde ) a X € G, Epg et Epa €



P, alors le produit dans P; est :

EpgErm = > Ep.r,Q«r- > Erysmss
T chemin de X & p€gs S chemin de A & p€gGs

= Z EP*T,Q*TEL*S,M*S
T, S chemins de A\ & pu€gs

= 5Q,L Z EP*T,M*T
T chemin de X\ & peGs
= 0Q,LEpm.

Donc le produit est bien préservé par le plongement, la structure d’espace vectoriel aussi de
facon évidente.

Ainsi, on a
C=PFRCPC...CPF,

et pour tout m = 1,...,n, si V> est la représentation irréductible définie plus haut correspondant
a A\ € G, on ala décomposition en représentations irréductibles de la restriction a P,,—1 :

Vie P v

Megmf 1

ol la somme porte sur toutes les arétes qui relient un élément p € G,—1 & A € Gy,

En effet, si g € Gm_1 tq p et A sont reliés, on a 'inclusion V# C V* : on identifie v, € V*
olt L est un chemin de 0 & p avec > 7 omin de A VLsT € V. C’est bien cohérent puisque si
P, Q et L sont des chemins de () & u, on a :

Epgvr, = Z Epys,Q«sVLsT
S,T chemins de p a A

= Z Ep«r @s«TvrsT = 0L Z VP«T
T chemin de g a A T chemin de g a A
= 0Q,LVL

Par construction, la restriction de V* & G,,,_1 s’écrit V? lg:,lz & V# ou la somme porte
sur toutes les arétes qui relient un élément p € G, 1 & A € Gy,

Montrons finalement que pour tous 1 < m < n et A € G, dim V> = dy = dim W?.

Par la définition de V* via la base des vy, ott L est un chemin de ) & X, on a dim V> = d,
le nombre de chemins de () & \. Reste & montrer que dim W = d,.

On peut procéder par récurrence sur m € {0,...,n}. La propriété est claire pour m = 0

Supposons le résultat vrai pour tout p € G,,,—1 avec m > 1. Soit A € G,,.

VA L = @v#.

Donc dimV?» = Eu dim V*, ou la somme porte sur toutes les arétes qui relient un élément
1 E Gm_1a X E Gy Par construction, on a bien :

dimV* = > cdim V"
NegnL—l

= Z cﬁdz’m WH (par hypothese de récurrence)
/'Leganl
= dimW>.

D’ou le résultat.

Montrons a présent qu’il existe un isomorphisme ® entre P, et CG qui préserve la structure
de représentation seminormale.



Posons W = @, g, W* et donnons-nous une base seminormale {wibi<i<dimw de W.
On sait qu’il existe un morphisme d’algebres

p: CG — P My (C)
AeGn

g — v9)

ol p(g) est la matrice associée a la représentation de g dans la base {w;}.

© est injective, car si un élément de G agit trivialement sur toutes les représentations irré-
ductibles de G, il agit aussi trivialement sur la représentation réguliere a gauche de G. Comme
I’action de G sur la représentation réguliére a gauche de G est fidele, cet élément ne peut étre
que I'élément neutre de G.

 est un isomorphisme pour des raisons de dimensions :

dimCG = |G| = > (dimV*)* = dim | @ Mq,(C)
AEGn AEGn
Soit g € Gp—1. Sa matrice ¢(g) est diagonale par blocs, et si A € G, et u € G,,—1, le bloc
correspondant & P’action de g sur W* est diagonal par blocs et contient cf; fois le méme bloc
correspondant a ’action de g sur WH. Par récurrence, ¢ préserve la structure de représentation
seminormale.
De méme, il existe un isomorphisme

¥+ Py — @5 My, (C)
AEGR

correspondant a la base {vp} et préservant la structure de représentation seminormale par le
méme argument que ci-dessus, pour la chaine d’algebres Py C ... C P, C P,.

Donc ® = ¢y~'p : CG — P, est un isomorphisme d’algebres préservant la structure de
représentations seminormales. On a en particulier ®(CGy) = Py, pour tout 0 < k < n.

Construction des représentations seminormales de CG.

Maintenant, essayons de faire le lien entre la représentation seminormale des algebres des
chemins et la représentation seminormale de la chaine de groupes correspondante.

On sait d’apres ce qui précede qu’il existe un isomorphisme entre P, et CG qui préserve la
structure de représentation seminormale. On cherche maintenant a trouver explicitement un tel
isomorphisme

:P, — CG (4)
Evrn — emr
tel que ®(P;) = CG; pour tout 0 < i < n, alors en définissant 1’action de G par g.v;, = ®~!(g)vy.

On obtiendra exactement une représentation seminormale de CG.

Donnons-nous pour tout 1 < k < n, un ensemble Zj, = {2 j }1<j<r, d’éléments dans le centre
de I'algebre CGy

Lemme 1.1. Soit z; dans le centre de CGy,. Soit L = (A9 — ... — X)) un chemin dans

le graphe T' et X’\(k) le caractére irréductible de Gy indexé par \¥) € Gy. Alors, pour tout
isomorphisme ® entre ’algébre des chemins P, et CG comme en , on a :
2k, VL = ckd-()\(k))v,;
(k)
C oy X (zky)
ot ¢ (A™) =
XM (1)
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Preuve :

Comme 2, ; est dans le centre de CGy, pour tout g € CGy, on a :
Yv € V)‘, 9.2k -V = 2k ..V

Donc d’apres le lemme de Schur, 2, ; agit par un multiple de I'identité dans toute représentation
irréductible de Gj. Notons ¢y j(u) le scalaire par lequel 2z ; agit dans le module irréductible
xH (zk,5)
x#(1)
Tout vecteur de base vy, correspond & un chemin L = (A — ... — X)) et appartient & un

indexé par p. On a ¢y ; (@) =

module irréductible pour Py isomorphe a VA avec AR € Gr.. Donc pour tout isomorphisme &
comme en , ona :
2hgon = B (zhy)on = cp (AP,

Définition 1.4. Notons pour pn € Gy, le ri-uplet ordonné : ci(p) = (ck (1)) 1<j<ry -
Le poids du chemin L = (A9 — ... — X)) dans T est le n + 1-uplet de g, ..., rp-uplets :

wt(L) = (co(AO), ..., cn(A)).

Trouver un isomorphisme ® comme en , c’est déterminer pour tous chemins L et M de I'
I'image enr,.r, = ®(Ewm,L), em,r € CG.

Supposons que chaque chemin de I' soit caractérisé par son poids, i.e. que si L et M
sont deux chemins distincts de I', alors wt(L) # wt(M).
Sous cette hypothese, on a alors la proposition suivante :

Proposition 1.3.1. (a) Pour tout chemin L de I', e, 1, est déterminé de facon unique par les
2,5 € Zy, et les scalaires cy j(p) avec p € Gy pour tout k € {0,...,n}.

(b) Si M et L sont des chemins distincts de T', alors eprr, est déterminé & une constante prés
par les zi, ; € Zy, et les scalaires cy, (1) avec p € Gy, pour tout k € {0,...,n}.

La difficulté, une fois cette proposition établie, sera alors de trouver des ensembles Zj de
cardinal minimal, mais tels que chaque chemin de I" soit caractérisé par son poids.

Preuve :

(a) Notons L = (A — .. — X)) un chemin de T', et pour tout 0 < k < n et tout
1<y <rg,

k) _ Zkj — Chj (1)
prg ™) = 1 g V) — i (1)
ek, (1) tq cx j(w)Fcr ;(A®)) et uegy, 7 7

D’apres le lemme précédent, si M = (,u(o) — ... ,u(”)) est un autre chemin, alors pour tout
isomorphisme ® comme en (4)),

(% sl cp s (k)zc,)\(k)
<I>‘1(pk,j>(x<’“>).vM_{ moostoep (™) = e j(A)

0 sinon

Posons er, . =[] ; P (AF)).
Si M = (u(o) — = u(”)) est un chemin de I, alors @fl(eL,L).vM =6, mvym = Ep poy car si
L et M sont distincts, alors leurs poids sont différents, un terme au moins du produit est nul.
On a donc le résultat puisque & est injectif.

(b) Soient L et M des chemins distincts de I'. Prenons a € CG tel que ejrpaer, 1, # 0. Alors
em,r, doit s’écrire un scalaire fois ey praer, . Comme les éléments eps ps et e, 1, sont déterminés
par les zi, ; € Zj, et les scalaires ¢ j(1) avec u € Gy, pour tout k € {0,...,n}, les eprr, le sont
aussi a une constante multiplicative pres.
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Remarque 1.2. Supposons donnés un isomorphisme

¢: P, — CG

Evr — emr
comme en et un morphisme d’espaces vectoriels

o: P, — CG

Evr — emr

tel qu’il existe des constantes kpr1, € C vérifiant :
€M,L = KM,LEM,L

kmLkom =1 et Ky pEL.N = KM,N-

Alors ® est aussi un isomorphisme comme en .

Preuve :

Comme clairement les x7,7, sont non nuls, ® est un isomorphisme. De plus, les relations que
satisfonts les kps, 1 nous assurent que ® est bien un morphisme d’algebre, puisqu’elles découlent
directement des relations enr,rep N = 01, penr,N-

0

Application :

Prenons une chaine de groupes finis {1} = Go € G; C ... C G,, = G telle que pour tout
1 <i < n, il n’y ait pas de multiplicité pour la décomposition de la représentation irréductible
de G; en représentations irréductibles de G;_1. Pour tout 1 < i < n, prenons pour Z; ’ensemble
des sommes des éléments appartenant a une méme classe de conjugaison de G;, et ce pour toute
classe de conjuguaison. Alors Z; est une base du centre de CG;. De plus, tous les chemins de I’
sont caractérisés par leur poids.

En effet, prenons L = (A =5 XD 25 X))y et M= (p(©) o, p) REN N 1) des
chemins de T tels que wt(L) = wt(M). Montrons que pour tout k =0,...,n, AF) — u(k).

Posons Z, = {z1; = Z:ii aijit ou 1 < j < rpetles ayj; sont tous les éléments d'une
méme classe de conjugaison de G, de cardinal ry j, avec 74, le nombre de classes de conjugaison.
Alors, pour p*) et A¥) € G, on a :

Xaco) (2.,5) Xat (@, ;)
Ch ARy — AANBIAERY ) A
A X (1) T xam (1)

O ay ; est un représentant quelconque de la classe des ay, ;; puisqu'un caractere est constant sur
une classe de conjugaison. Par suite, si ckJ()\(k)) = Chj (1)), alors pour tout a € Gy, a = g ji
pour un certain j et un certain ¢, et donc

. X)\(k)<a) . Xp®) (a)
o AL gy SR
T Xamw (1) X0 (1)
Xa(k) €t X, ) sont donc liés, et par irréductibilité des représentations, VA® ~ v Ccomme il
n’y a pas de multiplicité, il y a au plus une aréte reliant deux sommets quelconques de I', donc

on en conclut que A*) = ;¥ Par suite, L = M.

Ainsi, les résultats précédents s’appliquent.
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2 Définitions et premieres propriétés

2.1 Systemes de racines et groupes de Weyl

Soit V' un espace vectoriel et « € V\{0}. On rappelle qu'une symétrie de vecteur o est
un isomorphisme s de V' tel que :

- s(a) =—a

— il existe H un hyperplan de V tq Yv € H, s(v) = v
Définition 2.1. Une partie R de V est un systéme de racines dans V si :

1. R est fini, engendre V et 0 ¢ R

2. Pour tout o € R, il existe une symétrie s € GL(V') de vecteur « laissant stable R.

3. Pour tous a, B € R, s4(8) — B € Z«

Les éléments de R sont appelés racines.

Ce systéeme est dit réduit si pour tout o € R, les seules racines proportionnelles sont o et
—a.

On voit immédiatement que si a € R, alors —a € R.
Si R contient deux racines proportionnelles autres qu’opposées (donc il n’est pas réduit), on

peut les noter «v et ta ot 0 < t < 1. En appliquant la propriété (3) a ta, on trouve 2t € Z, donc

t= % Par suite, les seules racines proportionnelles a a sont —a, —%a, %a, et a.

Si une symétrie vérifiant (2) pour un « donné existe, alors elle est unique.
En effet, cela résulte du

Lemme 2.1. Si o € V\{0} et R est une partie finie de V' qui engendre V', alors il existe au
plus une symétrie de vecteur a laissant stable R.

Preuve :

Prenons s et s’ deux telles symétries. Alors si u = so s’, u est un automorphisme vérifiant :
u(R) =R
ula) =«
u induit l'identité sur V/Ro
ce qui montre que les valeurs propres de u sont égales a 1. De plus, comme R est fini et engendre
V, la donnée de u ou celle de sa restriction comme permutation de R sont équivalentes. En
particulier, comme R est fini, il existe n € N tq u™(r) =r Vr € R, donc u" = Idy. Comme on

est sur C, cela entraine que u est diagonalisable. Comme toutes ses valeurs propres sont égales
al,u=Idy, donc s =s.

O

Définition 2.2. Si R est un systeme de racines dans V, on appelle groupe de Weyl de R le
sous-groupe W de GL(V') engendré par les symétries sq, o € R.

Comme W est fini, il existe un produit scalaire sur V' invariant par W. En effet, si B(z,y)
est un produit scalaire sur V', on définit

(r.y) = Y Blwe,wy)

weWw

qui est le produit scalaire recherché.
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En particulier, dans 'espace euclidien (V, (, )), les éléments de W sont des transformations
orthogonales. Pour les symétries s, ou a € R, cela donne :

a, T
Sa(x) =2 — QEa 0304
pour tout z € V.
D’otlt une reformulation de la condition (3) :
Va, € R, n(a,p)= 252’ i; e

Si|a| = /(a, ) est la longueur de « et ¢ Pangle entre a et 3, on a

n(a, B) = QEI cos ¢

D’ou la formule tres pratique :
n(a, B)n(B, a) = 4cos’ ¢

En effet, cela implique que 4 cos? ¢ est entier, donc prend les valeurs 0, 1, 2, 3, 4. Si o et 8
ne sont pas proportionnelles et que le systéme est réduit, il n’y a que 7 cas possibles, a I’échange
pres de a et de 5. On remarque en particulier que n(a, ) et n(, a) sont de méme signe.

(e, B) n(B,a) ¢ |8/lef?

0 0 m/2  indéterminé
1 1 /3 1
-1 1 21/3 1
1 2 /4 2
-1 —2  31/4 2
1 3 7/6 3
-1 -3 57/6 3

Définition 2.3. S C R est une base (ou un systéme simple de racines) de R si S vérifie :
1. S est une base de V' en tant qu’espace vectoriel.

2. Pour tout BE€ R, B =7 cqgMac
ot les my, sont des entiers tous de méme signe.

Les racines de la base sont dites simples.
Proposition 2.1.1. Tout systéme de racines R admet une base.

Etant donnée une base S de R, une racine (3 est dite positive si les coefficients de sa
décomposition sur les éléments de la base sont positifs. On note R™ I'ensemble des racines
positives. Si R~ est ’ensemble des racines négatives, i.e. celles dont les coefficients sont négatifs,
ona R~ =—RT.

Définition 2.4. Soit R un systéme de racines, S une base. La matrice de Cartan de R
relativement a la base S est la matrice (n(a, 3))a, ges-

Proposition 2.1.2. Un systeme de racines réduit est caractérisé a isomorphisme prés par sa
matrice de Cartan.

Plus précisément, soient R’ est un systéme de racines réduit dans V' espace vectoriel, S une
base de R' et ¢ : S — S’ une bijection telle que n(¢p(a), ¢(8)) = n(a, B) pour tous o, € S.
Alors, si R est réduit, il existe un unique isomorphisme f : V. — V' prolongeant ¢ et tel que

f(R)=R.
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Preuve :

f est uniquement défini a partir de ¢ puisque S est une base de V, et c¢’est bien un isomor-
phisme d’espaces vectoriels.
D’autre part, siaw et 8 € S,

Sp(a) © f(B) = s4(a) (0(8)) = ¢(B) — n(d(B), d(a))d(ar)
et
fosa(B) = f(B—n(B,a)a)=0¢(3) —n(B,a)p(a)
D’olt pour tout @ € S, s4(q) © f = f 0 54. En notant W (respectivement W) le groupe de Weyl
de S (resp. S"), on a W' = fW f~1.
En admettant que R = {w(a),w € W,a € S} et R’ = {w(a),w € W/,a € S}, on obtient
f(R)=R.

O

Définition 2.5. Le graphe de Coxeter du systéme de racines R relativement ¢ une base S
est le graphe dont les sommets sont les éléments de S et ou deuxr sommets distincts o et 3 sont
joints par n(a, B)n(B, ) arétes.

Comme deux éléments « et 5 de S sont linéairement indépendants, on a
n(a, B)n(B, o) = 4cos? ¢ € {0,1,2,3}.

Le graphe de Coxeter en lui-méme ne donne pas toute I'information fournie par la matrice
de Cartan et ne permet donc pas de caractériser un systeme de racines a isomorphisme pres.

Définition 2.6. On appelle schéma de Dynkin de R le graphe de Cozeter dont les sommets
a sont munis de coefficients proportionnels a (a, «), le carré de la longueur de la racine c.

Le schéma de Dynkin, lui, contient assez d’information : on a la

Proposition 2.1.3. La donnée du schéma de Dynkin d’un systéme de racines est équivalente
a celle de sa matrice de Cartan. Donc le schéma de Dynkin caractérise le systeme de racines a
isomorphisme prés.

Pour la preuve de cette proposition, nous renvoyons a [9, Chapitre V, §14, Proposition 13].

2.2 Définition générale de ’algebre de Hecke d’un groupe de Weyl W

Soit A un schéma de Dynkin, correspondant & un groupe de Weyl fini W. Soit R le systeme
de racines correspondant, et S = {«;} la base de S indexée par les sommets de A.

L’algébre d’Iwahori-Hecke correspondante H (p?,¢?) est I’algebre sur C(p, q) engendrée
par les éléments T; pour 7 sommet de A, et dont une présentation est :

LT LT ... =T TT;T; . .. (5)
ou chaque membre contient m; ; facteurs, avec m; ; l'ordre de Sa;Sa; €W, et

T2 —

7

(6)

(p—p HT; +1 siaq; est une racine courte,
(q—q YT, +1 siq; est une racine longue.

Par convention, si toutes les racines de R ont la méme longueur, elles seront longues, donc
I’algebre de Hecke correspondante sera notée H(q?) sur C(q).

Le terme présentation signifie que H(p?, ¢*) est engendrée par les T; pour i sommet de A
et que si 7 est le groupe libre engendré par les T; et r I’ensemble des relations et @, en
notant < r > l’idéal engendré par r, alors on a un isomorphisme

Cp* )T)) <r>=Hp*,¢%)
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2.3 Algebres de Hecke de type A,_;

Soit K un corps, généralement C, et ¢ € K quelconque, voire une indéterminée. Soit n> 2.

Définition 2.7. L’algébre de Hecke H(q,n) de type A,_1 est l'algébre associative sur K (voire
sur K(q) si q est considéré comme une indéterminée) d’unité 1 et dont une présentation est :

TT, = T pour i jl > 2 )
TiTiT; = TipaLiTivq pouri=2,...,n—1 (8)
T} = (¢q—1)Ti+qpouri=2,...,n 9)

La relation est appelée parfois relation de tresse.
La relation @ est parfois remplacée par la relation

T} =(q—q T +1 (10)

7

Auquel cas on note 1’algebre correspondante HA, _1(q?).
En effet, en posant T/ = ¢~ 'T;, T! vérifie T/? = (¢* — 1)T} + ¢*, donc comme les T} vérifient
aussi et , on est ramené A la situation précédente pour ¢

On remarque que si on fait ¢ = 1, on retrouve une présentation de K&, en prenant
T; = s; = (i — 1,14) les transpositions adjacentes.

On remarque également que H(q,n) peut étre vue comme une sous-algebre de H(q,n + 1)
via les inclusions :

{TQ}C{TQ,Tg}C...C{TQ,T?,,..., Tn}C{TQ,Tg,...,Tn, Tn+1}

On peut alors voir H(g,n+1) comme un H(g,n)-bimodule, i.e. un H(g,n)-module & gauche
et a droite simultanément et tel que a(xb) = (ax)b pour tous a, b € H(q,n) et x € H(q,n + 1).

Notons dans H(g,n) :

Sy = {1,135},

S3 = {17T37T3T2}

Si = {LT,TTi,...,TiTio1 ... To}
Sn = {1,Tn,TnTn_1,...,TnTn_1...TQ}

Définition 2.8. On dit qu’un monéome M de H(q,n) est normal si M = Us.Us...U, avec
U; € S; pour tout i = 2,...,n. On notera Ny, l’ensemble des éléments normauz de H(q,n).

Théoréme 2.3.1. N,, est une base de H(q,n) comme K-espace vectoriel.
Comme Card N,, =n!, H(q,n) est donc de dimension n!.

Lemme 2.2. H(q,n) est engendré comme K-espace vectoriel par les monémes ou T, apparait
au plus une fois.

Preuve :

Par récurrence sur n.

Pour n =2, on a Vk > 2, T¥ = (¢ — 1)T2k_]L + q.TQI’“_2 donc par récurrence, toute puissance
k-ieme de T s’exprime comme combinaison linéaire de 1 et de T5, d’ou le résultat vu que H(q, 2)
est engendré par 1 et 75 comme K-algebre.
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Supposons le résultat vrai pour n > 2. Soit a € H(g,n + 1), un monéme. On veut exprimer
a comme une combinaison linéaire de monémes dans lesquels T,,+1 apparait une fois de moins
que dans a, ce qui prouvera le résultat par récurrence.
Ecrivons a = b1 1¢T+1d ou bet d € H(qg,n+ 1) et ¢ € H(g,n). Par hypotheése de récurrence,
on peut supposer que soit ¢ € H(g,n — 1), soit ¢ = T, " avec ¢ et ¢’ € H(¢g,n — 1). Si
c € H(qg,n—1), alors ¢ et T),4+; commutent, donc

a=bcT2, d=(q—1)bcTyi1d + q.bed
ce qui conclut. Sinon,

a = bl 1T, Tyi1d
bC,Tn+1TnTn+1C//d
= bdT,Ty1TCc"d

ce qui conclut aussi.

Lemme 2.3. N,, engendre H(q,n) comme K-espace vectoriel.

Preuve :

Par récurrence sur n.

C’est clair pour n = 2 d’apres le lemme précédent.

Supposons le résultat pour n > 2. Le lemme précédent nous dit que H(q,n+1) est engendrée
par H(q,n)|JH(q,n)T+1H(q,n). L’hypothese de récurrence pour n nous permet de dire que
H(gq,n + 1) est engendrée par les éléments de N, |J{aT,,+1b; a et b€ H(q,n)}.

Soient a et b € H(q,n). Montrons que a7},+1b est une combinaison linéaire d’éléments nor-
maux. On peut méme supposer par hypothese de récurrence que b € N,, : b = by...b, avec
b; € S;. 11 vient :

CLTn+1b = abg e bnflTn+1brn

puisque by ...b,—1 € H(g,n — 1) commutent avec T,+1. Comme aby...b,—1 € H(g,n), par
hypothese de récurrence, abs...b,_1 = Zle q;.c; avec q; € K et ¢; € N,,. D’ou

k
alyi1b = Z ¢i- CiTry1b
i=1 g
eNn+1
ce qui conclut.
O

Reste donc a montrer I'indépendance des éléments normaux de H(g,n) pour compléter la
preuve du théoreme. Pour cela, nous aurons besoin de quelques définitions et propriétés sur les
systemes de Coxeter.

Définition 2.9. Soit 0 € &,,. On appelle longueur de o, notée l(o), le plus petit entier q tel
que 0 = 8;,...8;, ot si;=(ij — 1,i;), et on appelle une telle décomposition une décomposition

réduite de o.

q

Définition 2.10. Un systéme de Coxzeter (W, S) est la donnée d’un groupe W et d’une partie
S génératrice de W telle que S = S™%, 1 ¢ S, tout élément s de S est d’ordre 2, et de plus, en
notant m(s, s') lordre de ss' avec s et s’ dans S, la donnée de S et de l’ensemble des relations
(ss’)m(s’sl) = 1 pour tout (s,s") € S? tel que m(s, s') soit fini, constitue une présentation de W.
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Le terme de présentation signifie que si W' est un groupe, f : W' — W un morphisme de
groupes tel qu’il existe h : S — W' tel que f(h(s)) = s et (h(s)h(s'))™**) =1 pour tous s, s’ € S
avec m(s,s') fini et h(S) engendrant W', alors f est injectif, donc un isomorphisme.

On dit alors que W est un groupe de Coxeter.

Ici par exemple, &,, est un groupe de Coxeter, avec pour partie génératrice

{si=(i—1,i),2<i<n}

Si (W, S) est un systeme de Coxeter, il satisfait la condition d’échange :

siw e Wets e S sont tels que I(sw) < I(w), alors pour toute décomposition réduite
w = 51...5¢ ou ¢ = l(w), il existe j € {1,..., ¢} tel que

§81...8j—1 = S1...5j—15j5

Nous pouvons a présent continuer la preuve.
Notons pour i = 2,...,n, L; : K&,, — K&, le morphisme d’espaces vectoriels tel que, pour

tout 7 € G,
Li(r) = 8T S% l(s;T) > (1),
g.siT+ (q—1).7 sil(s;m) <lI(r).

Lemme 2.4. [l existe un morphisme d’algébres L : H(q,n) — L(K&,,) qui envoie T; sur L;
pour tout 1 = 2,...,n.

Preuve :
Il faut vérifier que les L; satisfont les relations de la présentation de H(q,n) , et @

(9) : soit i € {2,...,n}. Soit 7 € S,.. Si l(s;T) > I(7), alors

L3(1) = Li(sit) = q.527 + (¢ — 1).57
= (¢—1).sit+q.1
= ((¢—1).Li+q.Id)(7)

Si l(s;7) < I(7), alors comme I(s27) > I(s;T)

L?(T) = Li(¢g.sit+(g—1)1)= q.s?T +(¢—1).(¢g.8i7+ (g —1)7)
= (¢—D.(¢sit+(q— 1)) +q7
= ((¢—=1).Li + q.Id)(7)

On a donc bien @D :
L} =(¢—1).Li+q

@ et @ :
Montrons que si R; € L(K&,,) est défini pour j = 2,...,n par :

Ri(r) = {TSZ‘ s% l(1si) > U(7),
q.ms; + (q—1).7 sil(rs;) <l(7).

Alors L;R; = R;L; pour tous 1, j.

En effet, pour i et j € {2,...,n}, on distingue six cas :
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1. sil(s;Ts;) =1U(1) +2
Alors LlRJ(T) = Li(TSj) = S5;{TS; = R]LZ(T)

2. sil(siTsj) =1(1) — 2
Un calcul identique montre 1’égalité.

3. sil(siTsj) =1U(7) et U(s;7) =U(1) + e et U(rs;) =1(1) + € avec e et € € {—1,+1}
Si € # €, Iégalité résulte aussi d’un petit calcul.

Si € = € = +1, notons ¢ = [(7). Soit 7 = s;, ... s;, une décomposition réduite de 7. Alors
Siy - .. 5i,5; est une décomposition réduite de 7s; puisque [(7s;) = ¢ + 1.

Ici, (&, {si i =2,...,n}) étant un systeme de Coxeter, il satisfait la condition d’échange :
il existe j € {1,...,q + 1} tel que :

SiSiy - - Sij_l =Si - Sij

Sion avait j < g, alors s;7 = s;, ... 8i;_,8i; ., - - - S, ce qui contredit le fait que I(s;7) = g+1.
Donc j = g+ 1 et on en déduit s;7 = 7s;.

LiRj(1) = Li(rs;) = Li(1s;) = q.s77 + (¢ — 1).8iT
= q7+(qg—1).87
R;Li(t) = Rj(siT) =q.5:(1sj) + (g —1)s;T

= q7+(qg—1).87

: o . s S (o N
Si enfin € = € = —1, la méme propriété appliquée a 7s; nous donne : s;(7s;) = (75;)s;,
donc 7s; = s5;7 . On a alors :

LiR;j(t) = q.Li(tsj) + (¢ —1).Li(t) = s;7s; + (¢ — 1)(g.87 + (¢ — 1).7)
5its; + (g — 1)(g.87 + (¢ — 1).7)

q-Rj(sit) + (¢ — 1).R;(7) = q¢.si7s;j + (¢ — 1)(q.7s; + (¢ — 1)7)
= s;7s;+ (¢ —1)(g.87 + (¢ — 1).7)

R;L;(T)

Nous pouvons alors montrer les derniéres relations.

Soit w € &,. Soit w = s;, ... s;, une décomposition réduite. Alors w = R

tons R = R; ... R;;.

ig Ri1 (Id) No-

Si|i —j| > 2,

Comme |i — j| > 2, s;5; = s58; et donc L;Lj(w) = L;jLi(w).
De méme,
Liy1LiLit1(w) = RLiy1L;iLiy1(1d) = R(siy18i8i+1) = R(8i8i1154)
donc Ljy1L;Liy1(w) = LiLi1 Li(w).

Nous pouvons désormais montrer 'indépendance des éléments de N,. En effet, soit M =
Uy...Up € Ny. AlorssiU; =T;...Tj—j, ennotant w; = s;...s,—; = L(U;)(Id),ona L(M)(Id) =
wy ... wy. Or comme K&,, = H(1,n), les n! éléments de N,, s’identifient exactement aux n!
éléments de &,, = H(1,n), donc tout élément w de &,, = H(1,n) s’écrit w = ws ... w, comme
précédemment, et ces éléments sont par définition linéairement indépendants sur K&,,. Comme
X — L(X)(Id) est K-linéaire, a fortiori les n! éléments M € N, sont indépendants, ce qui
acheve la preuve du théoreme.
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Théoréme 2.3.2.

¢:H(Qvn)@H(%n)@H(q,n—l)H<q7n) B H(q7n+1)
a—i—ZbﬂX)ci — G+ZbiTn+lci

est un isomorphisme de H(q,n)-bimodules.

Preuve :

¢ est bien définie car si b, ¢ € H(q,n) et u € H(qg,n —1), ¢p(bu® ¢) = buTyy1c = bT1juc =
¢(b® uc) puisque u € H(g,n — 1) et T),4+1 commutent.

¢ est surjective puisque tout élément de H(q,n+ 1) est une combinaison linéaire de monémes
dans lesquels 7,41 apparait au plus une fois, donc de la forme a + >, ;T4 1¢;.

On sait que Ny est une base de H(g,n + 1) comme K-espace vectoriel et

(CR H(q7 n -+ 1) — H(q7 n) ©® H(Qa TL) ®H(q,n—1) H(Qa n)
Us...Up @ ToTp1o- Tt i Uit = ToirToToro-Ton i,

M = Us..U,U,
2 L {M $i Upg1 = 1

Alors 1 défini sur la base de H(q,n + 1) est clairement U'inverse de ¢.

2.4 Algebres de Hecke de type B,
Une présentation de 1'algebre de Hecke de type B, notée HB,(p?,q?) avec p et q des indé-

terminées, avec 11,..., T, ses générateurs, est :
T, = Ty pour fi— j| > 2 (11)
T, 1T, = T TiTipypouri=2,...,n—1 (12)
TWTLyhT, = TN (13)
P = (p—p HTi+1 (14)
T2 = (q—q¢ HTi+1pouri=2,...,n (15)
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3 Représentation des algebres de Hecke de type A,

3.1 Le systeme de racines A, _; et son groupe de Weyl

Dans R", on considere ey, ..., e, la base canonique et on munit R™ du produit scalaire usuel.
On note L, le réseau engendré par les e;. Posons R = {e; —e;j,1 < i,j < n,i # j}. On remarque
que ce sont les éléments o dans L,, qui sont orthogonaux & v = e; + e2 + ... + e, et satisfont
(o, @) = 2. Tl est facile de vérifier que R satisfait les conditions de systéme de racines dans 4 (vu
dans R™). On lappelle le systéeme de racines A, _;. Les éléments a; = ¢, —¢€;41,1 <i<n—1
forment une base de R.

On identifie le groupe symétrique &,, avec son action sur R par permutation des e1, ..., e,.
La réflexion par rapport a «; correspond a (i,7 4+ 1). Comme &,, est engendré par ces transpo-
sitions, le groupe de Weyl s’identifie a &,,.

3.2 Représentation seminormale du groupe de Weyl &,

Sauf mention contraire, les notations de ce paragraphe seront celles du paragraphe 1.3 .

La chaine des systémes de racines Ag C A; C ... C A,,_1 correspond a la chaine des groupes
de Weyl
61C6,C...C6,

On désigne les représentations irréductibles de &y par WA =C6,, - ¢y, ol ¢y, est le symétriseur
de Young correspondant.

Ici on énonce sans démonstration la loi de la ramification pour A, 1 qui vient de la théorie
classique de représentations du groupe symétrique. On 'obtient en utilisant des outils comme
le formule de Frobenius, la regle de Littlewood-Richardson, et la réciprocité de Frobenius qui
explique le lien entre les représentations induites et les restrictions de représentations.

Théoréme 3.2.1 (Loi de la ramification pour &,). Soient A\ une partition de k et W la
représentation irréductible de &, qui est indexée par \. Alors la décompostion de W en somme
directe de représentations irréductibles de S_1 est donnée par

PG
W e~ & v
BEAT

ot A~ désigne l’ensemble des partitions de k — 1 qui sont obtenues en enlevant une case de A.
Remarquons qu’en plus la restriction de Gy a Gr_1 n’a pas de multilicité.

]

Ainsi, on obtient le graphe I' pour la chaine &1 C &5 C ... C G,,. Par exemple, pour n = 4,
I' est comme ci-desous.
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L] - —

On remarque que deux sommets de I' sont reliés par au plus une aréte, donc un chemin
dans I' est caractérisé par les sommets par lesquels il passe. Pour chaque chemin dans ce graphe
()\(O) — ... = )\(”)), si on place ¢ dans la case que 1'on a ajoutée a A=) pour obtenir A, on
obtient ainsi un tableau de Young standard de forme A(™. Donc dans la suite, on identifie de
cette facon les chemins dans I' et les tableaux de Young standards de forme A(™).

Dans ce cas particulier, ce qui est remarquable est que pour nous ramener a la condition de
la proposition 1.3.1, il suffit de prendre pour Z; (2 < k < n) ’ensemble formé d’un seul élément

Rk = Z (Zvj)

1<i<j<k

qui est dans le centre de C&y. D’apres la relation C&; C CS, C ... CCGp, les 2z, (2< k <n)
forment une partie commutative de C&,,.

On introduit ici les éléments de Jucys-Murphy

k
mk:zk—zk,lzz:(i—l,k) pour 2 <k <n
i=2

Ces éléments, comme combinaisons linéaires des z;, commutent entre eux.
Définition 3.1. Le contenu d’une case b dans un diagramme de Young A est donné par
ct(b) =j — i, si b est ala position (i,j) dans \.

Proposition 3.2.1. Pour tout 1 < k < n et toute partition p telle que |u| =k,

cr(p) = X"(z) XM(1) = Y et(b)

bep
ou x* désigne le caractere de &y, dans la représentation WH.

Preuve :
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On désigne les cases dans un diagramme de Young par leur position (i,7). Pour p une
partition telle que |u| = k, on note encore son diagramme de Young correspondant par u et on
introduit les notations ci-dessous

r = max{i; (i,1) € u}
pour 1 <i<r, a;estlecardinalde {j >r—i+1;(j,r—i+1) € u}
b; est le cardinal de {j >r —i+1;(r—i+1,j) € u}

Alors on a la formule

U(12) = s S b+ 1)~ ouei+ 1) (16)
=1

Nous renvoyons a I’appendice pour une démonstration de cette formule.
En développant, on a

r s

doct)=>( > =D+ D G- =D (1= —a)+ 1+ +b)

bep =1 j>i,(j5)€p 3>0,(i,5)Ep =1

2
D’autre part, ci(p) = x*(zx)/x* (1) = %W, I’égalité découle de la formule 1'
(Il

D’apres la définition 1.4, le poids d’un tableau de Young standard (/\(1) — .. )\(")), ol
IAF)| =k est
wt(L) = (c1(AM), ..., en (M)

Comme ¢, (A\¥)) = Zle ct(L(i)), wt(L) est completement determiné par le n-uplet

wt(L) = (ct(L(1)),...,ct(L(n)))

Proposition 3.2.2. Chaque tableau de Young standard L=\ — ... — A" est caractérisé
par son poids.

Preuve :

Notons que deux cases dans une partition A ont le méme contenu si et seulement si elles sont
dans une méme diagonale. Si A(*) est une partition, les A1) obtenus & partir de A(®) sont donc
distingués par le contenu de la case ajoutée. Donc par récurrence, le tableau de Young L est
completement déterminé par ZAUE(L), donc par son poids.

O

Maintenant on peut commencer a construire une représentation seminormale de
6, C6,C...C6G,.

Soit P, C P, C --- C P, l'algebre des chemins du graphe I' de &; C G, C ... C G,,. Pour
A € Gn,
V* = Vecte{vr, tq L est un tableau de Young standard de forme \}

Comme avant, les vy, forment une base seminormale pour la représentation V* de P,. D’aprés
lemme 1.1, pour tout isomorphisme ® entre P, et C&,, tel que ®(P;) = CSy,ona,si L = (AD —
C— Ay

ZEvr, = Ck()\(k))vL

23



et
mivr = (cx(A®) = et A*"D))op, = et(L(k))vr (17)

On voudrait savoir comment les images de &,, par ®~! agissent sur V. En effet, il suffit de
connaitre I'action de ®~1(s;), ot s; (2 < i < n) sont les générateurs de &,,. Plus précisément,
étant donné L un tableau de Young de forme A tel que |[A| = n, on note (s;),1 le coefficient
de vps dans l'expression de <I>_1(s,~)vL comme combinaison linéaire des éléments dans la base
seminormale de V). D’aprés la proposition 3.2.2 et la proposition 1.3.1, z; et les constantes ¢y,
déterminent les (s;)r.1 et les (s;)ar,r(M # L) a une constante pres. Ca nous permet de donner
un tel ¢ explicite.

Dans toute la suite, L est un tableau de Young standard de forme A tel que |A| = n. On
rappelle que pour s € G,,, sL désigne le tableau obtenu en remplagant dans L I'entier j par son
image s(7). On note par convention vs;, = 0 si sL n’est plus standard. Et on notera par abus
®~1(s;)vy, par s;vp.

Pour i = 2, s9 = mgy, 'action est donnée par formule . Pour ¢ > 2, on a besoin des
lemmes suivant :

Lemme 3.1.
sivr, = (i) 0,L0L + (i) s; L, LUs; L

i.e. s;vy, est indépendant de tous les vy sauf M = L et M = s; L

Preuve :

Pour ¢ = n, posons

pk()\(k)) _ H 2 — c(p)

)\(k) _
cr(p) tq crp(p)#ce(AR) et pegy, ck(A) = ex()

et )
Py = [[ px(\®)
k=1
alors si M = (uM) — ... — u(") est un autre chemin de T,

vy Sl ,u(k) = )\(’“), pour 1 <k <n-—2
Prip-zrom = 0 sinon

Notons qu’il existe seulement deux tableaux vérifiant ,u(k) = A& pour 1 < k <n—2, asavoir
L et s, L. Donc

vy siM =L, ou s,L
Prin-z1vm = 0 sinon

Ppjn_9) est dans C&,,_3, donc il commute avec sp,. D’ou

SpUL = Sn(PL[n—2]UL) = PL[n—Z](SnUL) = ($n)L,2vL + (Sn)s,L,LVs, L

La démonstration pour le cas 2 < ¢ < n est identique.

Lemme 3.2.
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Preuve :

Pour j < i, s;(j — 1,i — 1)3;1 = (j — 1,i). Un calcul facile donne : s;m;—1 = m;s; — 1. On
fait agir les éléments des deux membres sur vy,
simj_ivr, = ct(L(1 — 1))s;vr, = ct(L(i — 1)) (si)p,rvr + ct(L(i — 1)) (8i)s;L,LUs, L
m;s; vy, — vV, = <8i)L7LCt(L(Z’))UL + (Si)SiL7LCt(8iL(i))USiL — Uy
En comparant les coeflicients de vy, on obtient le résutat voulu.

O

Les deux lemmes précédents sont vrais pour tout isomorphisme ® entre P, et C&,, tel que
O(P) = C&y.

Lemme 3.3. On peut normaliser un quelconque ® comme ci-dessus pour obtenir un isomor-
phisme ® ayant les mémes propriétés et tel que les coefficients satisfont (s;)s,r. =1+ (si)r,L-

Preuve :

Supposons que s = ZM,L(S)M,LGM,L’ avec ey = @_I(EML) pour tout s € CS,. En
particulier d’apres le lemme 3.1,

5 = Z((Si)L:LeL:L + (Si)Sz'L,LesiL,L)
L

ol (s;)r,r, est donné par le lemme 3.2. Remarquons que si 14 (s;)r,r, = 0, alors ct(L(i)) —ct(L(i—
1)) = —1, ce qui signifie que L(i) et L(i — 1) sont placés dans des diagonales limitrophes du
tableau de Young. Dans ce cas-la, si L est standard, forcément s;L n’est plus standard.

Maintenant on définit un morphisme ® matriciellement en multipliant ® par une matrice
diagonale telle que

o:pP, — C6,
Evrn — emrn

et que pour tout L,

€LL = €eLL
_ Si)s;L,L .
€s;[,. = KL, LEs;L,[ = 1(+Zz:)’€siL,L si s;L reste standard
i)L,L
és;L,. = 0 sinon .

Puis on étend a tout (M, L) par

t
éM,L = H és]-mle,sj_lmle
Jj=1

ou M =sL =s;---s1L.

Grace a la remarque 1.2, pour montrer le lemme, il suffit de vérifier les relations entre les
coefficients. Pour M = s;L, la relation kp k1,0 = 1 correspond ici a

(si)siL,  (Si)LsiL
14+ (si)r,r 14 (si)siL,sL

=1

On utilise la relation s? = 1 et on fait agir les deux membres de cette équation sur vy, selon ®.
On compare les coefficients de vy, et vy, 1. Ils nous donnent les équations :

(s)7. + (si)si,L(s)LsiL = L et (si)s,L.,L = —(si)L,L
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Donc
(si)s;p.(si)r,s;i = (L4 (si)r,0) (1 + (Si)s;L,s, 1)

qui est exactement la relation voulue. De méme, si on fait agir s;s; = s;s; pour |[i — j| > 1 et
SiSi+18; = Si+18:Si+1 et si on compare les coefficients correspondants, on obtient les relations

'%s]-siL,siLHsiL,L = F':SiSjL,SjLK/SjL,Lv pour‘i _j‘ >1

Hsisi_,_l siL,si41 siLHsH_l s;iL,s; Ls;L,L "fsi_,_l SiSit+1 L,sisi+1LHsisi+1 L,sit1 Lﬁsi+1 L,.L

Ainsi la définition pour ez, 1, avec s quelconque ne dépend pas de I'expression par les générateurs
et les relations kar,rkL, N = kMmN, KMmLkL,m = 1 pour M, N, L quelconques sont satisfaites
automatiquement par définition.

O

Théoréme 3.2.2 (Young). Soit A\ une partition telle que |\| = n. Pour chaque générateur
$9,...,8, de &, on définit son action sur V> par

sivr, = (si)r,pvr + (14 (8i)r,1)vs,n, pour2 <i<mn

ot 1

~ at(L(i) — ct(L(i — 1))

et on définit par convention vs,;;, = 0 lorsque s;L n’est pas standard. Alors cette action s’étend
a une action de &, bien définie sur V).

(si)r,L

Preuve :

En combinant les trois lemmes précédents, il suffit de prendre 'isomorphisme ® défini dans
le dernier lemme .

O

Théoréeme 3.2.3 (Young). On prend V* et Uaction de &, dessus comme dans le théoréme
précédent. Alors les {V)‘, pour X\ partition de longueur n } forment un systéme complet de re-
présentations irréductibles du groupe G, et pour chaque X,

{vr pour tout L tableau de Young standard de forme \}

est une base seminormale pour la représentation V> de &,,.

Preuve :

On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 2, &y = {1, 2}. Dans ce cas, V* est de di-
XA (22)
Xy (1)
W sont deux représentations irréductibles de Gy avec le méme caractere. Par suite, elles sont
équivalentes.

mension 1, donc d’apres la formule, zovy, = co(A)vr et ca(N) = = xw»(22). Donc V* et

On suppose le résultat vrai pour n — 1. Puis, par la régle de restriction pour A,_1 pour la
représentation de goupe G,

A Gk o 1
w le—l_ @ w
BEAT
et la regle de restriction pour la représentation d’algebre de chemin

VA ~ @ VH

Megn—l

I’hypothese de récurrence appliquée aux g avec |u| = n — 1 donne V* ~ W, Le théoreme en
découle.

O
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3.3 Représentation seminormale de ’algébre de Hecke HA, _1(¢?)

On a défini I'algebre de Hecke HA,,_1(g?) dans la section 2.3. On veut trouver la représen-
tation seminormale de cette algebre en utilisant celle de son groupe de Weyl &,,. On essaie tout
d’abord de trouver I’analogue des éléments de Jucys-Murphy.

Pour chaque 2 < k < n, définissons

My =Ty ... T5T5T5T5 ... T,

et
C = MMy ... M

Proposition 3.3.1. ( est dans le centre de HAy_1(q?)

Preuve :

(1) Montrons d’abord que pour i +1 < j <k, T;M; = M;T;.

M; = TM;T;
M = Tj..TTiaTiMi 1 TiTiw ... 1)
T;.. TinaTiTipa My A TiTi ... T
= T;.. i TiM; 1\ T;TqT; ... T = M;T;

(2) Pour j > 3, montrons par récurrence 1;M;M;_1 = M;M;_1T}
On vérifie directement pour j = 3 et supposons le résultat pour j, alors
M MTjp = T MiTi MiTj4
Tj 1 Ty 1 My A Ty M T 1 T5T 41
TiTj T My T3 M 15T T
= DT TP M Ty My Ty T
= TTin T} M TiTj M T
Tj1TiMj1 M1 T
= T TiMjp Mja Ty = Tja M M;

ou la quatrieme égalité découle de ’hypothese de récurrence et la derniére égalité de 1’étape (1).
Maintenant, montrons la proposition. Pour tout j < k,

TjCk = Mk---TijMj_l...Mg
= MkMJMJ,1@M2:<kj}

]

Puisque HA, _2(¢?) C HA,—1(¢%), les ¢k (2 < k < n) commutent entre eux. Notons que pour
i < j, MiM;(;—1 = M;M;(j—1, donc les M, (2 < k <n) forment aussi une partie commutative.

Remarque 3.1. D’aprés un calcul facile utilisant itérativement la relation Tl-2 =(qg—q HT;+1,

on obtient i
M —1
= > Tk
qg—q! ; (i—1,k)

ou Ti1p) = ThTk—1 .. - TiraTiTivr .. . Tk 1l est clair que ce sont les analogues des éléments de
Jucys-Murphy définis pour Sy,.
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Théoréme 3.3.1. Soit K = C(q). Alors HA,_1(q*) est une algebre semi-simple scindée et il
existe un K-isomorphisme d’algébres

U HAn,l(q2) — K&,
tel que W(HA,_1(¢%)) = K&}, pour 1 < k < n.

Nous renvoyons a [1, Chapitre IV, §2, Ex. 23-24] pour la démonstration de ce théoreme. En
fait, I'idée directrice est la méme que celle de la démonstration du théoreme 2.3.1.

O

Cet isomorphisme nous donne une bijection entre les représentations irréductibles de KG&,, et
les représentations irréductibles de H A, _1(q?). De plus, tout caractere x d’une représentation
irréductible de H A,,_1(q?) prend ses valeurs dans C[q, ¢~ !]. En particulier, quand on spécialise ¢ &
1, [x(T3)]lg=1 = X (si) ol X est le caractere de la représentation irréductible de &,, correspondante.

Grace a ce lien entre 'algebre de Hecke et son groupe de Weyl, on peut maintenant procéder
par analogie avec C&,, pour obtenir la représentation seminormale de HA,_1(¢?).

On prend P, C P, C --- C P, l'algebre des chemins du graphe I' de &; C 65 C ... C &,
V* = Vectg{vr tq L est un tableau de Young standard de forme A}

et les isomorphismes . .
U=U"1o0d:P, - HA, 1(¢?)

tels que W(P,) = HAr_1(q?), ou ® est P'extension naturelle du C-isomorphisme ® en un K-
isomorphisme et W I'isomorphisme du théoreme. On a d’abord la proposition suivante :

Proposition 3.3.2. Soit p: HA, 1(¢?) — K™ ™ une représentation irréductible de HA, _1(q?).
On suppose qu’elle correspond a la représentation irréductible V> de &,, de caractére x*. Alors

X)‘(Zn)

2
p(Cn) =q D Tdpm
Par conséquent, si L = (A1) — ... — X)) est un tableaw de Young standard, on a

(k)
Govr, = >Ny

Preuve

Comme (, est dans le centre de HA, 1(q?), il existe ¢ dans K tel que p((n) = ¢ - Idmxm.
Prenons le déterminant des deux membres :

¢ = det (p(Ga)) = det (p(Mo My -+~ Ma)) = [[(]] det p(T3)?)
j=2 i=2

Puisque (T; — ¢)(T; + ¢~ ') = 0, les valeurs propres de T} sont q et —¢g~!. On suppose que leur
multiplicités sont respectivement a; et b;. Donc

XNTi) = aiqg — big™*

On spécialise a ¢ =1 :

XMsi) = ai—b;
det p(T}) = ¢ (-1)"
0 = PO XXM e)) (L) 2T e b)
_ q2x*(Zn)

De nouveau, en faisant ¢ = 1 dans p((,), on obtient 'identité, donc ¢ > 0 et

2 m)  20CGn)
Cc = q m = q X (1)
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Ainsi on a
Myvr, = C(Ceo1) op, = @tEE)y,

et on note dans la suite ¢>*((F) = CT(L(k)).

Donnons nous les analogues des lemmes 3.2.1 & 3.2.3 :

Lemme 3.4.
Tivr, = (Ti)p.ovr + (T3)s,,1s, L

i.e. Tyvr, est indépendant de tous les vy sauf M =L et M = s;L

Preuve :

1 suffit de remplacer py(A(¥)) dans la démonstration du lemme 3.2.1 par

pr(A®) = 11

ck(p) tq cp(p)#ck(AR) et peGy,

G — q2¢* (w)
2B _ g2k (1)

Lemme 3.5. .

q9—q

| _ CTAG-1)°
CT(L(3)

(T =
Preuve :

Notons que M; = T; M;_1T;. On le réécrit comme
-1 -1 -1
M TiM; =T, =T, —(q—q ),
on fait agir les deux membres sur vy, puis la comparaison des coefficients de vy, donne le résultat.

O

Lemme 3.6. Tout ¥ peut se normaliser en un isomorphisme U vérifiant les mémes propriétés
et tel que ses coefficients satisfont (T;)s,1.1, = g+ (T3)p,L-

Preuve :

L’idée est completement identique, on remplace simplement les vérifications pour les relations
de &; par celles de HA; 1(q?).

O

Théoréme 3.3.2 (Hoefsmit,Wenzl). Soit A une partition telle que |A\| = n. Pour chaque
générateur Ty, ..., T, de HA,_1(¢?), on définit son action sur V> par

T = (T)) v + (¢ + (T L)vsn, pour2<i<n

ol .

q—q

(Ti)L,L = m
CT(L(7))

et on définit par convention vs,;, = 0 lorsque s;L n’est pas standard. Alors cette action s’étend
a une action de HA,_1(q*) bien définie sur V.
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Preuve :

De nouveau, on combine les trois lemmes précédents et on prend l'isomorphisme ¥ défini
dans le dernier lemme.

0

Théoréme 3.3.3 (Hoefsmit,Wenzl). On prend VA muni de Uaction de HA, 1(¢%) comme
dans le théoréme précédent. Alors les {V>, pour X\ partition de longueur n '} forment un systéme
complet de représentations irréductibles de HA,_1(q®) et pour tout \,

{vr, tq L est un tableau de Young standard de forme \}

est une base seminormale de V> comme représentation de HA,_1(q¢?).

Preuve :

Ce théoreme découle directement les théoremes 3.2.3, 3.3.1 et 3.3.2.
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4 Représentation des algebres de Hecke de type B,

4.1 Le systeme de racines B, et son groupe de Weyl

Dans R"™, toujours muni de sa base canonique ey,...,e, et du produit scalaire usuel, on
appelle le systéme de racines B, le systéeme dont les 2n? racines sont {+e;, —e;, 1 < i <
n, e —ej, e +ej, —e—ej, 1 <i,5 < n,i# j}. Une base de B, est donnée par oy = ey,
g — €9 —€1,y...,0p —=€p — €p_1.

Le groupe de Weyl correspondant, noté W B,,, s’identifie au groupe des permutations signées

de {1,...,n}. Il est engendré par les permutations de &,, qui agissent comme précédemment,
et des éléments de (Z/7)"™ qui agissent en échangeant les signes. Plus précisément, si 7; =
(1,...,=1,...,1) € (Z/oz)™ ou le —1 est en position i, alors
e; sii##j,
Ti(ej) = { oo
—e; sii=j.

En effet, la réflexion par rapport a aq, notée sq, est bien ’action de 7, tandis que les réflexions
de vecteurs «; pour 2 < i < n, notées s;, correspondent comme précédemment a ’action de la
transposition (i — 1,4). Les s;, 1 <4 < n engendrent un groupe isomorphe a (Z/97)" x &,, ou la
regle du produit semi-direct est donnée par

6n — Aut((Z/QZ)”)
g ((al,...,an)'—>(aU_1(1),...,aU_1(n)))

Une autre maniere de représenter les éléments de W B,, est de les voir comme un sous-groupe
des permutations s de {—n,...,—1,1,...,n} telles que s(—k) = —s(k) pour tout k € {1,...,n}.
Par exemple, si 2 < i < n, on note s; = (i — 1,4)(—(: — 1), —1) et s1 = (1,—1). Ces deux points
de vue sont clairement équivalents.

Les générateurs de W B,, satisfont les relations :

S$;85 = S§58; si ‘Z —j’ > 2
8i8i+15 = Sit18Siy1 pour 2<¢<n-—1
81828182 = S2515251
s? = lpourl<i1<n

4.2 Représentation seminormale du groupe de Weyl W B,

Beaucoup de résultats démontrés pour A,,_1 peuvent s’adapter au cas de B,,.

La chaine des systémes de racines () = By C By C By C ... C B, correspond a la chaine des
groupes de Weyl
{1} =WByCWB, CWByC...CWB,

On désigne toujours les représentations irréductibles de W By, par W2,

Mais cette fois-ci, A correspond & une partition double de longueur & : A = (o, 3) ou («, 3)
est un couple de partitions telles que |a| + |B| = k.

Un tableau standard L = (L, L?) associé & la partition double A = («, 3) est composé
des deux schémas de Young associés a « et 3 dont les cases sont numérotées a l'aide des entiers
de 1 a k de telle sorte que dans un méme tableau, les numéros croissent de gauche a droite dans
une méme ligne et de haut en bas dans une méme colonne.

Voici par exemple un tableau standard associé a la partition double ((3,1,1,1),(3,2)).

4]7]
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Théoréme 4.2.1 (loi de la ramification pour WB,,). Si WA est une représentation irré-
ductible de W By, avec comme ci-dessus A = («, 3) et |a|+ || = k, alors la restriction a W By_;

est :
b WB ~Y b
W (@B) Ler ~ @ W ()
(mv)€(a,B)~

ot (a, B)~ est l’ensemble des partitions doubles de longueur k — 1 obtenues a partir de («, 3) en
enlevant une case a l'un des deux schémas.

Ici non plus, la restriction de W By a W By_1 n’a pas de multiplicité.

De plus, nous admettrons que W (1:0) ®W(®’V ) TWB’“ ~ W) comme représentation

W Bo xW By =
induite.

On peut alors construire toujours sur le méme principe le graphe I' associé a la chaine
{1} CWB; CWBy C ... C WB,. Par exemple, pour n = 2, on obtient :

0. 1D (o) CED (He)  CTw

Comme pour A,_1, on identifie le chemin L = (A — ... — X)) avec le tableau dont la
partition double est A(™ et ol on a placé l'entier i avec 1 < i < n dans la case que 'on a ajoutée
a A= pour obtenir \(?),

Ici, & la différence de A,_1, pour satisfaire les conditions de la proposition 1.3.1 il faut
prendre, pour 1 <k <n, Z = {2k, 2k1, 2k0} OU

k

Zks = Z(iv_i)
=1

e o=y 05 (=i=5) + (6, =) (=i, )]
1<i<j<k

o = (1,—1)(2,-2)...(k,—k) = —Id

21,5 se note ainsi car il s’agit de la somme des réflexions de W By, de vecteurs les racines
positives courtes (les +e;, 1 <1i < k, de longueur 1). De méme, z;; est la somme des réflexions
de vecteurs les racines positives longues (les e; —e;, 1 <i<j<ketlese;+e;,1<i<j<k,
toutes de longueur 2).

On remarque que tous ces éléments commutent entre eux dans CW B,,, puisque pour tout
1 <k <mn, les Z; sont inclus dans le centre de CW By, : il s’agit de sommes des éléments d’une
méme classe de conjugaison.

On peut alors définir les analogues pour B, des éléments de Jucys-Murphy :

Mis = Zks— 2k—1,s = (k,—k) pour 1 <k <n
k—1

Ml = 2kl — k-1 = Z [(i, k)(—i,—k) + (—i,k)(i,—k)] pour 2<k <n
i=1

Ces éléments commutent également entre eux.
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Définition 4.1. On définit le signe et le contenu d’une case b dans une double partition («, [3)
par :

1 st b€ a,
sgn(b) = {—1 sibe

ct(b) = j—i sib esten position (i,7), que ce soit dans o ou dans f3.

Proposition 4.2.1. Soit 1 < k < n. En reprenant les notations précédentes, si (u,v) est une
partition double de longueur k, x"*) le caractére de la représentation irréductible W) de
W By, alors on a :

(1) (2
balpr) = k) 5

(msv)
x (1) be(a)
XU (z10)

i) = M 0 3
has be (u,v)
(1) (2

Ck,O(#)”) = X (Ml,)ko = H Sgn
X bE (1,v)

Preuve :

Notons a = |u| et b = |v|. On a a + b = k. Soient W B, le sous-groupe de W By des
permutations signées de {1, 2,...,a} et W By celui des permutations signées de {a + 1,...,k}.
Soient S, et Sy les groupes des permutations de {1, 2,...,a} et de {a+1, ..., k} respectivement.

On veut se ramener a ce que 'on vient de montrer pour A,,.

Soit W la représentation irréductible de S, correspondant a la partition pu. On étend cette
représentation & W B, en faisant agir s; = (1,—1) de fagon triviale, donc en ne touchant pas
aux signes.

Soit de méme WY la représentation irréductible de S, pour v. Cette fois, on étend cette
représentation a W By, en faisant agir 'élément (a + 1,—(a + 1)) € WBy, par —Idyyv.

Alors W#* et W" munis de cette action de W By, s’identifient aux représentations W9 et
W») de W By,. Par conséquent, ce sont des représentations irréductibles pour les groupes W B,
et W By, respectivement.

De plus, par construction, si x* et x” sont les caracteres des représentations irréductibles
WH et WY de S, et S respectivement, comme les caracteres sont constants sur une classe de
conjugaison, on a :

XO((1,2)(-1,-2)) = X*((1,2))

((
D((1,-1)) =x"(1)

D((1,-1)(2,-2)...(a,—a)) = x"(1)

@”>((a+1 a+2)(—(a+1),—(a+2) =x"((a+1,a+2))
X ((a+1,—(a+1))) = —x"(1)

X (@ +1,—(a+ 1))(a+2 —(a+2))...(k,—k)) = (=1)"x"(1)

Comme W (10 (%) W (O.v) ng}:xw B, W (HY) comme représentation induite, on peut calculer
les caracteres x(**) comme & la proposition 1.1.1 (6) par la formule :

X (w) = > X0 (g7 wg)x ) (g wgs) (18)
g;lngEWBaXWBb

ou la somme porte sur les représentants g; des classes de WBy /(W B, x WBy) tels que
gi_lwgi € WBy, x WBy,.
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En utilisant cette formule, on obtient :

X (1)
i) = Sy
 Yicicjer X 5) (=1, =) + X (6 =5) (=1, 9))
- X (1)
_ k(R = DxW((1,2) (<1, -2))
N x#(1)
= - S, W) + G x O  (a+ 1,0 +2)
- Cix D (1x@(1)
_ oy (ala=1)x"((1,2) b —1)x"((a+1,a+2))
= k-0 (G o))
B X“(Z1gi<jga(iaj)) Xy(za+1§i<j§k(iaj))
; 2( x*(1) - x“(1) )
_ xM(za) | x"(z)
B 2<x“(1) * x”(l))
= Q(th(b)—l—th(b))
ben bev
= 2 ) ct(b)
be(p,v)
De méme,
o) = G
k,s\ s - X(/"l’)(l)
XSG )
X (1)
A (C )
o X(Mal’)(l)
_ kcﬁiix(“m((l, —D)xP(1) + Cp_ xmO ()X ((a + 1, —(a + 1))
- Cix I (1)x@)(1)
_ax(L-1) | bx((at 1, —(a+1))
xH(1) XV (1)
= a—25b
= Z sgn(b)
be(u,v)

La derniere égalité provenant du fait que pour toute case b dans pu, sgn(b) = 1 et pour toute

case b dans v, sgn(b) = —1.

Un calcul similaire permet d’obtenir la formule donnant X(“’V )(Zk,[))-

Comme d’habitude, on définit le poids d’un chemin L = (\©) — ...

par wt(L) = (1AD), .. (A7)

ou pour une partition double A\ = (p,v),

ck(A) = (cr,s(N), cri(N), cro(N).
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La proposition précédente nous permet de voir que la donnée de wt(L) équivaut a celle des
deux n-uplets

wty (L) = (ct(L(1)),..., ct(L(n))) et

wts(L) = (sgn(L(1)),..., sgn(L(n)).
Proposition 4.2.2. Tout tableau L = (A — ... — X)) est caractérisé par son poids.

Preuve

Supposons donné wt (L), et cherchons & déterminer L. On connait donc wt (L) et wty(L). Par
récurrence sur i > 1, supposons avoir déterminé les A\ = (,u(j), I/(j)) pour 0 < j <i— 1. Alors,
comme on connait sgn(L(i)), on sait dans quelle partition 1) ou »(*~1 il faut ajouter une case
pour obtenir A(¥), Puis, comme on connait ct(L(i)), comme pour la preuve de la proposition 3.2
concernant A,, on sait ou ajouter la case ¢ dans le tableau correspondant. Donc par récurrence,
L est uniquement déterminé par son poids.

O

Construction de la représentation seminormale de WBy C WB; C...C W8,

Comme avant, on construit Pp C P; C ... C P, l'algebre des chemins du graphe I' de
WBy CWB; C... C WB,. Pour tout A = (u,v) € G,

VA = Vectc{vr, tq L est un tableau standard ayant pour double partition A}.

De méme, les vy, forment une base seminormale pour la représentation de P,,. En prenant un
isomorphisme ® comme pour le lemme 1.1, si L = (A(©) — ... — X)) est un chemin de T, on a

zhsvr = ek s(AFoy, zrvr = (A, zkovr = oA ).
D’ou
my svr, = sgn(L(k))vr, (19)
mg v = Ct(L(k))’UL (20)

Comme pour A,, on cherche a déterminer les actions des s; (1 < i < n), les générateurs de
W B,,. En reprenant les notations de la partie 3.2, on note, pour L un tableau standard de forme
A
O (s;)vp = s = Z (si)MLUM
M tableau standard de forme A

ol les (s;)n,r, sont des scalaires & déterminer.
On garde la notation sL, ou s € &,, C WB, pour désigner le tableau ou l'entier j a été
remplacé dans L par son image s(7).

Théoréme 4.2.2 (Young). Soit A = (a, 3) une partition double telle que |\ = |a| + |5] = n.
Pour chaque générateur si,...,s, de WBy,, on définit son action sur V> par

sivp = sgn(L(1))vy,
sivp, = (si)p,rvr + (1 + (si)n,L)vs, 1, pour2 <i<mn

1
T (L)) — ct(L(i 1))

(et on définit par convention vs,1, = 0 lorsque s;L n’est pas standard). Alors cette action s’étend
a une action de W By, bien définie sur V.

(si)r.L
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Preuve :

L’action de s; se déduit directement de la formule (19) puisque s; = my 5.
Pour ’action de s; pour 2 < i < n, on adapte directement la preuve du théoreme 3.2 pour
Ap.

O

Théoréme 4.2.3 (Young). En reprenant l’action de W B,, sur les espaces V> comme dans le
théoréme précédent, alors les {V?>, pour \ partition double de longueur n} forment un systéme
complet de représentations irréductibles de W By,, et pour toute partition double A = (a, [3),
{wvr tq L est un tableau standard de forme A} est une base seminormale pour la représentation

VA de WB,.

Preuve :

On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0, WBy = {1} et les représentations V(©0.0) et
W9 sont bien équivalentes.

Pour passer de n — 1 a n, on utilise exactement le méme argument que dans la preuve du
théoreme 3.3 pour A,,.

O

4.3 Représentation seminormale de I’algébre de Hecke H B, (p?, ¢*)

L’algebre de Hecke H B, (p?, ¢%) a été définie dans la section 2.4. On proceéde comme pour
H An_l(qz).

Pour tout 1 < k < n, définissons
M, =T Tp_q... T5TV T ... T, _1T}.

puis
2z = MpMy_q ... MoM;

Proposition 4.3.1. z; est dans le centre de HBy(p?, ¢%).

Preuve :
On procede comme avant en plusieurs étapes.

(1) Montrons que pour 1 <i < k, T; My, = M;T;.
En effet, si i =1,

WM, =TTy...ToNT... T, = Ty.. TYILhyOhT... T
— T...TyNT, ... T,
= MT;

en utilisant les relations et .
Si2<i<k-—1,

.M, = TT....T:...Ty
= T..TTiTi...Th... T}
= Tp..TiTyTir ... Ty ... Ty
= Th..TnT;... Th ... T TiTisr ... Ty
= T,...Ty..T;TiTi ... T
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en utilisant les relations et .
(2) Ty M, = Tl2 = M1}
Montrons par récurrence sur k > 2 que Tp MpMy_1 = MpMy_1T}.

Sik=2,
ToMyM; = TQ(TQTlTQ)Tl = (TQTlTQ)TlTQ = MyM;T5

Supposons le résultat vrai pour k — 1, avec k > 3.

T MMy = Tp(TpTp 1 My—2Ty 1Ty )(Th—1 My 2Ty 1)
= T Te 1My —2(TpTi1Ti) My 2T) 1
= Tp(Ti T 1Ty) My 2Ty 1 My 2Ty Ti—1
= (T 1Ty)(Th—1 My —2Ty—1 My _2)T}. T} 1
My
= Tp 1 TpTh—1 (M1 My_2Ty 1)1} Ty
(T 1T T 1) My 2Ty 1 My_2 T}, Ty, 1T},
= (TiTk-1Te) My —oTp 1 Tp My —oTr 1Tk
(Th Tk A My 2Ty 1 Ty ) (T 1 My 2Ty 1) Ti
= MMy 1Ty

D’otu le résultat par récurrence.

Par suite, 2z, = MpMi_q ... MaoM; commute avec les T; pour 1 < ¢ < k, donc est dans le
centre de H By (p?, ¢?).

O

Comme HBy,_1(p?,¢?) C HBy(p?, ¢?), on a comme pour A, que les zj, 1 < k < n forment
une partie commutative de H B, (p?, ¢*) et, de méme, puisque pour i < 7, MiM;z; 1 = M;M;z;_1,
les M} pour 1 < k < n forment aussi une partie commutative.

De méme que pour A,, nous admettrons le

Théoréme 4.3.1. Soit K = C(p, q). HB,(p?,¢*) est une algébre semi-simple scindée, et il existe
un K-isomorphisme d’algébres

U : HB,(p? ¢*) — KWB,
tel que W(H By (p?, ¢%)) = KW By, pour tout 1 < k < n.

Cet isomorphisme nous permet ici aussi de faire le lien entre I’algebre de Hecke et son groupe
de Weyl pour obtenir la représentation seminormale de H B,,(p?, ¢) & partir de celle de KW B,,.

Onreprend Py C ... C P, la chaine des algebres de chemins, cette fois-ci sur K, correspondant
a la chalne WBy C ... C WB,,

VA = Vectg{vr, tq L est un tableau de Young standard de partition double \}

et I'isomorphisme de K-algébres ¥ : P, — H B,,(p?, ¢*) tel que pour tout 1 < k < n, U(FP) =
HBy(p?, ¢*).

Proposition 4.3.2. Soit p : HB,(p? ¢*>) — K™™ une représentation irréductible de
HB,(p%, ¢%). On suppose qu’elle correspond d la représentation irréductible V* de W B, de

caractére x*. Alors
A A
X" (zn,s) X" (Zn)
p W ¢ PO - Idpm

o X(Zn,O)
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Par conséquent, si L = (/\(1) — ... )\(”)) est un tableau de Young standard, on a pour tout
1<k <n,

()\(k‘) )pc;e,s()\““))qck’l(,\(k))v

ZEVL = Ck,0 L

Preuve :

Les idées sont les mémes que pour la preuve de la proposition 3.3.2. On commence par

montrer que
XMegs) x> M)

P(Z;g):p XA q XA [

En effet, 27 est aussi dans le centre de H By (p?,¢°) (puisque z l'est), donc il agit par un
multiple de D'identité : il existe ¢ € K tel que p(27) = c.Idpxm.

Notons y = x*.

En prenant le déterminant, on obtient :

ko J
¢™ = det p(z}) = det p(My ... MyMy... My) = [ ] [[(det p(T3))*(det p(T}))*
j=21i=2

Comme pour la preuve de la proposition 3.3.2 on calcule

X(Th) = aip—bip™!

X(T;) = aiq — big" pour 2 <i <k

oil a1 et by (respectivement a; et b;) sont les multiplicités des valeurs propres p et p~! (respec-
tivement ¢ et ¢~ 1).

x(s1) ay — by
x(si) = a;—b; pour 2 <i<k
det p(Ty) = pX)(-1)
det (1) = ¢ (-1)"
det ,O(Z,?) p2k‘X(sl)q2X22§:2 23:2 x(s:)
Or
k
X(2ks) = D x(i,—1) = k.x(s1) et
=1 ) j
o) = S D) (=) + (=) (i) =230 3 K0,
1<i<j<k ==
x(1) = m

d’ou le résultat :
XMegs) xR

2
p(zi) =p X0 ¢" X0 Iy

Comme les valeurs propres de p(z;) sont des racines carrées de celles de p(z;)?, on a :

A
Xk(zn,s) X <Zn,l>

plz) = (_1)d,p AW g PO Idom.

ou la parité de d est a déterminer.
En spécialisant & p = ¢ = 1, on obtient z; = 20 = (1,—1) ... (k, —k).

Donc det p(zk,0) = [[5ex 597(b) = cro(N).
D’ou le résultat.
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On a toujours le théoréme suivant dont la preuve est identique & celle du cas de HA,,_1(q¢?).
On note pour 1 <7< n

CT(L(i)) = sgn(L(i))p* " M) g -0,

Théoreme 4.3.2. Soit A une partition double de longueur n. On définit pour chaque générateur
T1,..., T, de HB,(p? ¢*) son action sur V> par

Tyvr, = CT(L(1))vg

et

Tivr, = (T) v + (¢ + (T3 1,n)vs, pour 2 < i< n o
-1
. q—q

TeL = —orr iy
CT(L(k))

pour tout 2 < k < n, avec les conventions habituelles pour vs,1,. Alors cette action s’étend a une
action de H B, (p?,q?) bien définie sur V.

Théoréme 4.3.3 (Hoefsmit). On prend V* muni de laction de H B, (p?,q?) comme dans le
théoréme précédent. Alors les V avec \ partition double de longueur n, forment un systéme
complet de représentations irréductibles de H B, (p?,q*) et pour toute partition double X,

{vr, tq L est un tableau de Young standard de forme \}

est une base seminormale de V> comme représentation de HB,(p% ¢?).

Preuve :

Ce théoreme découle directement des théoremes précédents.
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Appendice

Le but de cet appendice est de montrer la formule .

D’abord introduisons la formule de Frobenius qui est un résultat remarquable de la théorie
des représentations du groupe symétrique. Pour la démonstration nous renvoyons a [2,chapitre
4,84.3].

Théoréme 4.3.4 (Formule de Frobenius). Soient V* la représentation irréductible de &,

indexée par la partition X : Ay > -+ > XA, > 0 et X/\ son caractére. Pour © = (i1,i2,...,1n)
avec Y, iy = n, on désigne par C; la classe de conjugaison de S,, des permutations qui ont
11 1-cycles, 19 2-cycles, ..., i, n-cycles. Soient k indeterminées x1,...,x avec k le nombre de

lignes du diagramme de Young de A. On introduit

Pj(ac)::cjl—i-nr:%+—i—:t:fC

1<j
Etant donnée une série formelle f(x1,--- ,z) et (1, - ,lk), notons [f(x1, ,2)|a,,. 1) le

coefficient de :zlll e $§€’“ dans f. Pour la partition \ donnée, on définit
Lh=M+k—=—1,1L=X+k—2,.. 0, =X

qui est une suite strictement décroissante de k nombres positifs. Alors la valeur de x» sur un
g € C; est donnée par

XA(Ci) = [A(x) Hpj(x)ij](llwwlk)'

O

De ce théoreme, on déduit la formule suivante pour calculer la valeur de x* pour un cycle.

Proposition 4.3.3.

\ (0= m)ldimVy k()
(0.2 m) = TR (21)
ol k m
o) =[@=—1), @) =p@@-—m)][[@-7i+1)
i=1 j=1
Preuve :

Pour le cycle (1,...,m), sa classe de conjugaison correspondant a i satisfait i1 = n—m, i,, =
1, i; = 0 pour les autres j.

A T’aide du déterminant de Vandermonde, on a

Aw)=det |~ | =3 (sguojaf V2! (22)
. . T : geES,
1 = x’ffl
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L’autre terme est

[[P@)5 = (@4 ta) "+ +a])
n—m)!
- > Mm?---wzk<w+---+wzn>
(P10 )telqueZn n—m e k:

_ rp+m Tk
_ Yy Bomln

1<p<k (r1,... T'k)
Donc en combinant les termes correspondants, on obtient
HP Zj (ll, ) = Z Ap (23)
1<p<k
ou
Z sgn o - (n—m)!
(Lh—ok)+1)-(lp—ok—p+1)—m+ 1) (I —o(1) + k)!

La somme porte sur les 0 € & tels que I, —o(k—p+1)—m+1>0, l; —o(k—i+1)+1>
0, pour les autres 1 <i < k. On note l;, = I, —m et Ij = I;. Alors

Ay =

Ay, = A l" l" Z sgncrHl/ =1 (lf—o(k—j+1)+2)
o€y
1 00 l’—l
(—my |} WG
A A AR :
N R AR

Le déterminant se ramene a un déterminant de Vandermonde, donc

l/'Hl/_l/

17
p 1<j

B ((ln Z)) ! H (li_lj)H(li—lp+m)H(lp_m_lj)

p i<, 7D i<p p<j

AP l/ '

Remarquons ici que quand m = 1, ces calculs nous donnent au passage :

dim V)\ = X/\( ' H

1<j

Calculons en combinant ces deux égalités précédentes avec

wl(lp) = H(lp_li>

G
U(lp) = —m]Jp—li—m)[JU—i+1
iF#p J=1
On obtient '
A4, = (n—m)! dim V) ¥(1p)

—m - n! o' (1)

Le résultat découle de la formule de Frobenius et de .
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Remarque 4.1. Comme les l; sont les racines simples de ¢, la somme dans est le coefficient

de =1 dans la série de Laurent de 1) (z)/p(x) en x = co.

O

On désigne les cases dans un diagramme de Young par leur position (,7). Pour A une
partition telle que |\| = n, on note encore son diagramme de Young correspondant par \ et on

introduit les notations ci-dessous :

r = max{i; (i,7) € A}

pour 1 < <, a; est le cardinal de {j >r —i+ 1;(j,r —i+ 1) € A}

b; est le cardinal de {j >r—i+1;(r—i+1,j) € A\}
Lemme 4.1. On a les égalités des ensembles
{li,...;. .} ={k+b1,....,k+ b}

et
{lr+1,...,lk,k‘—1—&1,...,]{3—1—0,7«}:{0,1,...,/6‘—1}

Preuve

br—iv1 =XAi—t,doncpour 1 <i<r l; =k+br_jy1.

D’autre part, on rappelle que k est le nombre de lignes du diagramme de Young de A,
ly41, ..., est une suite strictement décroissante avec I = A et l,4+1 < k par définition de r.
On note par convention A\;;1; = 0, donc l11 = —1. Remarquons que pour r+1 <t <k, \; <r
et chaque fois que I; > ;11 +1,ona A\; > Ajy1. Puispour \; > j > A1 +1,onai—a,_j1 = J.
Ceci entraine k —1—a,_j+1 = k+j —i—1. Comme les a; croissent strictement, tous les nombres
strictement compris entre [; et [;41 sont obtenus une et une seule fois par ces k —1—a,_;11. En
particulier k — 1 — a,, = 0. Apres, pour Ap41, si Apy1 =7, lp41 = k — 1. Sinon, A1 < 7, a; =0,
k—1—a; =k —1. Donc on a bien {l,41,...,lkp,k—1—ay,....k—1—a,} ={0,1,...,k—1}.

Proposition 4.3.4. ¥(x)/p(x) = g(y)/f(y), ovy =z —k

[Tz (y — bs) _ —m .
Ty rat D 9y) = fly )j];[l(y j+1)

fly) =

Preuve

D’apres les égalités d’ensembles ci-dessus, on a

_ b)) pe)
v Moe@—g)  Ia@—J)
o) = — 2= [[@—k—j+1)

Hj:o(x _m_j) j=1

Puis on obtient ¢(z)/¢(x) = g(y)/f(y) par un calcul direct.

Remarque 4.2. Le coefficient de ! dans la série de Laurent de 1 (x)/p(x) en x = oo est égal

a celui de g(x)/ f(z).
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Proposition 4.3.5.

dimV*

gy 2 (Bilbi 1)~ aas £ 1)

=1

XN(1,2)) =

Preuve :

On calcule d’abord le coefficient de =1 dans la série de Laurent de g(x)/f(x) pour m = 2.

[Tii (@ —b)

M) = e rat 1)

g9(x) = aw(z —1)f(z - 2)

Donc

9@ T
@ - cemnlle- H e
- x(x—nH(l—;( <%> DI+ 2 ==Yy
i=1 =0 i=1 J=0

Son coefficient en 27! est égal au coefficient de =2 dans

r

(1_1)H(1_2_2@_21)?)H(1+2_2(a¢—1)+2(ai—1)2).

x piey x x2 3 Py x 2 3
Regardons les termes qui donnent 273. Ce sont les
20 - D=2 +r(C] = (a2
(LR R e b T
NP +H(EP] = 0
(0O =

Donc le coeflicient est

XT: 2[=bi(b; + 1) + a;(a; + 1)],
=1

ce qui est égal a ZI;:1 ;f,((lli)) d’apres les deux remarques ci-dessus. En appliquant am=2,
on obtient Lo
dimV
YM(1,2) = " =T > (0i(bi + 1) — ai(a; + 1))

i=1
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