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Introduction

La topologie et la géométrie en dimension 3 constituent un domaine qui a beaucoup progressé
ces dernieres années, notamment grace aux travaux de Thurston, Hamilton, Perelman et bien
d’autres qui ont mené a la démonstration de la conjecture de géométrisation de Thurston.

Une variété M de dimension 3, connexe, compacte, & bord éventuellement vide et orientable,
est dite irréductible si toute sphere S? proprement plongée dans M borde une boule B? dans
la variété M. Sinon, on dit que la variété M est réductible. Une sphére proprement plongée ne
bordant aucune boule de M est dite essentielle. En découpant le long de spheres essentielles,
une variété réductible peut étre décomposée en la somme connexe de variétés irréductibles et
de variétés homéomorphes a S? x S'. Quitte & réordonner les facteurs, une telle décomposition
est unique & homéomorphisme pres. Il est aussi a noter qu’en dimension trois, les catégories
continue, linéaire par morceaux et lisse sont équivalentes (c’est un résultat di & Moise [Moil).

Une variété M est dite hyperbolique si l'intérieur de M peut étre muni d’une métrique
riemannienne complete de courbure sectionnelle constante égale a —1. Une variété de dimension
3 est une variété graphée s’il existe une famille finie de tores plongés et disjoints {71,...,T,}
telle que toute composante de la variété obtenue en découpant M le long de ces tores est un
fibré en cercles S'. Une surface F' proprement plongée dans une variété M de dimension trois
est dite incompressible si F' est connexe, compacte, orientable, non parallele au bord de M,
et le groupe fondamental de F' s’injecte dans celui de M. D’apres le lemme de Dehn (voir par
exemple [Hat2, Corollaire 3.2 p. 48]), ceci revient a dire que le bord de tout disque D plongé
dans M intersectant la surface F' transversalement et vérifiant D N F = 9D borde un disque D’
de F.

Avec ces définitions, nous pouvons énoncer ce qui est désormais nommé le théoreme de
géométrisation de Perelman.

Théoréme 0.1 (Géométrisation). Toute variété M de dimension 3, connexe, compacte,
orientable et irréductible peut étre scindée le long d’une famille finie {Ty,...,T,} de tores in-
compressibles, non paralléles au bord de M et deuxr a deuxr non paralléles, de telle sorte que
chaque morceau est soit hyperbolique, soit une variété graphée.

Pour plus de précisions, nous renvoyons par exemple a [Sco], [Thull, notamment le paragraphe
3.8 p. 179], [Bai] et [BMP] paragraphe 1.1 p. 5]. Pour la démonstration de ce théoréme, nous
renvoyons aux articles de Perelman [Perl], [Per2] et [Per3|, ainsi qu’aux références [KL], [MT]
et [BBBMP].

Ce résultat a des corollaires importants. Le plus remarquable est la réponse affirmative a
la conjecture de Poincaré, mais on peut également noter la démonstration de la conjecture de
Borel en dimension trois. Cette conjecture stipule qu'une variété de dimension trois, connexe,
compacte, sans bord et asphérique (c’est a dire dont le deuxiéme et troisieme groupe d’homo-
topie sont triviaux) est uniquement déterminée par son type d’homotopie, a difféomorphisme
pres. De plus, le théoreme de géométrisation a permis d’établir que si le groupe fondamental de
la variété M est infini, alors cette variété admet une infinité de revétements finis, et en fait son
groupe fondamental est résiduellement fini [Hem1].

Cependant, d’autres propriétés importantes ne découlent pas du théoreme de géométrisation
et un certain nombre de questions difficiles restent ouvertes.

Une de ces questions est liée aux variétés de Haken. Une variété M de dimension 3 connexe,
compacte, orientable et irréductible est dite de Haken si elle contient une surface incompressible.

Il existe des exemples de variétés de dimension trois de groupe fondamental infini qui ne
sont pas de Haken. Mais comme une telle variété M admet beaucoup de revétements finis, on
peut espérer qu’'un de ses revétements finis soit, lui, de Haken. On dit alors que la variété M est
virtuellement de Haken. Les variétés virtuellement de Haken font I’objet d’une conjecture,
due & Waldhausen [Wald].



Conjecture 1 (de Waldhausen). Toute variété de dimension 3, connexe, compacte, orien-
table et irréductible posséde un revétement fini M' — M pour lequel M’ contient une surface
incompressible (donc M est virtuellement de Haken,).

Le théoreme de géométrisation implique en particulier que la conjecture de Waldhausen
reste ouverte uniquement pour les variétés hyperboliques sans bord. C’est pourquoi nous nous
restreindrons souvent a ce cas.

On dispose d’un critére homologique pour déterminer si une variété M de dimension trois
est de Haken. On définit le premier nombre de Betti b; (M) comme le rang du premier
groupe d’homologie de M & coefficients entiers Hy(M,Z). Si le premier nombre de Betti by (M)
est strictement positif, alors la variété M contient une surface incompressible (voir par exemple
[Jacl, Théoreme III.10 p. 35] ou [Hem| Lemme 6.6 p. 62]). Ainsi, si la variété M posséde un
revétement dont le premier nombre de Betti est non nul, alors M est virtuellement de Haken.
Cela nous amene a énoncer la conjecture plus forte qui suit (voir par exemple [Thu2l question
17 du paragraphe 6]).

Conjecture 2 (du premier nombre de Betti virtuellement non nul). Toute variété M de
dimension 8 connexe, compacte, orientable, irréductible et de groupe fondamental infini possede
un revétement fini M’ — M dont le premier nombre de Betti est non nul (i.e rang H'(M',Z) =
by > 0).

Avec le théoreme de géométrisation, cette conjecture elle-aussi n’est ouverte que dans le cas
hyperbolique sans bord. Dunfield et Thurston ont vérifié cette conjecture sur 10 986 variétés
hyperboliques compactes sans bord [DuTh].

Dans le cas ou le bord de M est non vide ou pour les variétés autres qu’hyperboliques, on
peut en fait trouver un revétement fini de M dont le premier nombre de Betti est arbitrairement
grand. Ce résultat conduit a une conjecture plus forte :

Conjecture 3 (du nombre de Betti virtuellement infini). Soit M une variété hyperbolique
de dimension 3, compacte, sans bord, connexe et orientable. Alors pour tout entier n € N, il existe
un revétement fini M — M dont le premier nombre de Betti est plus grand que n : by(M') > n.

D’autre part, si une variété de dimension trois fibre sur le cercle S', alors son premier nombre
de Betti est non nul et elle est a fortiori de Haken. Ainsi, si une variété M de dimension trois
possede un revétement fini fibré sur le cercle, M vérifie les conjectures de Waldhausen et du
premier nombre de Betti virtuellement non nul. On dit qu'une variété qui admet un revétement
fini fibré sur le cercle est virtuellement fibrée. C’est le cas des variétés graphées dont le bord est
non vide. Par contre, il existe des exemples de variétés graphées qui ne fibrent pas virtuellement
sur le cercle. On ne sait pas non plus démontrer qu’une variété fibrant sur le cercle vérifie la
conjecture du premier nombre de Betti virtuellement infini.

Pour les variétés hyperboliques, Thurston a proposé la conjecture suivante [Thu2, question
17 du paragraphe 6] :

Conjecture 4 (de Thurston). Toute variété hyperbolique de dimension 3 connexe, orientable,
complete et de volume fini est virtuellement fibrée sur le cercle, i.e. elle posséde un revétement
fini M' — M ot M' est une fibration sur le cercle St (de fibre une surface).

La difficulté de cette conjecture réside en partie dans le fait qu’il n’existe que des criteres
suffisants permettant de conclure qu’une variété de dimension 3 est fibrée sur le cercle ([Lac2004],
[Mah| et [Agol]). De plus, ceux-ci sont peu nombreux et souvent délicats & mettre en oeuvre en
pratique. Pour toutes les conjectures précédentes, il est en général difficile de savoir a priori quel
type de revétement considérer parmi tous les revétements finis de la variété.

Pour avancer vers la résolution de ces conjectures, plusieurs approches sont possibles, et
souvent liées : on peut utiliser d’une part des outils de géométrie et de topologie de dimension
trois, d’autre part des méthodes plus algébriques venant de la théorie des groupes et de la théorie
des graphes.



1 Approche topologique et géométrique.

1.1 Scindements de Heegaard.

Afin de trouver une éventuelle surface incompressible dans une variété M de dimension trois
compacte, connexe et orientable, une approche peut consister a partir d’'une surface qui existe
dans toute variété de dimension trois et a la modifier dans des revétements pour la rendre
incompressible. Un candidat possible pour une telle surface est de considérer une surface de
Heegaard.

Soit g un entier naturel. Un corps a g anses, ou bretzel de genre g, est le voisinage
régulier d’un graphe connexe de caractéristique d’Euler égale a 1 — g. Le bord de ce bretzel est
une surface F' connexe, compacte, sans bord, orientable et de genre g.

Soit M une variété de dimension 3 compacte, connexe, orientable et sans bord. Un scinde-
ment de Heegaard de M est une décomposition de la variété M en deux corps a anses Hy et
H; de méme genre g € N, recollés par un homéomorphisme de leur bord. L’entier g est appelé le
genre du scindement de Heegaard. La surface F' est une surface de Heegaard de M. On note
ce scindement M = HyUp Hj. 1l existe une théorie analogue dans le cas ou M est une variété
de dimension 3 compacte, connexe, orientable et de bord non vide.

Deux scindements de Heegaard sont isotopes si les surfaces de Heegaard correspondantes
sont isotopes dans la variété M. Ils sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme de M
envoyant la premiere surface de Heegaard sur la seconde. Si H est un corps a anses, un disque
méridien pour H est un disque D proprement plongé dans H (donc transverse au bord de H
et tel que DNH = 0D C 0H), tel que 0D est une courbe essentielle dans 0H (i.e. d’homotopie
non triviale).

Toute variété M de dimension 3 compacte et orientable admet un scindement de Heegaard.
Ce résultat découle immédiatement de 'existence d’une décomposition en anses de M ou les
anses sont attachées par ordre croissant d’indice. On peut aussi construire un scindement de
Heegaard de M a partir d’'une triangulation. Supposons pour simplifier que la variété M soit de
dimension 3, connexe, compacte et sans bord. D’apreés Moise [Moli], il existe une triangulation K
de M. Soit KM le 1-squelette de cette triangulation et I' le 1-squelette dual. Les sommets de I’
correspondent aux centres de gravité des 3-simplexes (qui sont des tétraedres) et les arétes sont
en correspondance avec les 2-simplexes de K (les faces, qui sont des triangles). L’espace entre
KO et T dans M peut alors étre muni d’une structure produit. Ainsi, en "épaississant” ces deux
graphes, on peut faire en sorte que les bords de voisinages réguliers de K et de T’ dans M
coincident. Cette surface commune est alors une surface de Heegaard et chacun de ces voisinages
réguliers de graphes est un corps a anses. On a ainsi obtenu un scindement de Heegaard de la
variété M a partir d’une triangulation.

Soit M une variété de dimension 3 connexe, compacte et orientable, et Hy Ur H7 un scinde-
ment de Heegaard de genre g de M. Il est assez facile de construire un scindement de Heegaard
de M de genre g + 1 a partir de Hy Ur H; par une opération de stabilisation comme suit.

Soit v un arc proprement plongé dans Hy, avec ses deux extrémités dans 0H; = F et tel
qu’il existe un disque D plongé dans H; dont le bord est la réunion de « et d’un arc de 0Hj.
On peut alors rajouter a Hy un voisinage régulier de «, qu’on enleve a Hy. On obtient ainsi un



nouveau scindement de Heegaard de M, de genre g+ 1, obtenu a partir du scindement HyUpr H;
par stabilisation. On remarque que deux scindements obtenus a partir de Hy Urp H; par une
stabilisation sont isotopes.

H H D
L p 1
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Hy H)|

Par contre, deux scindements isotopes aprés stabilisation n’étaient pas forcément isotopes
au départ. En fait, on a méme le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 (Reidemeister-Singer). Soit M une variété de dimension 3 compacte, conneze,
sans bord et orientable.

Soient Hy Up Hy et H) U H| deuz scindements de Heegaard de M. Alors il existe deux
entiers n et p tels que le scindement obtenu a partir de HyUp Hi en effectuant n stabilisations
et le scindement obtenu & partir de H) Upr H] en effectuant p stabilisations soient isotopes.

Ainsi, stabiliser un scindement de Heegaard fait perdre de I'information. La question naturelle
qui se pose alors est la suivante : dans quel cas un scindement de Heegaard provient-il d’une
stabilisation d’un scindement plus simple, i.e. dans quel cas un scindement de Heegaard peut-il
étre déstabilisé?

Lemme 1.2. Soit M une variété de dimension 3 connexe, compacte et orientable.
Un scindement de Heegaard Hy Urp H1 de M peut étre déstabilisé si et seulement s’il existe

deux disques Dq et Dy proprement plongés respectivement dans Hy et Hy et s’intersectant en un
unique point.

@ -

F

Scindement de Heegaard pouvant étre déstabilisé.

On a la définition suivante :

Définition 1.3. Soit M wune variété de dimension 3 connexe, compacte et orientable, et un
scindement de Heegaard Hy Up H1 de M. Ce scindement est dit réductible s’il existe deux
disques méridiens Dy et Dy proprement plongés respectivement dans Hy et Hy tels que leurs
bords coincident : 0Dg = D1 C F' est un cercle essentiel de F'.

Un scindement de Heegaard qui n’est pas réductible est dit irréductible.
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Scindement de Heegaard réductible.

Cette définition revient a dire que si le scindement de Heegaard est réductible, alors il existe
une sphere S (qui est 'union des deux disques précédents) intersectant F' en un unique cercle
essentiel.

Méme si les définitions semblent différer, dans le cas ou la variété M est irréductible et
différente d’une sphére ou de I'adhérence d’une sphére trouée, un scindement de Heegaard est
réductible si et seulement s’il peut étre déstabilisé. L’idée est qu’alors un scindement de Heegaard
réductible peut étre déstabilisé en un scindement de genre strictement plus petit, donc simplifié.

Définition 1.4. Un scindement de Heegaard HyUr Hy de M est dit faiblement réductible s’il
existe deuz disques méridiens Do de Hy et Dy de Hy dont les bords sont disjoints : 0 DyNOD1 = ().

Un scindement de Heegaard qui n’est pas faiblement réductible est dit fortement irréduc-
tible.

Remarque 1.5. Tout scindement de Heegaard réductible est faiblement réductible.

En effet, soit un scindement de Heegaard réductible M = HyUp H; et deux disques méridiens
Dy de Hy, D1 de Hy dont les bords coincident : 9Dy = dD;. On peut toujours éloigner un peu
le bord de Dy dans F' pour le disjoindre du bord de D; et obtenir ainsi deux disques méridiens
montrant que le scindement est faiblement réductible.

D,
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Scindement de Heegaard réductible, donc faiblement réductible.

Une surface de Heegaard est par définition hautement compressible. Cependant, un résultat
di & Casson et Gordon (voir par exemple [CaGol Théoreme 3.1 p. 280], ou [Scha, Théoreme
3.11 p.932]) montre comment ’on peut utiliser les scindements de Heegaard pour construire une
éventuelle surface incompressible dans la variété M.

Théoreme 1.6. Soit M une variété de dimension 3 compacte, connexe et orientable, et un
scindement de Heegaard HyUp H1 de M irréductible, mais faiblement réductible. Alors la variété
M contient une surface incompressible.

Ce théoreme donne une piste pour résoudre la conjecture sur les variétés virtuellement de
Haken : il suffit d’arriver a construire un scindement de Heegaard d’'un revétement fini M; — M



qui soit irréductible mais faiblement réductible. Cette approche n’est pas sans espoir car on sait
[Lac2006l, Proposition 3.1 p. 338] qu’en prenant 'image réciproque d’une surface de Heegaard
fortement irréductible dans un revétement fini de degré suffisamment grand, on obtient une sur-
face de Heegaard faiblement réductible. Cependant, cette surface est génériquement réductible.

Le résultat suivant de Pitts et Rubinstein (voir [PiRu|, [FrHal Théoreme 2.4 p. 533] et
[Sou, Théoreme 3.6 p.18]) permet de relier la notion de scindement de Heegaard fortement
irréductible aux surfaces minimales. Une surface de Heegaard fortement irréductible dans une
variété hyperbolique M de dimension trois, connexe, compacte, sans bord et orientable est
isotope a une surface minimale, ou au bord d’un voisinage produit d’une surface minimale non
orientable plongée dans M, avec un tube attaché verticalement dans la structure de I-fibré
induite sur ce voisinage régulier.

De facon analogue, les travaux de Freedman, Hass, Scott [FHS|], Meeks, Simons, Schoen et
Yau ([MSY], Théoréme principal p. 127] et [SY), Théoréme 5.1 p. 610]) ont montré que toute
surface incompressible orientable, connexe et proprement plongée dans une variété hyperbolique
M de dimension trois, connexe, compacte et orientable est isotope & une surface minimale ou au
revétement double d’une surface minimale non orientable. De plus, apres l'isotopie, deux telles
surfaces sont soit égales, soit disjointes.

Les surfaces de Heegaard partagent ainsi avec les surfaces incompressibles des propriétés liées
aux surfaces minimales. En particulier, on peut utiliser des outils de géométrie riemannienne et la
théorie des surfaces minimales pour controler la géométrie de ces surfaces. Par exemple, Lackenby
[Lac2006l, Proposition 6.1 p. 347] majore le diametre de la surface minimale représentant une
surface de Heegaard F' fortement irréductible dans une variété hyperbolique M par ¢ |x(F)|, ou
c est une constante strictement positive ne dépendant que du rayon d’injectivité de M. De plus,
on peut prendre la méme constante ¢ dans tous les revétements finis de M, et cette majoration
peut étre ainsi utilisée pour établir des réultats de fibration virtuelle ([Lac2004], [Mah| et [Agol]).

1.2 Quelques résultats de Lackenby.
1.2.1 Gradients de Heegaard.

L’objet de mon mémoire de M2 était d’étudier I'article de Lackenby [Lac2006]. Ces résultats,
complétés par ceux d’'un autre article [Lac2004], conduisent & un certain nombre de conjectures
qui permettraient de résoudre la conjecture de Waldhausen.

Comme on I’a dit, une des difficultés majeures de cette conjecture est de trouver la bonne
tour de revétements dans laquelle les variétés deviendraient de Haken pour un indice assez grand,
et donc pour une infinité d’indices. L’approche de Lackenby requiert de controler le genre de
Heegaard dans des tours de revétements finis. Pour ce faire, ce dernier associe a toute famille
de revétements finis de M un invariant qui prend en compte le comportement asymptotique du
genre de Heegaard. Il obtient ainsi la définition du gradient de Heegaard.

Soit M une variété de dimension 3 compacte, connexe et orientable. Notons x (M) =
2g(M) —2 la caractéristique d’Euler-Heegaard de M, ou g(M) est le genre de Heegaard de
la variété M. Bien siir, la caractéristique d’Euler-Heegaard x” (M) est le minimum sur toutes
les surfaces de Heegaard F' de M de —x/(F’), opposé de la caractéristique d’Euler de F'.

De facon analogue, on peut définir la caractéristique d’Euler-Heegaard forte de M
comme le minimum de —y(F") pris sur 'ensemble de toutes les surfaces de Heegaard fortement
irréductibles F' de M. On lanote x**(M). Si la variété M n’admet pas de scindement de Heegaard
fortement irréductible, alors par les conventions usuelles x*"(M) = +oo. Bien entendu, toute
variété M de dimension 3 connexe, compacte et orientable vérifie x" (M) < x*"(M).

Soit F une surface de Heegaard pour M réalisant le genre de Heegaard de M : " (M) =
—x(F). Dans un revétement fini M’ — M de degré d, 'image réciproque de F' est une surface
de Heegaard F' de M’ de caractéristique d’Euler x(F') = dx(F). Par suite,



h M;
Ainsi, dans une tour de revétements finis (M; — M );er de M le rapport X*((i_ ) est tou-

jours majoré par la caractéristique d’Euler-Heegaard de M : la croissance de la cafactéristique
d’Euler-Heegaard la plus rapide que ’on puisse espérer est une croissance linéaire en le degré du
revétement. Il est donc intéressant d’introduire les quantités suivantes, comme 1’a fait Lackenby
[Lac2006, p. 319].

Définition 1.7 (gradient de Heegaard et gradient fort de Heegaard). Soit M une variété
de dimension 3 compacte, connexe et orientable, et une famille de revétements finis (M; — M );er
de M. Notons d; le degré du revétement M; — M pour tout ¢ € I.

Le gradient de Heegaard de M relativement a (M; — M);c; est la quantité :

i€l i

De méme, on peut définir le gradient fort de Heegaard de M relativement a (M; —
M)iEI par :

sh M.
VM(M; — M)icr) = inf {X_ Sl } -
icl i
Si la famille de revétements finis (M; — M);c; de M n’est pas spécifiée, alors le gradient est
la borne inférieure sur tous les revétements finis de M. On Uappelle le gradient de Heegaard
de M, noté V*(M), et le gradient fort de Heegaard de M, noté V*"(M).

Le raisonnement précédent montre que pour toute famille de revétement finis (M; — M );er
de M, on a V"((M; — M);c;) < x"(M). En fait, Lackenby a montré que pour une variété
M hyperbolique de dimension trois, connexe, compacte et orientable, on a l'inégalité stricte
V(M) < X" (M).

La seule variété compacte, connexe, orientable, sans bord et de caractéristique de Heegaard
strictement négative est la sphere S3. Donc le gradient de Heegaard d’une variété M connexe,
compacte, sans bord, orientable et de dimension 3 est strictement négatif si et seulement si le
revétement universel M de M est difféomorphe & S3. Dans ce cas, M n’admet qu’un nombre
fini de revétements d’indice fini. Hormis cette situation particuliere que nous ne rencontrerons
pas, le gradient de Heegaard et le gradient fort de Heegaard sont toujours positifs ou nuls, voire
infini pour ce dernier.

Le gradient de Heegaard d’une variété compacte, connexe, orientable et virtuellement fibrée
sur le cercle est nul. Lackenby [Lac2006, p. 320] conjecture que la réciproque est vraie dans le
cas hyperbolique :

Conjecture 5 (du gradient de Heegaard). Une variété de dimension 8 compacte, connexe,
orientable et hyperbolique a son gradient de Heegaard nul si et seulement si elle fibre virtuellement
sur le cercle.

Si la conjecture {4] est vraie, on s’attend a ce que le gradient de Heegaard d’une variété
hyperbolique soit toujours nul. Par contre, Lackenby conjecture que ce n’est pas le cas pour le
gradient fort de Heegaard.

Conjecture 6 (du gradient fort de Heegaard). Le gradient fort de Heegaard des variétés
de dimension 3 compactes, sans bord, connexes, orientables et hyperboliques n’est jamais nul.

Lackenby [Lac2006, Paragraphes 6 et 7] propose un certain nombre de résultats qui corro-
borent ces deux conjectures.

1.2.2 Propriété (7).

Un des résultats majeurs de l'article [Lac2006] est le théoréme 1.7 p. 323 qui donne un
programme pour résoudre la conjecture de Haken. Ce théoreme utilise conjointement le gradient
de Heegaard et une propriété sur les groupes de présentation finie, appelée propriété (7).



Soient G un groupe de type fini et S une famille génératrice finie symétrique (i.e. stable par
passage a 'inverse) de G, ne contenant pas 1’élément neutre e de G. Soit H un sous-groupe de
G (non nécessairement distingué). Le graphe de Schreier de H\G relativement a S est le
graphe fini X (H\G, S) = X(H\G) = (V, E) dont I’ensemble des sommets V est en bijection avec
I'ensemble des classes & droite de H\G et les arétes sont les triplets (Hh, Hg,s) € H\GxH\G xS
avec Hh = Hg.s. L’aréte opposée a e est € = (Hg, Hh, s~ !). Le sommet initial de e est o(e) = Hh
et son sommet terminal est t(e) = Hg.

Si le sous-groupe H est distingué dans G, le graphe de Schreier de H\G est en fait le graphe
de Cayley du groupe H\G = G/H relativement a la famille génératrice S = (Hs, s € S) (nous
renvoyons a [GdH, Chap. 1 §2 p. 4 et Appendix §3.1 p. 248] pour la définition du graphe de
Cayley d’un groupe de type fini).

Soit un graphe fini connexe X = (V,E), ou V est l'ensemble des sommets de X et F
I'ensemble de ses arétes. Si A est un sous-ensemble de V', on note A (le "bord” de A) le sous-
ensemble de E des arétes d’origine un sommet de A et d’extrémité un sommet de V'\ A = A€ le
complémentaire de A dans V.

Définition 1.8 (Constante de Cheeger). Soit X = (V, E) un graphe fini conneze ayant au
moins deur sommets. La constante de Cheeger de X est définie par :

h(X):min{%, ACV, A#Det \A|§|‘2/’}

Pour une variété riemannienne, on a une constante analogue :

Définition 1.9 (Constante isopérimétrique de Cheeger).
La constante de Cheeger d’une variété riemannienne (M,g) de volume fini est :

A(M) = in {m}

ot A parcourt les sous-variétés de M vérifiant 0 < Volg(A) < M

Proposition et Définition 1.10. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, conneze
et orientable. Soient T' = w1 (M) le groupe fondamental de M relatif 4 un certain choiz de
point base dans M, (T;)ier une famille de sous-groupes d’indice fini de T', et (M; — M);er
la famille des revétements riemanniens finis associés auzr sous-groupes ;. Soit S une famille
génératrice finie symétrique de I', ne contenant pas ’élément neutre de I'. Pour tout i € I,
notons X; = X(I\I',S) le graphe de Schreier (fini connexe) de I';\I'. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. Il existe €1 > 0 tel que pour tout i, on ait h(X;) > €.
2. Il existe ea > 0 tel que pour tout i, on ait h(M;) > €.

De plus, cette propriété est indépendante de la famille génératrice finie symétrique S choisie.
On dit alors que la variété M posséde la propriété (t) relativement a la famille de re-
vétements finis (M; — M);c1, ou que le groupe I' posséde la propriété (1) relativement
a la famille de sous-groupes d’indice fini (I';);cy.

La famille de revétements finis (M; — M);cr est appelée un treillis si pour tous i,j € I,
le revétement correspondant au sous-groupe my(M;) Ny (M;) de m (M) fait aussi partie de la
famille (ici 1 (M;) et 71 (M;) sont vus comme des sous-groupes de 71 (M) le groupe fondamental
de M).

Une reformulation du théoreme 1.7 de [Lac20006] est :

Théoreme 1.11. Soient une variété M de dimension 8 connexe, compacte, sans bord, orien-
table, irréductible, et un treillis (M; — M);cr de revétements finis galoisiens de M.
Supposons que :



1. La variété M ne posséde pas la propriété () relativement au treillis de revétements finis
(M; — M)ier.

2. Le gradient fort de Heegaard du treillis (M; — M);er est non nul : V¥ ((M; — M);er) > 0.

Alors la variété M est virtuellement de Haken : pour une infinité de i € I, le revétement fini
M; contient une surface incompressible.

Ce théoreme constitue une avancée vers la conjecture sur les variétés virtuellement de Haken.
En effet, prenons pour treillis la famille (M; — M);c; des revétements finis galoisiens de M. La
deuxieme hypothese serait toujours vérifiée dans le cas d’une variété hyperbolique, compacte et
sans bord : ¢’est la conjecture [6] du gradient fort de Heegaard, ou la conjecture [§| du gradient de
Heegaard de Lackenby (puisque si le gradient de Heegaard est nul, cela veut dire que la variété
est virtuellement fibrée sur le cercle, donc a fortiori de Haken. D’autre part, si le gradient de
Heegaard est non nul, a fortiori le gradient fort de Heegaard est non nul puisqu’il est minoré par
le gradient "faible”).

Une autre conjecture de Lubotzky et Sarnak impliquerait la validité de la premiere hypothese
dans le cas d’une variété hyperbolique, compacte et sans bord :

Conjecture 7 (Lubotzky-Sarnak). Le groupe fondamemental d’une variété de dimension
3 hyperbolique de volume fini ne possede pas la propriété (1) relativement a la famille de ses
sous-groupes distingués d’indice fini.

Si ces deux conjectures se révélaient exactes, alors une variété de dimension 3 hyperbolique,
connexe, orientable, compacte et sans bord serait virtuellement de Haken, ce qui est le cas qui
manquait pour prouver la conjecture sur les variétés virtuellement de Haken.

La démonstration du théoreme 4.1 p. 341 de [Lac2006] utilise des techniques de surfaces
minimales en rapport avec les scindements de Heegaard [PiRu] :

Théoreme 1.12. Soit M wune variété hyperbolique de dimension trois, connexe, orientable,

h
compléte et de volume fini. Alors h(M) < ﬁﬁ%(](%).
Le théoreme 1.5 p. 322 de [Lac2006] est une conséquence immédiate du théoreme I
permet de relier la propriété (7) et le gradient de Heegaard :

Théoréme 1.13. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe, compacte, sans
bord et orientable.

Si la variété M posséde la propriété (1) relativement a la famille de revétements finis (M; —
M);cr, alors le gradient de Heegaard de (M; — M );cr est non nul : ¥V ((M; — M)cr) > 0.

En particulier, une variété qui fibre sur le cercle n’a pas la propriété (1) relativement a la
famille de ses revétements finis.

1.2.3 Quelques criteres de fibration virtuelle.

Dans un autre article [Lac2004], Lackenby utilise les résultats et les méthodes développées
dans [Lac2006] pour énoncer un critére permettant de dire qu'une variété posseéde un revétement
dont le premier nombre de Betti est virtuellement non nul, ainsi qu’un critére déterminant si la
variété est virtuellement fibrée sur le cercle.

Théoréme 1.14. Soit M une variété hyperbolique de dimension trois, connexe, compacte, sans
bord et orientable. Soit (M; — M), . une famille de revétements galoisiens finis de degré dj.
Alors :

X (M;)
Vd;
nul. En particulier, M vérifie la conjecture [§ du premier nombre de Betti virtuellement

non nul.

1. Silim;_ .o = 0, pour tout i assez grand, le premier nombre de Betti de M; est non

x3h (M)
Vd;

X" (M)

2. De plus, silim; v 0, il existe € > 0 tel que pour tout i € N, > €.
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k(M . s
8. 5 lim; o0 % =0, pour tout i assez grand, la variété M; fibre sur le cercle S'.

[

Un résultat de Maher [Mah] permet d’éviter la condition que les revétements soient réguliers.

Théoréme 1.15. Soit M une variété hyperbolique de dimension trois, connexe, compacte, sans
bord et orientable. Soit (M; — M);cr une famille infinie de revétements finis de degré d;. Si la
caractéristique d’Euler-Heegaard x" (M;) est uniformément bornée, alors sauf pour un nombre
fini d’indices i € I, la variété M; contient une surface plongée qui est une fibre virtuelle.

En particulier, on sait grace a ce théoreme que la variété M est virtuellement fibrée sur le
cercle si et seulement si M admet une famille infinie de revétements finis (M; — M );cr dont le
genre de Heegaard g(M;) est borné indépendamment de 3.

2 Une autre approche possible : le point de vue algébrique.

2.1 Construction d’un cocycle non trivial.

En utilisant des techniques de géométrie des groupes, notamment en travaillant sur les
graphes de Schreier et des revétements du 2-complexe de Cayley associé a un groupe de présen-
tation finie, Lackenby a démontré dans son article [Lac2006] le lemme crucial suivant :

Lemme 2.1. Soit T un groupe de présentation finie, et (S, R) une présentation triangulaire de T,
i.e. dont toutes les relations de R ont longueur trois. Soit H un sous-groupe d’indice fini distingué

dans T et X le graphe de Cayley de H\I' relativement a S. On suppose que h(X) < W
Soit K le 2-complexe de Cayley associé a la présentation (S,R) de T' et K' le revétement
galoisien fini correspondant au sous-groupe H. Alors K' admet un 1-cocycle ¢ non trivial : en

particulier, by (K') > 0.

Soit M une variété de dimension trois de groupe fondamental I'. On peut utiliser le cocycle
non trivial ¢ exhibé dans ce lemme pour construire une surface inompressible duale de ¢ dans le
revétement fini M; correspondant au sous-groupe H de I' [Lac2004, Paragraphe 3 p. 145].

Le lemme technique précédent permet de démontrer le théoréme suivant de [Lac2006, Théo-
reme 1.1].

Théoréeme 2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, conneze, sans bord et orien-
table de groupe fondamental T'. Notons (I';);cr la famille de ses sous-groupes d’indice fini et pour
tout i € I, soient N(I';) le normalisateur de T'; dans I' et M; — M le revétement riemannien
fini correspondant au sous-groupe I';.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. 1l existe un indice i € I tel que by (M;) > 0.

2. Pour une infinité d’indices i € I, by(M;) > 0.

3. h(M;)[T : N(T)]T : T;] admet une sous-suite bornée.
4. infier {A(M)[T : N(T)PN(T) 1 T} =o0.

Ce théoreme est a mettre en parallele avec le théoreme [1.14]

2.2 Un critere algébrique de fibration virtuelle.

Dans son article [Agol], Agol énonce une condition nécessaire pour qu’'une variété M de
dimension trois irréductible fibre virtuellement sur le cercle. Cette condition repose sur une
propriété du groupe fondamental de la variété M, appelée RFRS, plus forte que la résiduelle
finitude.

Soit T' un groupe. Notons I'™) = [, T le sous-groupe dérivé de I' et ¥ = {z eT'|3k €
Z,k # 0, zF ¢ F(l)} le radical du sous-groupe dérivé de I'. Le groupe I' est dit RFRS ou
résiduellement fini Q-résoluble s’il existe une suite de sous-groupes distingués d’indice fini
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(I'i)jeny de Tavec I' = T'g D Ty D I'p O ... telle que ;e Iy = {1}, et pour tout i € N le
sous-groupe I'; 11 contienne (Fi)ﬁl).

Tout sous-groupe d’un groupe RFRS est lui-aussi RFRS. On dit qu’un groupe I' est vir-
tuellement RFRS s’il contient un sous-groupe d’indice fini qui est RFRS. En particulier, les
groupes de surface, de réflexions, les groupes artiniens a angles droits, les groupes hyperboliques
arithmétiques définis par une forme quadratique, les produits directs et les produits libres de
groupes RFRS sont virtuellement RFRS.

Le théoreme 5.1 de [Agol] donne une condition suffisante algébrique pour qu’une variété de
dimension trois soit virtuellement fibrée sur le cercle.

Théoréme 2.3 (Agol). Soit M une variété de dimension trois connexe, compacte, sans bord,
orientable et irréductible. Supposons que le groupe fondamental de M est RFRS et que le premier
nombre de Betti de M est non nul. Alors M est virtuellement fibrée sur le cercle.

2.3 Quelques conjectures sur la taille des groupes kleiniens et divers gra-
dients.

On dit qu'un groupe est un groupe de surface s’il est isomorphe au groupe fondamental
d’une surface connexe, compacte, sans bord, orientable et de genre supérieur ou égal a deux.
Une conjecture plus faible que la conjecture [1| de Waldhausen est la suivante :

Conjecture 8 (du sous-groupe de surface). Le groupe fondamental d’une variété hyperbo-
lique M de dimension trois, connexe, compacte, sans bord et orientable contient un sous-groupe
de surface.

Si cette conjecture était vraie, on pourrait toujours immerger une surface connexe, compacte,
sans bord, orientable et de genre supérieur ou égal & deux dans une variété hyperbolique M de
dimensions trois. Cependant, il n’est pas assuré que cette surface puisse provenir d’'une surface
plongée dans un revétement fini de M, d’ou la conjecture plus forte de Waldhausen.

Le fait de contenir un sous-groupe de surface ne dépend que de la classe de commensurabilité
du groupe fondamental de la variété hyperbolique. On connait une réponse affirmative a cette
conjecture dans certains cas, notamment le cas arithmétique, ou c’est un théoreme de Lackenby
[Lac2008, Théoreme 1.2 p. 1] qui s’appuie sur un résultat de Lackenby, Long et Reid [LLR].

Théoréme 2.4 (Lackenby). Le groupe fondamental d’une variété hyperbolique arithmétique
M de dimension trois, connexe, compacte, sans bord et orientable contient un sous-groupe de
surface.

Un groupe I est dit large s’il est de présentation finie et s’il contient un sous-groupe d’indice
fini qui se surjecte sur un groupe libre non abélien. Si le groupe fondamental d’une variété de
dimension trois est large, alors cette variété a son premier nombre de Betti virtuellement infini.
C’est pourquoi la conjecture suivante impliquerait les conjectures|[I]de Waldhausen, [2|du premier
nombre de Betti virtuellement non nul et [3| du premier nombre de Betti virtuellement infini.

Conjecture 9 (du groupe large). Le groupe fondamental d’une variété hyperbolique M de
dimension trois, connexe, compacte, sans bord et orientable est large.

Cette conjecture est vraie pour les variétés arithmétiques dont le premier nombre de Betti est
virtuellement non nul (J[CLR] et [LLR]). En revanche, on ne sait pas si par exemple les groupes
fondamentaux des variétés fibrées sur le cercle sont larges.

Pour démontrer que le groupe fondamental d’une variété M de dimension trois est large,
on peut par exemple montrer que M contient deux surfaces orientables disjointes, proprement
plongées et dont 'union n’est pas séparante. Récemment, Lackenby a obtenu plusieurs autres
criteres, plus algébriques.

Le rang d(I') d’un groupe I' de type fini est le nombre minimal de générateurs du groupe.

Théoréme 2.5. [Lac2005]
Soit I' un groupe de présentation finie. Sont équivalentes les assertions :
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1. Le groupe T’ est large.

2. Il existe une suite I'y D I's 2D ... D I';, D ... de sous-groupes d’indice fini de I', tous
distingués dans I'y telle que :

(a) Pour tout i > 1, le quotient T';/T';11 est abélien.

(b) Tim; oo 2ipriat) = oo,

(c) limsup;ey % > 0.

Ce dernier résultat nous amene a nous intéresser de plus pres au rang. Par le théoreme de
Reidemeister-Schreier, on sait que si I' est un groupe de présentation finie et I'; un sous-groupe
d’indice fini de T, le rang de T'; vérifie : d(T';) — 1 < (d(T") — 1)[[" : Ty].

Ceci a conduit Lackenby a introduire la définition suivante. Si I" est un groupe de présentation
finie et F = (I';);er une famille de sous-groupes d’indice fini de T', alors le gradient du rang
de I' relativement a la famille F est :

r . d(rl) -1
ViDL F) =i =y

Si I' est le groupe fondamental d’une variété M de dimension trois, connexe, compacte, sans
bord et orientable, le rang de I' est toujours majoré par le genre de Heegaard de M (car les
boucles d’un graphe dont un des corps a anses est un voisinage régulier fournissent une famille
génératrice de I'). Donc aussi le double du gradient du rang de I associé a la famille F est toujours
majoré par le gradient de Heegaard associé a la famille des revétements finis correspondant aux
sous-groupes de F. Ainsi, Lackenby trouve pour le gradient du rang un résultat qui ressemble
beaucoup au théoreme 1.7 de [Lac2006].

Théoréme 2.6. [Lac2005-2, Théoréme 1.1]
Soit I' un groupe de présentation finie et (I';);er un treillis de sous-groupes distingués d’indice
fini de I'. Alors au moins une des propriétés suivantes est vraie :

1. Le sous-groupe I'; est un produit libre amalgamé ou une extension HNN pour une infinité
de .
2. Le groupe I' posséde la propriété (1) relativement a la famille (T';);er.

3. V(I (Ty)ier) = 0.

En particulier, si M est une variété de dimension trois de groupe fondamental T" et (I';);cs
une famille de sous-groupes distingués d’indice fini dans I" telle que I" ne possede pas la propriété
(1) relativement & la famille (I';);er et V™(T, (T';)ier) # 0, alors la variété M est virtuellement
de Haken.

De méme, si I" est un groupe de présentation finie et F = (I';);c; une famille de sous-groupes
d’indice fini dans I', pour tout nombre premier p on peut définir d,(I';) = dim H Yy, F,) et

hom : dp(rl) —1

vy (0 F) = i =
Cette quantité s’appelle le gradient de I’homologie modulo p. Dans son article [Lac2005-3],
Lackenby démontre un théoreme similaire au théoréme [2.6] En particulier, si M est une variété
de dimension trois de groupe fondamental I" et (I';);e; une famille de sous-groupes distingués
d’indice fini dans T telle que I' ne possede pas la propriété (7) relativement a la famille (I';);er
et Vgom(F, (T;)icr) # 0, alors la variété M est virtuellement de Haken, et en fait le groupe I est
large.

2.4 Conjecture du rang versus genre de Heegaard.

11 existe des variétés non hyperboliques M (de Seifert ou graphées) telles que d(m M) < g(M)
([BZ] et [SW]). La question de trouver de tels exemples hyperboliques est toujours ouverte : c’est
la conjecture du rang versus genre de Heegaard [Shal Conjecture 1.1], qui affirme que
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tout variété hyperbolique M vérifierait d(mi M) = g(M). Shalen [Sha] utilise cette conjecture
pour traduire en terme de genre de Heegaard des résultats obtenus ou conjecturés sur le rang
du groupe fondamental d’une variété hyperbolique. Souto [Sou2] montre que dans le cadre des
fibrés hyperboliques sur le cercle, le rang et le genre de Heegaard coincident pour des revétements
suffisamment grands.

Abért et Nikolov [AN] donnent un moyen de calculer le gradient du rang d’un groupe de
type fini résiduellement fini I' relatif a une suite quelconque de sous-groupes emboités d’indice
finil' =Ty 2T DTy D ... telle que NpenI'y, = {1} en termes de colt de l'action de T" sur le
bord de I'arbre des classes associé a la famille (I',,),en (voir aussi [BG]). De fagon équivalente,
le gradient du rang d’un groupe I' de type fini et résiduellement fini peut se calculer comme le
cout de 'action de I' sur sa complétion profinie, moins un. Modulo une conjecture dite du prix
fixe, leurs résultats permettraient de construire des variétés hyperboliques dont le rapport entre
le genre et le rang est arbitrairement grand.
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