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Introduction

On s'intéresse à un modèle d'occupation qui a de nombreuses applications
notamment en écologie, en statistiques ou même en littérature. Le problème est
le suivant : on cherche à estimer le nombre d'espèces et leur proportions dans
un environnement donné alors que l'on ne dispose que d'échantillons. On peut
aussi s'intéresser au nombre et à la fréquence des mots utilisés par un certain
auteur à partir de l'étude d'une seule de ses oeuvres. Cela peut s'avérer assez
compliqué quand les espèces considérées sont très rares ou quand les mots sont
très peu souvent employés. On modélise alors les espèces par des boîtes et les
échantillons par des lancers de boules.
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On se donne donc une suite de boîtes et on y lance aléatoirement des boules
de manière indépendante. La probabilité qu'une boule tombe dans la ième boîte
est pi. On se place dans le cas d'une in�nité dénombrable de boîtes, c'est-à dire
que

∀i ∈ N, pi > 0.

On peut voir l'ensemble des boîtes comme une partition dénombrable de [0, 1],
les pi sont alors les longueurs des boîtes.

1 Poissonisation

1.1 Position du problème

On note Xn,i le nombre de boules après le nème lancer dans la ième boîte.
On va étudier Kn = |{j : Xn,j > 0}| qui est le nombre de boîtes contenant
au moins une boule au bout du nème lancer, et Kn,r = |{j : Xn,j = r}| qui
est le nombre de boîtes contenant exactement r boules au bout du nème lancer.
On a Kn =

∑
rKn,r et

∑
r rKn,r = n. On peut également exprimer la loi de

(Xn,j)j∈N∗ pour tout n ∈ N∗ :

P((Xn,j)j∈N∗ = (nj)j∈N∗) =
n!∏
j nj !

∏
j

p
nj
j avec

∑
j

nj = n.

Pour calculer les moments de Kn, on utilise :

Kn,k =
∑
j

1Xn,j=k, Kn =
∑
j

1Xn,j>0.

On note Φn = E(Kn) et Φn,r = E(Kn,r) et on obtient :

Φn =
∑
i

(1− (1− pi)n) (1)

et

Φn,r =
(
n

r

)∑
i

(1− pi)n−rpri (2)

Malheureusement, comme les événements ({Xn,j = k})j≥1 ne sont pas indé-
pendants, les calculs et les expressions des moments sont très vite compliqués.
Cependant l'expression des variances va nous être utile. On pose Vn = Var(Kn)
et Vn,r = Var(Kn,r). Un calcul, donné en appendice, nous donne l'expression
suivante :

Vn = Φ2n − Φn +
∑
i 6=j

[(1− pj − pi)n − (1− pj)n(1− pj)n] (3)

On a également :

Vn,r =
(
n

r

)∑
i 6=j

[(
n− r
r

)
(1− pj − pi)n−2r −

(
n

r

)
(1− pj)n−r(1− pi)n−r

]

+Φn,r −
(
n
r

)(
n
r

)(
2n
2r

) Φ2n,2r (4)

2



Pour surmonter la di�culté liée à la dépendance des variables Xn,j , on va
"poissonniser" les temps de lancer des boules, c'est-à-dire que plutôt que de
jeter les boules une à une, on va les jeter "aléatoirement" au cours du temps,
de manière à rendre le nombre de boules dans une boîte au bout d'un temps t
indépendant du nombre de boules dans les autres boîtes. Plus précisément on
va les jeter selon un processus de Poisson.

1.2 Processus de Poisson

On va faire intervenir le nombre de balles tombées dans les boîtes pendant
un certain intervalle de temps, on est donc amené à introduire des processus de
comptage.

1.2.1 Dé�nitions

De�nition Un processus stochastique (Nt)t∈R+ est un processus de comptage
si pour tout t ∈ R+, Nt représente le nombre de "tops" (pour nous le nombre
de lancers de boule) s'étant produit dans l'intervalle de temps [0, t] et si N0 = 0.

Ainsi, pour tous 0 < a < b, Nb −Na représente le nombre de tops ayant eu lieu
dans l'intervalle de temps [a, b].

De�nition Un processus de comptage est dit à accroissements indépendants si
les nombres de tops se produisant dans des intervalles de temps disjoints sont
indépendants.

De�nition Un processus de comptage est dit à accroissements stationnaires si
pour tous t1, t2, a ∈ R+, Nt1+a −Nt2+a et Nt1 −Nt2 ont la même loi.

De�nition Un processus de comptage (Nt)t∈R+ est un Processus de Poisson
de densité λ > 0 s'il est à accroissements indépendants et si

∀t, s ∈ R+, ∀n ∈ N, P(Ns+t −Nt = n) = e−λs
(λs)n

n!
.

On peut remarquer qu'un processus de Poisson est à accroissements station-
naires.

Ainsi dé�nis, les processus de Poisson ont de bonnes propriétés d'additivité
que l'on verra plus loin et qui seront utiles à notre problème. Cependant, pour
construire e�ectivement ces processus il est intéressant d'envisager une autre
caractérisation.

1.2.2 Caractérisation à l'aide de temps exponentiels

Soit (Nt)t∈R+ un processus de Poisson de paramètre λ. On pose pour tout
k ∈ N∗

Sk = inf{t|Nt = k} et Tk = Sk − Sk−1 avec S0 = 0.

Les Tk peuvent être vus comme les temps d'attente entre les lancers, et Sk
comme le temps de lancer de la kème boule.

Proposition 1. (Tk)k∈N∗ est une famille de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d.) de loi exponentielle de paramètre λ.
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Démonstration. Montrer que Tk suit la même loi qu'une famille Yk de v.a.i.i.d.
de loi exponentielle de paramètre λ revient au même que montrer que Sn suit
la même loi que celle des Xn =

∑n
k=1 Yk.

Il est de plus évident que S1 ≤ S2 · · · ≤ Sn · · · mais on a également les
inégalités strictes p.s. En e�et, si on avait pour i < j, Si = Sj = t0, alors pour
t > t0 on aurait Nt −Nt0 > 0. Or

P (∃i < j, Si = Sj) = lim
N→∞

P (∃i < j, Si = Sj ≤ N) .

Pour tout N et pour tout n, on note

[ak, bk] =
[
k

2n
,
k + 2

2n

]
pour k ∈ {0, 2, · · · , 2nN − 2}.

On a alors

P(∃i < j, Si = Sj ≤ N) ≤ P(∃k ∈ {0, 2, · · · , 2(nN − 1)}, Nbk −Nak ≥ 2)

≤ nNe− λn
∑
p≥2

λp

npp!

qui à N �xé tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni. Donc pour tout N ,

P (∃i < j, Si = Sj ≤ N) = 0 et (Sn)n∈N ∈ Λ = {0 < s1 < s2 · · · } p.s.

Mais (Xn)n∈N est lui aussi p.s. dans Λ, car pour tout n, P(Yn = 0) = 0, et donc
pour tout n, Yn = 0 p.s.

Il s'agit donc de montrer que

P ((Sn)n∈N ∈ P ) = P((Xn)n∈N ∈ P )

pour tout P appartenant à un Π-système de la tribu induite sur Λ.
Or l'ensemble

π = {]a1, b1]× · · ·×]an, bn]×]bn,∞[ tq i ∈ N, 0 ≤ ai < bi ≤ ai+1, n ∈ N}

est stable par intersection �nie et engendre Λ. On se donne n un entier et
a1 < b1 ≤ a2 · · · < bn des réels positifs. Calculons

P(S1 ∈]a1, b1], · · · , Sn ∈]an, bn], Sn+1 > bn)
= P(Na1 = 0, Nb1 −Na1 = 1, Na2 −Nb1 = 0, · · · , Nbn −Nan = 1)
= P(Na1 = 0)P(Nb1 −Na1 = 1)P(Na2 −Nb1 = 0) · · · (Nbn −Nan = 1)
= e−λa1e−λ(b1−a1)λ(b1 − a1)e−λ(b1−a2) · · · e−λ(bn−an)λ(bn − an)
= λn(b1 − a1) · · · (bn − an)e−λbn .

D'autre part, en utilisant le changement de variable
(y1, · · · , yn) 7→ (y1, y+y2, · · · , y1 + · · ·+ yn), on obtient :

P(X1 ∈]a1, b1], · · · , Xn ∈]an, bn], Xn+1 > bn)

=
∫
· · ·
∫

1y1∈]a1,b1], ··· , y1+···+yn∈]an,bn]λ
ne−λ(y1+···+yn)dy1 · · · dyn

=
∫
· · ·
∫

1a1<x1≤b1≤a2···≤an<xn≤bn>xn+1λ
n+1e−λxn+1dx1 · · · dxn

= λn(b1 − a1) · · · (bn − an)e−λbn .

Ce qui achève la preuve.
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On va maintenant montrer une sorte de réciproque qui sera très utile pour
construire concrètement des processus de Poisson.

Soit (Tn)n∈N∗ une famille de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de
paramètre λ > 0. On lui associe le processus de comptage (Nt)t≥0 tel que le
nème top ait lieu à l'instant Sn = T1 + · · ·+ Tn. En posant S0 = 0, on a donc :

Nt =
∑
n≥1

1{Sn≤t}.

Proposition 2. Le processus (Nt)t∈R+ ainsi dé�ni est un processus de Poisson.

Démonstration. Comme (Sn)n∈N∗ est croissante, {Sn ≤ t < Sn+1} = {Nt = n}.
Soit n, a1, · · · , an des entiers et t1 ≤ · · · ≤ tn des réels positifs. En utili-

sant à la quatrième ligne le même changement de variable que dans la preuve
précédente, on obtient

P(Nt1 = a1, Nt2 −Nt1 = a2, · · · , Ntn −Ntn−1 = an)
= P(S1, · · · , Sa1 ≤ t1 et Sa1+1, · · ·Sb2 ∈]t1, t2] et · · · etSbn+1 > tn)

= λbn+1

∫
...

∫
e−λ(s1+···+sbn+1)1s1≤···≤sa1≤t1<sa1+1≤···<sbn+1ds1 · · · dsbn+1

= λbn
(∫

...

∫
1s1≤···≤sa1≤t1ds1 · · · dsa1

)
(∫

...

∫
1t1<sa1+1≤···≤sb2≤t2dsa1+1 · · · dsb2

)
...

(∫ ∞
tn

λe−λsbn+1dsbn+1

)
= λbn+1 t

a1
1

a1!
(t2 − t1)a2

a2!
...

(tn − tn−1)an

an!

où b1 = a1 et pour i ≥ 1 bi+1 = bi + ai+1. Ce qui montre que (Nt)t≥0 est
un processus de Poisson.

Ici, on va jeter la première boule au bout d'un temps exponentiel T1 de para-
mètre 1, puis la deuxième boule au bout d'un temps exponentiel T2 de paramètre
1, et ainsi de suite. D'après ce qu'on vient de voir le processus de comptage qui
compte le nombre de balles lancées au temps t sera un processus de Poisson.
Cependant il n'est pas évident par cette dé�nition que l'on ait l'indépendance
voulue. On va donc construire des processus de Poisson indépendants sur chaque
boîte et montrer que la superposition de ces processus est bien un processus de
Poisson.

1.2.3 Théorème de superposition

Proposition 3 (Additivité de la loi de Poisson). Soit (Xn)n∈N une famille de
variables aléatoires indépendantes telle que pour tout entier naturel n, Xn suit
la loi de probabilité P(µn) (loi de poisson de paramètre µn).

Si la série de terme général µi converge, alors la série de terme général Xi

converge p.s. et

S =
∞∑
i=0

Xi
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suit la loi de Poisson de paramètre µ, où

µ =
∞∑
i=0

µi.

Démonstration. Remarquons que si X et Y suivent respectivement les lois P(µ)
et P(λ) et sont indépendantes, alors X + Y suit la loi P(µ+ λ). En e�et,

P(X + Y = n) =
n∑
k=0

P(X = k, Y = n− k)

=
n∑
k=0

P(X = k)P(Y = n− k)

=
n∑
k=0

µke−µ

k!
λn−ke−λ

(n− k)!

=
e−(µ+λ)

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
µkλn−k

=
(µ+ λ)ne−(µ+λ)

n!
On a donc par récurrence sur n, que

Sn =
n∑
i=0

Xi

suit la loi P(mn), où mn =
∑n
i=0 µi. Ainsi, pour tout k,

P (Sn ≤ k) =
k∑
i=0

e−mn
mi
n

i!

.
De plus les événements {Sn ≤ k} sont décroissants et leur intersection est

{S ≤ k}, donc
P (S ≤ k) = lim

n→∞
P(Sn ≤ k),

et par continuité de x 7→ ex x
i

i! on a

P (S ≤ k) =
k∑
i=0

e−µ
µi

i!
.

Ainsi S est �nie p.s. et suit la loi P(µ).

Montrons maintenant le théorème de superposition dans notre cas particu-
lier.

Théorème 4. Soit (N1, · · · , Nn · · · ) des processus de Poissons indépendants
sur R+ de paramètres respectifs ln, avec ln la longueur associée à la nème boîte
(et

∑
n ln = 1), et tels que, pour tout i, Nn,t est le nombre de balles tombées

dans la boîte n pendant l'intervalle de temps [0, t].
Alors (Nt)t∈R+ , où Nt =

∑
nNn,t, est un processus de poisson de paramètre

1.
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Démonstration. Il est immédiat que (Nt)t∈R+ est un processus de comptage
qui compte le nombre de boules lancées dans l'ensemble des boîtes pendant
l'intervalle de temps [0, t]. De plus, d'après la proposition précédente :

∀t, s ∈ R+, P(Nt+s −Nt = i) = e−s
si

i!
.

Il su�t donc de montrer que (Nt)t∈R est à accroissements indépendants. Soit

t1 < t2 < t3 < t4 et i, j ∈ N.

P (Nt2 −Nt1 = i, Nt4 −Nt3 = j)

= P

( ∞∑
n=1

(Nn,t2 −Nnt1) = i,

∞∑
n=1

(Nn,t4 −Nn,t3) = j

)
=

∑
∑
n kn=i∑
nmn=j

(kn)n∈N,(mn)n∈N

P (∀n ∈ N, Nn,t2 −Nn,t1 = kn, Nn,t4 −Nn,t3 = mn)

=
∑

(kn),(mn)

∞∏
n=1

P (Nn,t2 −Nn,t1 = kn, Nn,t4 −Nn,t3 = mn)

=
∑

(kn),(mn)

∞∏
n=1

P (Nn,t2 −Nn,t1 = kn) P (Nn,t4 −Nn,t3 = mn)

= P

( ∞∑
n=1

(Nn,t2 −Nn,t1) = i

)
P

( ∞∑
n=1

(Nn,t4 −Nn,t3) = j

)
.

Ce qui achève la preuve.

Cette propriété de superposition des processus de Poisson reste vraie dans
un cadre plus général ; on pourra se référer à [5].

1.3 Notations et calcul des moments

On choisit de noter les quantités associées au problème continu (poissonisé)
comme des fonctions du temps, réservant l'indice au problème originel (où la
quantité de balles lancées est �xée). Ainsi on notera Xj(t) := XNt,j le nombre
de balles à l'instant t dans la j ème boîte. On note également

K(t) := KNt =
∑
j

1Xj(t)>0, et Kr(t) := KNt,r =
∑
j

1Xj(t)=r.

On note de même Φ(t) := E[K(t)], et Φr(t) := E[Kr(t)], et on a, par dé�ni-
tion d'un processus de Poisson :

Φ(t) =
∑
j

E
[
1Xj(t)>0

]
=
∑
j

(1− e−tpj ),

et

Φr(t) =
∑
j

E
[
1Xj(t)=r

]
=
tr

r!

∑
j

prje
−tpj .
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On peut aussi, grâce à l'indépendance des variables aléatoires Xj(t), avoir
des formules simples pour la variance :

V (t) := Var[K(t)] =
∑
j

Var
(
1Xj(t)>0

)
=

∑
j

(
E
[
12
Xj(t)>0

]
− E

[
1Xj(t)>0

]2)
=

∑
j

E
[
1Xj(t)>0

]
−
∑
j

E
[
1Xj(t)>0

]2
=

∑
j

(
1− e−tpj

)
−
∑
j

(
1− e−tpj

)2
D'où

V (t) = Φ(2t)− Φ(t) (5)

et

Vr(t) := Var [Kr(t)] =
∑
j

Var
(
1Xj(t)=r

)
=

∑
j

(
E
(

12
Xj(t)=r

)
− E

(
1Xj(t)=r

)2)
=

∑
j

(
E
(
1Xj(t)=r

)
− E

(
1Xj(t)=r

)2)
= Φr(t)−

(
tr

r!

)2∑
j

p2r
j e
−2tpj

D'où,

Vr(t) = Φr(t)− 2−2r

(
2r
r

)
Φ2r(2t). (6)

En�n, on introduit la mesure suivante, permettant une plus grande clarté
des calculs :

ν(dx) :=
∑
j

δpj (dx),

mesure sur [0, 1], où δx représente la masse de Dirac en x. Ainsi, pour toute
fonction positive f, on a : ∑

j

f(pj) =
∫ 1

0

f(x)ν(dx)

On a alors :

Φn =
∫ 1

0

(1− (1− x)n) ν(dx), (7)

Φn,r =
(
n

r

)∫ 1

0

xr(1− x)n−rν(dx), (8)

Φ(t) =
∫ 1

0

(
1− e−tx

)
ν(dx), (9)

Φr(t) =
tr

r!

∫ 1

0

xre−txν(dx). (10)
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2 Loi des grands nombres

2.1 Quelques résultats préliminaires

Kn et K(t) sont croissantes et tendent vers l'in�ni quand n (respectivement
t) tend vers l'in�ni : en e�et chaque boîte est éventuellement découverte par une
balle. Par convergence monotone on a de même Φn ↑ ∞ et Φ(t) ↑ ∞.

Cependant, on a toujours Φn � n (n → ∞) et Φ(t) � t (t → ∞). En
e�et, si on ignore les J premières boîtes et en notant DJ le nombre de boîtes
découvertes parmi les restantes, on a :

DJ =
∑
j>J

1Xj>0 et E [DJ ] =
∑
j>J

E
(
1Xj>0

)
=
∑
j>J

(1− (1− pj)n) .

L'inégalité classique 1−(1−x)n ≤ nx pour 0 ≤ x ≤ 1 donne E[DJ ] ≤ n
∑
j>J pj ,

puis Φn ≤ J + n
∑
j>J pj , et en choisissant J(ε) assez grand on a Φn/n ≤ ε.

En utilisant l'inégalité classique 1 − e−nx ≤ nx, on obtient de même Φ(t) � t
(t→∞).

2.2 Retour au problème originel ou dépoissonisation

La poissonisation facilite les calculs tout en restant une bonne approximation
du problème initial. Ainsi le lemme suivant permet d'estimer la proximité des
moments du modèle de Poisson de ceux du modèle originel.

Lemme 5. Les inégalités suivantes sont véri�ées quand n tend vers l'in�ni.

|Φ(n)− Φn| ≤
2
n

Φ2(n)→ 0,

|Φr(n)− Φn,r| ≤
c

n
max {Φr(n), Φr+1(n), Φr+2(n)} → 0,

|V (n)− Vn| ≤
c

n
max

{
Φ2
n,1, Φ2(n), Φ2(2n)

}
≤ d

n
max

{
Φ2(n), Φ2(2n), Φ2

1(n), Φ2
3(n), Φ2

2(n)
}
,

|Vr(n)− Vn,r| ≤
c

n
max

{
Φ2
r(n), Φ2

r+1(n), Φr+1(n), Φr+2(n), Φ2r(2n)
}
,

où c et d désignent des constantes.

Démonstration.

1. Pour démontrer les deux premières inégalités on utilise l'inégalité classique
suivante :

0 ≤ e−nx − (1− x)n ≤ nx2e−nx pour 0 ≤ x ≤ 1. (11)

En utilisant (7), (9), (10) et (11) on obtient :

|Φ(n)− Φn| =
∫ 1

0

(e−nx − (1− x)n)ν(dx)

≤ n

∫ 1

0

x2e−nxν(dx)

=
2
n

Φ2(n) ≤ 2
n

Φ(n)→ 0.
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2. De même, d'après (8) et (10), on a :

|Φr(n)− Φn,r| =
∣∣∣∣nrr!

∫ 1

0

xre−nxν(dx)−
(
n

r

)∫ 1

0

xr(1− x)n−rν(dx)
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣nrr! −

(
n

r

)∣∣∣∣ ∫ 1

0

xre−nxν(dx)︸ ︷︷ ︸
a1(n)

+
(
n

r

)∫ 1

0

xr
(
e−(n−r)x − e−nx

)
ν(dx)︸ ︷︷ ︸

a2(n)

+
(
n

r

)∫ 1

0

xr
(
e−(n−r)x − (1− x)n−r

)
ν(dx)︸ ︷︷ ︸

a3(n)

Le premier terme est évalué grâce à la formule de Stirling :

a1(n) ∼ r2r!
2n

Φr(n).

On majore le second terme grâce à l'inégalité classique 0 ≤ 1− e−rx ≤ rx
pour x positif. Ainsi :

0 ≤ a2(n) ≤ cΦr+1(n)
n

.

En�n on majore le dernier terme grâce à l'inégalité (11),

0 ≤ a3(n) ≤ cΦr+2(n)
n

.

3. Pour démontrer les deux autres inégalités on utilise le résultat suivant :

(a− b)n ≤ an − nan−1b+ cn2an−2b2, (a > b) (12)

où c est une constante indépendante de n, de a et de b. D'après (3) et (5)
on a :

|Vn − V (n)| ≤ |Φ2n − Φ(2n)|+ |Φn − Φ(n)|
+
∑
i 6=j

[(1− pi)n(1− pj)n − (1− pi − pj)n] .

La majoration des deux premiers termes utilise le premier point de ce
lemme. Pour majorer le dernier terme on utilise (12) avec

a = (1− pi)(1− pj) et b = pipj .

10



On obtient alors :∑
i 6=j

[(1− pi)n(1− pj)n − (1− pi − pj)n]

≤ n
∑
i6=j

(
((1− pi)(1− pj))n−1

pipj

)
+n2c

∑
i 6=j

(
((1− pi)(1− pj))n−2

p2
i p

2
j

)
≤ n

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− x)n−1(1− y)n−1xyν(dx)ν(dy)

+cn2

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− x)n−2(1− y)n−2x2y2ν(dx)ν(dy)

≤ 1
n

Φ2
n,1 + c

1
n2

Φ2
n,2.

et le deuxième point de ce lemme permet de conclure.

4. On démontre de même la dernière inégalité en utilisant (4), (6) et (12).

Comme Φ(n) ↑ ∞ la première inégalité implique Φn ∼
n→∞

Φ(n).

2.3 Loi des grands nombres

Le nombre moyen de boîtes occupées satisfait l'inégalité suivante :

Φ(t+ s)− Φ(t) ≤ Φ(s) ∀s, t > 0.

En e�et, il y a en moyenne Φ(t) boîtes distinctes qui ont été touchées par au
moins une balle pendant l'intervalle de temps [s, s+ t] (un processus de Poisson
est à accroissements constants). Cependant certaines de ces boîtes n'étaient pas
vides et avaient pu être remplies avant l'instant s et ne contribuent donc pas à
K(t+ s)−K(s).

On peut aussi remarquer que Φ est concave d'après (9). Le même raisonne-
ment garantit que Φn véri�e la même inégalité. On utilise cette inégalité pour
majorer les variances comme suit :

Vn ≤ Φ2n − Φn ≤ Φn = E [Kn] (13)

et
V (t) = Φ(2t)− Φ(t) ≤ Φ(t) = E [K(t)] . (14)

Lemme 6. Les quantités K(t)/Φ(t) et Kn/Φn convergent en probabilité vers 1
et pour tout s ≥ 1, les quantités suivantes∑

r≥sKn,r∑
r≥s Φn,r

et

∑
r≥sKr(t)∑
r≥s Φr(t)

convergent en probabilité vers 1. De plus Kr(t)/Φr(t) et Kn,r/Φn,r convergent
en probabilité vers 1 si Φr(t)→∞.

11



Démonstration.

1. Soit ε positif, on a d'après l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev et (14) :

P
(∣∣∣∣K(t)

Φ(t)
− 1
∣∣∣∣ > ε

)
≤ V (t)
ε2Φ(t)2

≤ 1
ε2Φ(t)

.

Donc, comme Φ(t)→∞,

P
(∣∣∣∣K(t)

Φ(t)
− 1
∣∣∣∣ > ε

)
→ 0,

et K(t)/Φ(t) converge en probabilité vers 1. De même Kn/Φn converge
en probabilité vers 1.

2. Soit s ≥ 1. Comme on peut écrire∑
r≥s

Kr(t) =
∑
j

1Xj(t)≥s,

c'est donc une somme de variables de Bernoulli indépendantes et de pa-

ramètre
∑
r≥s e

−tpj (tpj)
r

r! . On a donc :

Var

∑
r≥s

Kr(t)

 =
∑
j

∑
r≥s

(
e−tpj

(tpj)r

r!

)
−
∑
j

∑
r≥s

e−tpj
(tpj)r

r!

2

≤ E

∑
r≥s

Kr(t)

 ,

puis, en utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev :

P

(∣∣∣∣∣
∑
r≥sKr(t)∑
r≥s Φr(t)

− 1

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ 1
ε2
∑
r≥s Φr(t)

→
t→∞

0

Pour le problème originel on va "dépoissoniser" le problème. On pose

An,s :=
∑
r≥s

Kn,r et As(t) :=
∑
r≥s

Kr(t),

cn := n+ cn1/2 et dn := n− cn1/2.

Comme on peut écrire

Nn =
n−1∑
k=0

Nk+1 −Nk,

et qu'un processus de Poisson est à accroissements indépendants et sta-
tionnaires, le théorème central limite nous garantit que pour c(ε) assez
grand

P (dn ≤ Nn ≤ cn) →
n→∞

∫ c

−c

1√
2π
e−

x2
2 dx ≥ 1− ε.

12



Comme (An,s)n est croissante, on a :

P

Acn,s > (1 + η)
∑
j

∑
r≥s

(npj)r
e−npj

r!


≤ P (cn < Nn) + P

As(n) > (1 + η)
∑
j

∑
r≥s

(npj)r
e−npj

r!

 ,

puis

P

Acn,s > (1 + η)
∑
j

∑
r≥s

(npj)r
e−npj

r!

 ≤ 3ε.

On a de même

P

Adn,s < (1− η)
∑
j

∑
r≥s

(npj)r
e−npj

r!

 ≤ 3ε,

et ainsi,

P

∣∣∣∣∣∣An,s −
∑
j

∑
r≥s

(npj)r
e−npj

r!

∣∣∣∣∣∣ < η
∑
j

∑
r≥s

(npj)r
e−npj

r!

→ 1

On conclut en remarquant que :

E (An,s) ∼
n→∞

E (As(n)) .

3. D'après (6), Vr(t) ≤ Φr(t). On obtient donc, en utilisant l'inégalité de
Bienaymé-Tchebichev, que Kr(t)/Φr(t) converge en probabilité vers 1 si
Φr(t)→∞. D'après le lemme 5, si Φr(t)→∞ alors Φn,r ∼ Φr(n) quand
n→∞. D'après l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev :

P
(∣∣∣∣Kn,r

Φn,r
− 1
∣∣∣∣ > ε

)
≤ Vn,r
ε2Φ2

n,r

,

et du lemme 5 on déduit :

Vn,r ≤ Vr(n)

+
c

n
max

{
Φr(n)2, Φr+1(n)2, Φr+1(n), Φr+2(n), Φ2r(2n)

}
≤ Vr(n) +

c′max
{

Φr(n), Φr(n)2
}

n
,

où c et c′ désignent deux constantes. La dernière inégalité découle de (10)
dont on déduit que r 7→ r!Φr(n) est croissante et que

Φ2r(2n) ≤ r!
(2r)!

2rΦr(n).

Ainsi si Φr(t)→∞, on a Φn,r ∼ Φr(n) et

P
(∣∣∣∣Kn,r

Φn,r
− 1
∣∣∣∣ > ε

)
≤ Vr(n)
ε2Φ2

n,r

+
c′max

{
Φr(n), Φr(n)2

}
nε2Φ2

n,r

,

ainsi Kn,r/Φn,r converge en probabilité vers 1.
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On peut maintenant énoncer le théorème fondamental de cette section, une
loi des grands nombres :

Théorème 7 (Loi des grands nombres). On a toujours Kn ∼p.s. Φn (n→∞)
et K(t) ∼p.s. Φ(t) (t→∞). On a également pour tout s ≥ 1∑

r≥s

Kn,r ∼
n→∞

∑
r≥s

Φn,r et
∑
r≥s

Kr(t) ∼
t→∞

∑
r≥s

Φr(t) p.s.

Cependant, on n'a pas nécessairement Kn,r ∼p.s. Φn,r et Kr(t) ∼p.s. Φr(t).

Démonstration. La fonction Φ est continue, strictement croissante et tend vers
∞ quand t tend vers ∞, il est donc possible de construire une suite croissante
(tm,m ∈ N∗) telle que pour tout m on ait m2 < Φ(tm) < m2 + 1. D'après (14)
et l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev, on a pour tout m :

∀ε > 0 P
(∣∣∣∣K(tm)

Φ(tm)
− 1
∣∣∣∣ > ε

)
< ε−2m−2,

puis d'après le lemme de Borel-Cantelli

K(tm)
Φ(tm)

→
m→∞

1 p.s.

Pour tm < t < tm+1, comme K et Φ sont croissantes, on a

K(tm) ≤ K(t) ≤ K(tm+1) et Φ(tm) ≤ Φ(t) ≤ Φ(tm+1).

Ainsi :
K(tm)

Φ(tm+1)
≤ K(t)

Φ(t)
≤ K(tm+1)

Φ(tm)
,

où les deux côtés convergent presque sûrement vers 1. Ainsi

K(t) ∼
t→∞

Φ(t) p.s.

Un raisonnement analogue permet de conclure que

Kn ∼
n→∞

Φn p.s.

De même on a∑
r≥s

Kn,r ∼
n→∞

∑
r≥s

Φn,r p.s. et
∑
r≥s

Kr(t) ∼
t→∞

∑
r≥s

Φr(t) p.s.

3 Théorème central limite

3.1 Théorème central limite pour le problème "poisso-

nisé"

K(n) véri�e un théorème central limite, que l'on démontre à partir de la
condition de Lindeberg-Feller.
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Proposition 8 (Théorème central limite pour K(n)). La suite de variables
aléatoires (

(K(n)− Φ(n))/V (n)
1
2 , n ∈ N∗

)
converge en loi vers N si V (n)→∞, où N est une variable aléatoire suivant la
loi normale centrée et réduite.

Démonstration. On commence par démontrer que K(n) véri�e la condition de
Lindeberg-Feller puis on démontrera que cette condition entraîne bien le théo-
rème.

On note pour tout n, k ∈ N∗

xn,k :=
1Xk(n) − E(1Xk(n))√∑∞

k=1 Var(1Xk(n))
=

1Xk(n) − (1− e−npk)√
V (n)

, (15)

Fn,k la loi de xn,k et

un :=
∞∑
k=1

xn,k =
K(n)− Φ(n)√

V (n)
.

Les variables xn,k sont indépendantes et centrées et donc un est centrée et
normalisée. On veut montrer que un converge en loi vers N.

� On montre d'abord que pour tout t > 0,

lim
n→∞

∞∑
k=1

∫
|x|≥t

x2Fn,k(dx) = 0. (16)

Lorsque les Fn,k véri�ent (16) on dit qu'ils véri�ent la condition de Lin-
deberg.
Soit t > 0 et ε > 0. D'après (15), pour tout n, k ∈ N∗

xn,k =


e−npk√
V (n)

avec probabilité 1− e−npk

−(1−e−npk )√
V (n)

avec probabilité e−npk

ainsi

∀n, k ∈ N∗, |xn,k| ≤
2√
V (n)

,

et comme V (n)→∞ la condition de Lindeberg est bien véri�ée.
� On peut alors montrer le théorème. Soit ψn,k la fonction caractéristique
de xn,k et ψn celle de un. Comme

|xn,k| ≤ 2/
√
V (n) alors Var(xn,k) →

n→∞
0 uniformément en k.

On �xe ξ. Pour tout k, n ∈ N∗, xn,k est centrée et on a donc :

ψn,k(ξ)− 1 =
∫ ∞
−∞

(
eiξx − 1− iξx

)
Fn,k(dx),

puis l'inégalité de Taylor à l'ordre 1 donne, pour n assez grand (avec
uniformité en k) :

|ψn,k(ξ)− 1| ≤ 1
2
ξ2Var(xn,k) <

1
2
ε.
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Comme

∞∑
k=1

| log(1+zn,k)−zn,k| ≤
∞∑
k=1

|zn,k|2 ≤ ε
∞∑
k=1

|zn,k| pour |zn,k| < ε <
1
2
,

où on a posé zn,k = ψn,k(ξ)− 1, on a :

∞∑
k=1

log(ψn,k(ξ)) ∼
n→∞

∞∑
k=1

(1− ψn,k) .

Comme log(ψn(ξ)) =
∑∞
k=1 log(ψn,k(ξ)), il su�t de montrer que

∞∑
k=1

(1− ψn,k)→ −1
2
ξ2.

Pour ce faire on considère :∣∣∣∣ψn,k − 1 +
1
2
Var(xn,k)ξ2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ ∞
−∞

(
eiξx − 1− iξx+

ξ2x2

2

)
Fn,k(dx)

∣∣∣∣
≤

∫
|x|<ε

∣∣∣∣eiξx − 1− iξx+
ξ2x2

2

∣∣∣∣Fn,k(dx)

+
∫
|x|≥ε

∣∣∣∣eiξx − 1− iξx+
ξ2x2

2

∣∣∣∣Fn,k(dx)

≤ ε|ξ|3Var(xn,k)
6

+ |ξ|2
∫
|x|≥ε

x2Fn,k(dx),

où on a utilisé pour la première intégrale l'inégalité de Taylor à l'ordre 2 et
à l'ordre 1 pour la deuxième intégrale. D'après la condition de Lindeberg
(16)

lim
n→∞

∞∑
k=1

(1− ψn,k(ξ)) = −1
2

∞∑
k=1

Var(xn,k)ξ2,

puis, comme
∞∑
k=1

Var(xn,k) = 1

on a bien

lim
n→∞

log(ψn(ξ)) = −1
2
ξ2.

La condition de Lindeberg utilisée et démontrée dans la démonstration du
théorème 8 n'est pas la condition de Lindeberg "classique" que l'on énonce ci-
après ; sa démonstration reprend les mêmes idées. On pourra se réferer à [3].

Théorème 9 (Condition de Lindeberg "classique"). Soit X1, X2, . . . des va-
riables aléatoires indépendantes et centrées. On note leur fonctions de réparti-
tion F1, F2, . . . . On pose σ2

k := V ar(Xk) et s2
n := σ2

1 + · · ·+ σ2
n. On suppose de

plus que pour tout ε > 0,

lim
n→∞

1
s2
n

n∑
k=1

∫
|x|>εsn

x2Fk(dx) = 0. (17)
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Si cette hypothèse (condition de Lindeberg-Feller) est véri�ée, alors la somme
normalisée

S∗n :=
X1 + · · ·+Xn

sn

converge en loi vers N.

Feller a énoncé une réciproque à cette condition à savoir : si S∗n → N et que
σn/sn → 0, sn →∞, alors la condition de Lindeberg (17) est véri�ée.

Le théorème central limite pour le problème poissinisé va nous permettre de
déduire le théorème central limite pour le problème originel. Il faut pour cela
"dépoissoniser".

3.2 Dépoissonisation

Le théorème central limite pour le problème poissonisé fait apparaître la
condition V (n) → ∞. On regarde donc ce que signi�e cette condition pour le
problème originel ; c'est l'objet du lemme suivant.

Lemme 10. Les conditions Vn →∞ et V (n)→∞ sont équivalentes et si elles
sont véri�ées on a Vn ∼ V (n).

Démonstration. On pose ~ν(x) := ν([x,∞[).
On montre d'abord que Φ1(t)2 � tV (t). On note ψ(t) := t−1Φ1(t) = Φ′(t),

et d'après (9), on a ψ′(t) < 0. De plus comme ~ν(x) <∞ pour x > 0, on a

ψ(t) ∼
t→∞

∫ ε

0

xe−txν(dx)

pour tout ε > 0. En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz à la mesure
xν(dx) on obtient :

ψ(t)2 ∼
[∫ ε

0

xe−txν(dx)
]2

≤
∫ ε

0

xν(dx)
∫ ε

0

xe−2txν(dx) ∼ ψ(2t)
∫ ε

0

xν(dx),

et en faisant tendre ε vers 0 on obtient

ψ(t)2 � ψ(2t). (18)

D'après (5) et comme ψ est décroissante on a bien ce qu'on voulait :

V (t) = Φ(2t)− Φ(t) =
∫ 2t

t

ψ(u)dx > tψ(2t)� tψ(t)2 = t−1Φ1(t)2.

Donc si V (n)→∞ on déduit de cette estimation et du lemme 5 que Vn ∼ V (n)
et en particulier que Vn →

n→∞
∞.

Réciproquement, si Vn →∞, alors Φ2n − Φn →∞ car le terme mixte dans
(3) est négatif. Ainsi d'après le lemme 5 on a également

V (n) = Φ(2n)− Φ(n)→∞.
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On peut alors énoncer le théorème central limite pour le problème originel :

Théorème 11 (Théorème central limite pour Kn). Les conditions V (n)→∞
et Vn →∞ sont équivalentes et si elles sont véri�ées, (Kn−an)/b2n converge en
loi vers N, où on peut choisir pour an soit Φ(n) soit Φn et pour bn soit V (n)
soit Vn.

Démonstration. On reprend les notations de la preuve du lemme 10. On travaille
avec c > 0 quelconque et d'après (18) on a, pour tout t > 0 :

Φ(n+ cn1/2)− Φ(n)

(V (n))1/2
=

Φ(n+ cn1/2)− Φ(n)

(Φ(2n)− Φ(n))1/2

=

∫ n+cn1/2

n
ψ(u)du(∫ 2n

n
ψ(u)du

)1/2
≤ cn1/2ψ(n)

(nψ(2n))1/2
→ 0 (19)

On a donc
V (n+ cn1/2)

V (n)
→ 1 (20)

si V (n)→∞. En e�et,

V (n+ cn1/2)
V (n)

=
Φ(2n+ 2cn1/2)− Φ(n+ cn1/2)

Φ(2n)− Φ(n)

=
(

Φ(2n+ 2cn1/2)− Φ(2n)
Φ(4n)− Φ(2n)

)(
Φ(4n)− Φ(2n)
Φ(2n)− Φ(n)

)
−Φ(n+ cn1/2)− Φ(n)

Φ(2n)− Φ(n)
+ 1. (21)

De plus, comme Φ est concave on a (Φ(4t) − Φ(2t))/(Φ(2t) − Φ(t)) < 2. Ce
dernier fait, combiné avec (21) et (19) donne (20).

Du lemme 5 et de l'inégalité (19), on déduit :

P
(
Kn+cn1/2 −Kn > εV (n)1/2

)
≤

Φn+cn1/2 − Φn
εV (n)1/2

=
Φ(n+ cn1/2)− Φ(n)

εV (n)1/2
+ o(1)→ 0.

De même que pour (19), on majore

P
(
Kn −Kn−cn1/2 > εV (n)1/2

)
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en utilisant l'inégalité de Markov, le lemme 5 et (18) :

P
(
Kn −Kn−cn1/2 > εV (n)1/2

)
≤

Φn − Φn−cn1/2

εV (n)1/2

≤
(Φ(n)− Φn) +

(
Φn−cn1/2 − Φ(n− cn1/2)

)
εV (n)1/2

+
Φ(n)− Φ(n− cn1/2)

εV (n)1/2

≤
∫ n
n−cn1/2 ψ(u)du

ε
(∫ 2n

n
ψ(u)du

)2 + o(1)

≤ cn1/2ψ(n− cn1/2)

ε (nψ(2n))1/2
+ o(1)

� cψ(2n− 2cn1/2)1/2

εψ(2n)1/2
≤ 1,

où la dernière inégalité découle de la décroissance de ψ.
Les calculs précedents permettent d'a�rmer que∣∣Kn±cn1/2 −Kn

∣∣ /V (n)1/2

converge en probabilité vers 0. De plus, d'après le théorème central limite clas-
sique, on peut choisir un c su�samment grand pour que

P
(
n− cn1/2 < Nn < n+ cn1/2

)
≥ 1− ε,

puis
P(Kn−cn1/2 ≤ K(n) ≤ Kn+cn1/2) ≥ 1− ε.

Ainsi (Kn −K(n)) /V (n)1/2 converge en probabilité vers 0. Le théorème central
limite pour K(n) (théorème 8) permet de conclure, le lemme 5 garantissant le
choix pour an alors que le lemme 10 garantit celui de bn.

Cependant, la condition V (n)→∞ n'est pas toujours satisfaite, comme on
le voit dans l'exemple développé ci-dessous.

Exemple 12 (La condition du lemme 10 n'est pas toujours véri�ée). Si on a
pi = 2−i pour tout entier naturel non nul i, alors

∀n V (n) = Φ(2n)− Φ(n) = n

∫ ∞
0

e−nx∇ν(x)dx = 1

avec

∇ν(x) := ν ([x/2,∞[)− ν ([x,∞[) = Card ({j : x/2 ≤ pj < x}) .

Ainsi, pour tout x ∈ ]0, 1[, ∇ν(x) = 1.
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4 Fonctions variant régulièrement et applications

La théorie sur les fonctions à variation régulière va nous permettre d'avoir
de plus amples connaissances sur le comportement asymptotique du schéma
d'occupation d'une in�nité de boîtes dans certains cas.

4.1 Dé�nitions et propriétés

De�nition Une fonction l positive, mesurable, dé�nie sur un voisinage de +∞
du type [X,∞[ varie lentement si et seulement si

l(λx)
l(x)

→
x→+∞

1 ∀λ > 0.

Par exemple, log et 1/ log sont deux fonctions variant lentement, l'une tendant
vers +∞ en ∞ et l'autre vers 0. Les fonctions qui convergent vers une limite
non nulle en +∞ varient lentement.

On suppose souvent que l est dé�nie sur R+ car modi�er l sur [0, X] n'altère
pas son comportement asymptotique.

Théorème 13 (Convergence Uniforme). Si l varie lentement, alors

l(λx)
l(x)

−→
x→∞

1

uniformément sur tout compact de [0,∞[ que λ parcourt.

Démonstration. On pose h(x) := log(l(ex)) et on a par hypothèse sur l,

h(x+ u)− h(x) −→
x→∞

0 ∀u ∈ R.

Il s'agit de montrer l'uniforme convergence sur tous les compacts de R que u
parcourt. On va montrer l'uniforme convergence sur [0, A] avec A > 0 et le
résultat s'en déduira par translation.

On prend ε ∈ ]0, A[. Pour x > 0, on pose

Ix := [x, x+ 2A]

Ex :=
{
t ∈ Ix : |h(t)− h(x)| ≥ 1

2
ε

}
E∗x :=

{
t ∈ [0, 2A] : |h(x+ t)− h(x)| ≥ 1

2
ε

}
Comme l est mesurable, Ex et E

∗
x le sont aussi et sont de mesures (de Lebesgue)

égales.
Soit t ∈ R,

1E∗x(t) →
x→∞

0 et 1E∗x ≤ 1[0,2A],

par convergence dominée on obtient que la mesure de E∗x, notée |E∗x| , tend vers
0 quand x tend vers l'in�ni. On a donc pour un certain x0,

∀x ≥ x0, |Ex| <
1
2
ε.
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Soit c ∈ [0, A], |Ix ∩ Ix+c| = 2A− c ≥ A, tandis que

|Ex ∪ Ex+c| ≤ |Ex|+ |Ex+c| ≤ ε < A,

donc (Ix ∩ Ix+c)\(Ex ∪ Ex+c) est de mesure non nulle donc est non vide. Soit
u ∈ (Ix ∩ Ix+c)\(Ex ∪ Ex+c), on a :

|h(u)− h(x)| < 1
2
ε et |h(u)− h(x+ c)| < 1

2
ε,

et donc
|h(x)− h(x+ c)| < ε,

ce qui achève la preuve.

En fait, toutes les fonctions à variation lente possèdent la représentation
suivante :

l(x) = c(x) exp
(∫ x

a

ε(t)
t
dt

)
où x ≥ a > 0, c(.) est mesurable et converge vers une limite strictement positive
en l'in�ni, et ε(.) converge vers 0 en l'in�ni. On pourra se reporter à [1].

De�nition Une fonction f > 0 mesurable, dé�nie sur un voisinage de +∞ du
type [X,∞[ est à variation régulière d'indice ρ ∈ R si

∀λ > 0,
f(λx)
f(x)

→
x→+∞

λρ

On a en fait une extension du théorème d'uniforme continuité que l'on admet.
On pourra se réferer à [1].

Théorème 14. Si f est à variation régulière d'indice ρ, alors

f(λx)
f(x)

→
x→∞

λρ uniformément en λ

sur chaque intervalle de la forme

 [a, b] (a ≤ b) si ρ = 0
]0, b] (0 < b) si ρ > 0

[a,∞[ (0 < a) si ρ < 0

On peut maintenant énoncer un théorème qui va nous être très utile.

Théorème 15 (Théorème de Karamata). Soit l > 0 localement intégrable sur
[X,∞[. Si α+ 1 < 0, alors l varie lentement si et seulement si

xα+1l(x)∫∞
x
tαl(t)dt

−→
x→∞

|α+ 1|.

De manière similaire, si α + 1 > 0, alors l varie régulièrement si et seulement
si

xα+1l(x)∫ x
0
tαl(t)dt

−→
x→∞

α+ 1.

Démonstration.
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� sens direct : Supposons que l varie lentement. Soit

ρ =
α+ 1

2
< 0,

alors f(x) := xρl(x) est à variation régulière d'indice ρ. On a :∫∞
x
tαl(t)dt

xα+1l(x)
+

1
α+ 1

=
∫ ∞

1

(
f(ux)
f(x)

− uρ
)
uρ−1du.

D'après le Théorème 14,

f(ux)
f(x)

− uρ −→
x→∞

0 uniformément en u.

De plus, uρ−1 étant intégrable sur [1,∞[, l'intégrale du terme de droite
tend vers 0.

� sens indirect : Soit

g(x) :=
xα+1l(x)(∫∞
x
tαl(t)dt

) .
On a : ∫ x

X

g(t)
t
dt =

∫ x

X

tαl(t)dt∫∞
t
uαl(u)du

= log

(∫∞
X
tαl(t)dt∫∞

x
tαl(t)dt

)
.

Alors,

l(x) =
(∫ ∞

x

tαl(t) dt
)
x−(α+1)g(x)

=
(∫ ∞

X

tαl(t)dt
)
x−(α+1)g(x) exp

(
−
∫ x

X

g(t)
t
dt

)
=
(∫ ∞

X

tαl(t)dt
)
X−(α+1)g(x) exp

(
−
∫ x

X

g(t) + α+ 1
t

dt

)
.

On a donc, pour λ > 0

l(λx)
l(x)

=
g(λx)
g(x)

exp

(
−
∫ λx

x

g(t) + α+ 1
t

dt

)
.

Or,
g(λx)
g(x)

−→
x→∞

1

car
g(x) −→

x→∞
|α+ 1| > 0

et

exp

(
−
∫ λx

x

g(t) + α+ 1
t

dt

)
= exp

(
−
∫ λ

1

g(xt) + α+ 1
t

dt

)
−→
x→∞

1.

Ce qui permet de conclure que l varie lentement.
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On considère à présent U , une mesure concentrée sur [0,∞] et telle que sa
transformée de Laplace

ω(λ) =
∫ ∞

0

e−λxU(dx)

existe pour λ > 0.
On pose

−→
U (x) = U([0, x]). On a alors des relations entre le comportement de

ω en 0 et celui de
−→
U en +∞ ; de telles relations sont données par les théorèmes

Taubériens. En voici deux qui vont nous être particulièrement utiles mais que
l'on va admettre. On pourra se reporter à [3].

Théorème 16 (Théorème Taubérien). Si l varie lentement et 0 ≤ ρ <∞, alors

ω(τ) ∼
τ→0

τ−ρl

(
1
τ

)
(22)

si et seulement si
−→
U (t) ∼

t→∞

1
Γ(ρ+ 1)

tρl(t) (23)

Théorème 17 (Théorème de la densité monotone). Si U possède une densité
u qui est monotone sur un certain intervalle ]a,∞[, alors U varie régulièrement
avec indice ρ > 0 si et seulement si u varie régulièrement avec indice ρ − 1 et
dans ce cas

u(x) ∼
x→∞

ρ
U(x)
x

.

4.2 Applications au schéma d'occupation d'une in�nité de

boîtes

On rappelle les dé�nitions suivantes :

ν(dx) :=
∑
j

δpj (dx)

et
~ν(x) := ν ([x,∞[) = ν ([x, 1]) .

On remarque d'abord deux propriétés de ~ν(x) :
� ~ν(1/m) < m. En e�et, il y a au plus m fréquences supérieures à 1/m.
� ~ν(x) � x−1 quand x tend vers 0. En e�et, une intégration par partie
donne pour x > 0 (la mesure ν est �nie sur [x, 1]) :∫ 1

x

uν(du) = x~ν(x) +
∫ 1

x

~ν(u)du. (24)

De plus, quand x tend vers 0 l'intégrale de gauche croît vers 1 et l'inté-
grale de droite converge (par monotonie), ainsi x~ν(x) converge aussi. Si
limx~ν(x) appartenait à ]0,∞], alors l'intégrale de droite divergerait, for-
çant l'intégrale de gauche à diverger aussi, ce qui est absurde. On a donc
x~ν(x)→ 0.
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� La démonstration précédente donne également∫ 1

0

~ν(u)du = 1. (25)

Dans le cas du schéma d'occupation d'une in�nité de boîtes, on dit que la
suite des fréquences (pj) varie régulièrement si elle véri�e :

~ν(x) ∼
x→0

l(1/x)x−α , (26)

où l est une fonction variant lentement à l'in�ni et α ∈ [0, 1]. Si α = 0 on parle
de variation lente et si α = 1 on parle de variation rapide. On dé�nit les mesures
suivantes pour r ∈ N∗ :

νr(dx) := xrν(dx) =
∑
i

pri δpi(dx).

La mesure ν1 correspond donc à la loi de la fréquence de la première boîte

découverte. De plus, comme
∑
j pj = 1, on a ν1[0, 1] =

∫ 1

0
uν(du).

Proposition 18. Soit α ∈ ]0, 1[. La suite des fréquences (pj) véri�e la relation
(26) (c'est à dire est à variation régulière d'exposant α) si et seulement si la
condition suivante est satisfaite :

ν1[0, x] ∼ α

1− α
x1−αl(1/x) (x ↓ 0). (27)

De plus, si ces relations sont véri�ées, elles impliquent alors pour r ≥ 1 :

νr[0, x] ∼ α

1− α
xr−αl(1/x) (x ↓ 0). (28)

Démonstration. D'après (24) et (25) on a :

ν1[0, x] = 1−
∫ 1

x

uν(du) = −x~ν(x) +
∫ x

0

~ν(u)du. (29)

Si (26) est véri�ée, le théorème de Karamata (théorème 15) donne :

x−2+1~ν(1/x)∫ 1/x

0
~ν(u)du

→
x→∞

| − 2 + 1 + α| = 1− α

dont on déduit (27) par le changement de variable t 7→ 1/t . Pour montrer la
réciproque, on utilise l'égalité suivante, obtenue par une intégration par parties :

~ν(x) =
∫ ∞
x

u−1ν1(du) = ν1[0, 1]− x−1ν1[0, x] +
∫ ∞
x

t−2ν1[0, t]dt. (30)

Si on suppose (27), le théorème de Karamata (théorème 15) donne :

x1+0ν1[0, 1/x]∫ x
0
ν1[0, 1/t]dt

→
x→∞

1 + 0 + α− 1 = α

et on a bien (26). De plus, une intégration par parties donne :

νr[0, x] =
∫ x

0

urν(du) = −xr~ν(x) + r

∫ x

0

ur−1~ν(u)du. (31)

Ainsi si on suppose (26), le théorème de Karamata (théorème 15) nous donne
(28).
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Pour les cas des fonctions variant rapidement ou lentement, les théorèmes
sont moins forts.

Proposition 19. Soit l variant lentement. Si la suite des fréquences varie ra-
pidement, c'est à dire si la relation suivante est satisfaite :

~ν(x) ∼ x−1l(1/x) (x ↓ 0), (32)

alors on a :
ν1[0, x] ∼ l1(1/x) (x ↓ 0), (33)

avec

l1(y) :=
∫ ∞
y

u−1l(u)du. (34)

La fonction l1 est également une fonction variant lentement et on a l1 � l. De
plus si r > 1 la relation (32) implique :

νr[0, x] ∼ 1
r − 1

xr−1l(1/x) (x ↓ 0). (35)

En général, la relation (33) où l1 est une fonction à variation lente implique
seulement :

~ν(x)� x−1l1(1/x) (x ↓ 0), (36)

mais n'implique pas nécessairement que ~ν(x) est à variation régulière. Cependant
si on sait en plus que ~ν(x) est à variation régulière, alors ~ν(x) véri�e (32) et l
et l1 sont reliées par (34).

Démonstration. On suppose que la relation (32) est véri�ée. La fonction l1 est
bien dé�nie. En e�et

u−1l(u) ∼
u→∞

~ν(1/u)

et (24) garantit que ~ν est intégrable au voisinage de 0. De plus, comme l1 est
dé�nie, on peut utiliser le dernier point du théorème de Karamata (théorème
15) et on obtient

x−1~ν(1/x)∫∞
x
t−2~ν(1/t)dt

→
x→∞

0

et ainsi
l(x) ∼ x−1~ν(1/x)� l1(x) (x→∞).

Comme l� l1, la relation (29) nous donne :

ν1[0, x] ∼
x→∞

∫ x

0

~νdu ∼
x→∞

∫ x

0

u−1l(1/u)du = l1(1/x).

Le théorème de Karamata (théorème 15) (valable car r > 1) et les relations (31)
et (32) donnent (35).
Réciproquement, si on suppose la relation (33) véri�ée, alors d'après le théorème
de Karamata (théorème 15)∫ ∞

x

u−2ν1[0, u]du ∼x→0 x
−1ν1[0, x],
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et (30) entraîne (36).
On suppose en plus que ~ν est à variation régulière d'exposant α. Supposons par
l'absurde que α ∈]0, 1[. La proposition 18 donnerait alors

~ν(x) ∼ 1− α
α

x−1l1(1/x),

ce qui contredit (36). Si l'on avait α = 0, alors le théorème de Karamata (théo-
rème 15) nous donnerait x−1l1(1/x) � −→ν (x) ce qui contredit également (36).
En conclusion, si on suppose (33) et que ~ν est à variation régulière, alors (32)
et (34) sont véri�ées.

Proposition 20. Soit l0 à variation lente. Alors la relation

ν1[0, x] ∼ xl0(1/x) (x ↓ 0) (37)

implique

~ν(x) ∼ l(1/x) (x ↓ 0), (38)

avec

l(y) :=
∫ y

1

u−1l0(u)du (y > 1). (39)

La fonction l est alors à variation lente et l� l0.
De plus si r > 1, la relation (37) implique

νr[0, x] ∼ 1
r
xrl0(1/x) (x ↓ 0). (40)

En général, la relation (38), où l est à variation régulière, entraîne seulement

ν1[0, x]� xl(1/x) (x ↓ 0) (41)

et n'implique pas nécessairement (37). Cependant si on sait en plus que ν1[0, x]
est à variation régulière, alors (37) est satisfaite et l0 et l sont reliées par (39).

Démonstration. On remarque que pour tout u ≥ 1, ν1[0, u] = 1, ainsi∫ ∞
x

u−2ν1[0, u]du =
∫ x

0

ν1[0, 1/u]du

est bien dé�nie. On peut donc appliquer le dernier point du théorème de Kara-
mata (théorème 15) et on obtient :

xν1[0, 1/x] �
x→∞

∫ x

0

ν1[0, 1/u]du.

On a donc

~ν(x) ∼
x→0

∫ 1

0

u−2ν1[0, u]du ∼x→0 l(1/x).

De plus, une intégration par parties donne

νr[0, x] =
∫ x

0

ur−1ν1(du) = ν1[0, x]xr−1 − (r − 1)
∫ x

0

ν1[0, u]ur−2du,
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et en utilisant une nouvelle fois le théorème de Karamata (théorème 15) on ob-
tient (40).
Réciproquement, si on suppose seulement (38), le théorème de Karamata (théo-
rème 15) donne ∫ x

0

~ν(u)du ∼
x→0

x~ν(x)

et on conclut grâce à (30).
On suppose de plus que ν1[0, x] est à variation régulière d'exposant α. Si on
avait α > −1, le théorème de Karamata donnerait

~ν(x) ∼ −α
1 + α

x−1ν1[0, x],

ce qui contredirait (41). Si on avait α < −1, la proposition 18 donnerait que ~ν
est à variation régulière d'exposant 1 +α 6= 0, ce qui est absurde. Ainsi α = −1
et on a bien (37) et (39).

Les théorèmes Taubériens énoncés dans le paragraphe précédent, associés
aux propositions 18, 19 et 20 nous permettent de traduire les relations (26),
(32) et (38) en relations faisant intervenir les moyennes et donc plus facilement
exploitables. C'est l'objet des propositions suivantes.

Proposition 21. Soit α ∈]0, 1[. La suite des fréquences (pj) véri�e la relation
(26) (c'est à dire est à variation régulière d'exposant α) si et seulement si l'une
des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

Φ(t) ∼ Γ(1− α)tαl(t) (t→∞) (42)

ou
Φ1(t) ∼ αΓ(1− α)tαl(t) (t→∞). (43)

Si c'est la cas, alors la relation suivante est satisfaite :

Φr(t) ∼
αΓ(1− α)

r!
tαl(t) (t→∞). (44)

Démonstration. En faisant une intégration par parties dans (9) on obtient

Φ(t) = t

∫ ∞
0

e−tx~ν(x)dx, (45)

et le théorème Taubérien 17 (avec ρ = 1− α) donne l'équivalence entre (26) et
(42). De plus, d'après (10)

Φ1(t) = t

∫ ∞
0

e−txν1(dx)

et en utilisant que Γ(1 + x) = xΓ(x). Le théorème Taubérien 16 avec ρ = 1− α
donne l'équivalence entre (27) et (43). Ce théorème associé à la proposition 18
permet aussi de déduire (44) de (43). Ce même théorème avec ρ = r−α montre
l'équivalence entre (28) et (44).

Dans le cas où (pi)i∈N est à variation rapide, la proposition 21 devient :
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Proposition 22. La relation (32) implique

Φ(t) ∼ Φ1(t) ∼ tl1(t) (t→∞), (46)

où l1 est dé�nie par (34). De plus, pour r > 1 cela implique également

Φr(t) ∼
1

r(r − 1)
tl(t) (t→∞). (47)

De plus, la relation (33) est équivalente à Φ1(t) ∼ tl1(t) (t→∞).

Démonstration. Comme précédemment, on démontre les relations faisant in-
tervenir les Φr(t), r ≥ 1 grâce au théorème Taubérien 16 avec ρ = r − 1
(Γ(r− 1) = (r− 2)!). Cependant on ne peut plus utiliser le théorème Taubérien
17, car il n'est pas valable pour ρ = 0. On doit revenir à la démonstration de la
proposition 19. On avait montré que si la relation (32) était véri�ée alors d'après
(29),

ν1[0, x] ∼
x→0

∫ x

0

~ν(u)du.

On peut alors utiliser le théorème Taubérien 16, valable pour ρ = 0 et on obtient
l'équivalence entre (32) et

Φ(t) ∼
t→∞

tl1(t).

Dans le cas des variations lentes, la proposition 21 devient :

Proposition 23. La relation (37) implique

Φ(t) ∼ l(t) (t→∞), (48)

où l est dé�nie par (39). De plus cela implique également pour r ≥ 1

Φr(t) ∼
1
r
l0(t) (t→∞). (49)

De plus, la relation (37) est équivalente à Φ1(t) ∼ l0(t) (t→∞), et la relation
(38) est équivalente à (48) et entraîne Φr(t)� Φ(t) (t→∞) pour tout r ≥ 1.

Démonstration. Comme précédemment, on démontre les relations faisant in-
tervenir les Φr(t), r ≥ 1 grâce au théorème Taubérien 16 avec ρ = r (Γ(r) =
(r − 1)!). Si on suppose (37), alors d'après la proposition 20 et le théorème
Taubérien 17 avec ρ = 1 on a bien (Γ(1) = 1)

Φ(t) ∼
t→∞

l(t).

Les deux corollaires suivants permettent de résumer les résultats des propo-
sitions précédentes.

Corollaire 24. On suppose que ~ν est à variation régulière d'exposant α.
� Si α ∈]0, 1[, alors pour tout r ≥ 1, Φr(t) est du même ordre de croissance

que Φ(t), et le ratio Φr(t)/Φ(t) converge vers (−1)r
(
α
r

)
.
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� Si α = 1, alors ~ν varie rapidement et les Φr(t) sont du même ordre de
croissance pour r > 1, mais Φ(t) ∼ Φ1(t) � Φr(t) pour r > 1. Ainsi, la
plupart des boîtes occupées le sont par une seule boule.

� Si α = 0 et si l'on suppose en plus que la condition (37) véri�ée, alors
r−1Φr(t) ∼ Φ1(t)� Φ(t).

Corollaire 25. Soit α ∈]0, 1[, alors ~ν véri�e la condition (26) si et seulement
si l'une des conditions suivantes est véri�ée

Kn ∼p.s. Γ(1− α)nαl(n) (n→∞), ou K(t) ∼p.s. Γ(1− α)tαl(t) (t→∞),

et cela implique pour r ∈ N∗

Kn,r ∼
αΓ(r − α)

r!
nαl(n) (n→∞), et Kr(t) ∼

αΓ(r − α)
r!

tαl(t) (t→∞).

Démonstration. Le corollaire découle de la loi des grands nombres (théorème
7) et de la proposition 21. La loi des grands nombres pour Kr(t), qui n'est pas
vraie dans le cas général, est véri�ée ici et découle de la loi des grands nombres
pour

∑
s>rKs(t) et du fait que

∑
s>r Φs(t) � Φ(t) � tαl(t).

La section suivante présente le conjugué de Bruijn d'une fonction variant
lentement qui va permettre de formuler les propriétés des variations régulières
directement en termes des fréquences (pj).

4.3 Inversion

On va admettre quelques résultats issus de la théorie des fonctions à variation
régulière. On pourra se reporter à [1].

Théorème 26 (Inverse asymptotique). Soit f fonction à variation régulière
d'indice ρ > 0. Il existe g à variation régulière d'indice 1/ρ, telle que

f(g(x)) ∼ g(f(x)) ∼ x (x→∞).

On dit alors que g est l'inverse asymptotique de f . L'inverse asymptotique
est unique à équivalence asymptotique près et un des représentant est l'inverse
généralisée ~f(x) := inf{y : f(y) > x}.

Théorème 27 (conjugué de De Bruijn). Soit l variant lentement, il existe une
fonction variant lentement l], unique à équivalence asymptotique près, avec

l(x)l](xl(x))→ 1, l](x)l(xl](x))→ 1 (x→∞).

On a de plus l]] = l.

Lemme 28. Soit h et g inverses asymptotiques l'une de l'autre, alors pour
α > 0 et l variant lentement :

h(x) ∼
x→∞

xαl(x)⇔ g(x) ∼
x→∞

x1/α(l1/α(x1/α))]
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Démonstration. Par l'unicité de l'inverse asymptotique il su�t de montrer que
G, où G(x) = xαl(x), et H, avec H(x) = x1/α(l1/α(x1/α))], sont inverses l'une
de l'autre. On remarque que si u et v sont inverses l'une de l'autre alors ua et
v(.1/a) sont aussi inverses l'une de l'autre. Il su�t alors de montrer queG = G1/α

et H = H(.α) sont inverses l'une de l'autre. L'indice de G et de H est 1, et on
a bien

H(G(x)) = xl1/α(x)(l1/α(xl1/α(x)))] ∼
x→∞

x

car l1/α et (l1/α)] sont conjugués. De même,

G(H(x)) = x(l1/α(x))]l1/α(x(l1/α(x))]) ∼
x→∞

x.

On pose alors

l∗(x) =
1

(l1/α(x1/α))]
,

qui dépend de α.
On classe les pi dans l'ordre décroissant et on étudie le comportement asymp-

totique de la suite (pi)i∈N.

Proposition 29. La condition (26) avec 0 < α < 1 est équivalente à

pi ∼
i→∞

l∗(i)i−1/α (50)

et implique ∑
i>k

pi ∼
k→∞

α

1− α
l∗(k)k1−1/α

Démonstration. On considère

h(x) = ~ν(1/x) et g(x) =
1
pbxc

où bxc est la partie entière de x.
On remarque que

~ν(1/x) = max

{
i : pi ≥

1
x

}
= inf

{
y :

1
pbyc

> x

}
,

donc h est l'inverse généralisé de g et c'est donc son inverse asymptotique.
D'après le Lemme 28 la relation h(x) ∼

x→∞
xαl(x) est équivalente à

g(x) ∼
x→∞

x1/α(l1/α(x1/α))],

ce qui donne facilement le résultat souhaité.

On dé�nit les Sk := min{n : Kn = k}, k ∈ N∗, les "temps" auxquels on dé-
couvre de nouvelles boîtes (pour le problème originel pour lequel n n'est pas aléa-
toire). On dé�nit de même pour le problème poissonisé Tk := min{t : K(t) = k}.
On a donc par dé�nition : KSk = K(Tk) = k, k ∈ N∗. La proposition suivante
nous fournit la relation inverse sous l'hypothèse de variation régulière d'exposant
α ∈]0, 1[.
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Proposition 30. La condition (26) implique pour 0 < α < 1 :

Sk ∼p.s. Tk ∼p.s.
(

k

Γ(1− α)

)1/α 1
l∗(k)

(k →∞)

On a aussi,

sk ∼
(

k

Γ(1− α)

)1/α 1
l∗(k)

⇐⇒ Ksk ∼p.s. K(sk) ∼p.s. k (k →∞)

kn ∼ Γ(1− α)nαl(n) ⇐⇒ Skn ∼p.s. Tkn ∼p.s. n (n→∞)

Démonstration. On pose f(x) = inf{z : Kbzc > x} l'inverse généralisé de Kbxc,
on a f(k) ∼

k→∞
Sk. On déduit le résultat du Lemme 28, de l'unicité de l'inverse

asymptotique et du corollaire 25.

5 Appendice

On donne le calcul de la variance dans le cas �xe.

Vn = Var (Kn)

= E
(
K2
n

)
− E (Kn)2

= E

∑
i

∑
j

1Xn,j>01Xn,i>0

− Φ2
n

=
∑
i6=j

P (Xn,j > 0 et Xn,i > 0) + Φn − Φ2
n

=
∑
i6=j

n−1∑
r=1

n−r∑
l=1

P (Xn,j = r et Xn,i = l) + Φn − Φ2
n

=
∑
i6=j

n−1∑
r=1

n−r∑
l=1

(
n!

l!r!(n− r − l)!
prjp

l
i(1− pi − pj)n−r−l

)
+ Φn − Φ2

n

=
∑
i6=j

(
n−1∑
r=1

n!
r!(n− r)!

prj(1− pj)n−r −
n−1∑
r=1

n!
(n− r)!r!

prj(1− pi − pj)n−r
)

+Φn − Φ2
n

=
∑
i6=j

(
1− (1− pj)n − pnj − ((1− pi)n − (1− pi − pj)n − pnj )

)
+ Φn

−
∑
i

∑
j

(1− (1− pi)n)(1− (1− pj)n)

=
∑
i6=j

((1− pj − pi)n − (1− pj)n(1− pi)n)

+
∑
j

(
1− (1− pj)n −

(
1 + (1− pj)2n − 2(1− pj)n

))
D'où

Vn = Φ2n − Φn +
∑
i 6=j

[(1− pj − pi)n − (1− pj)n(1− pj)n]
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