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Introduction

Le point de départ de mon travail était un vieux probléme d’analyse complexe, le probléme de Painlevé.
Cela consiste a tenter de déterminer de maniére géométrique quels ensembles du plan complexe sont
effacables, au sens ou toute fonction analytique bornée sur le complémentaire d’un tel ensemble admet
un prolongement analytique au plan complexe tout entier. Un point est ainsi effacable, alors qu’un disque
non trivial ne I’est pas. Il peut paraitre naturel de penser que les "petits" ensembles sont effagables, alors
que les "gros" ne le sont pas. Il existe certains indicateurs de taille trés importants dans le cadre de ce
probléme tels que la dimension de Hausdorff, et, surtout, la capacité analytique, mais nous n’aurons pas
le loisir de détailler cela ici.

Le point central est que la notion d’ensemble effacable est finalement étroitement liée & la continuité
L? de certains opérateurs d’intégrale singuliére comme la transformée de Cauchy. C’est sur ce point précis
que j’ai choisi de développer mon exposé étant donné que cela constituera mon domaine de recherche. Je
commencerai donc par définir les notions de base, puis j’énoncerai les principaux résultats de continuité
connus des opérateurs d’intégrale singuliére, les théorémes dits "théorémes 7'(b)", et enfin je terminerai
en présentant une version locale plus souple de ces théorémes due & M. Christ.



1 Notions de base

Dans cette partie, nous ne pouvons évidemment pas donner toutes les définitions ou propriétés des
objets utilisés. Nous ne définirons donc que les notions importantes qui nous serviront par la suite.

1.1 Cadre de I’étude

Définition 1.1. Soit E un espace localement compact séparable, d une distance sur E et u une mesure
borélienne positive localement finie sur E. Le triplet (E,d, ) est appelé espace de type homogéne s’il
existe C' < oo telle que pour tout x € F, pour tout r > 0

w(B(z,2r)) < Cu(B(z,r)).

Le mesure u est alors dite doublante.

L’exemple fondamental d’un tel espace est évidemment R? muni de la mesure de Lebesgue et de la
distance euclidienne. Ces espaces sont fréquemment utilisés en analyse harmonique et ils constituent le
bon cadre d’étude des opérateurs d’intégrale singuliére. On se fixe donc un espace de type homogéne
(E,d, 1) pour toute la suite. Ces espaces ont des propriétés remarquables, au premier rang desquelles le
fait qu’ils admettent une famille de cubes dyadiques, comme l'illustre le théoréme suivant.

Théoréme 1.1. I existe une collection d’ensembles ouverts {QX C E : k € Z,a € I}, ot I), est un
ensemble dénombrable d’indices, et des constantes 0 < d <1, ag > 0, n >0, et C1,Cs < 400 telles que
les propriétés suivantes soient vérifiées :

(i) Pour tout k € Z, n(E\U,e;, Q) =o.

(i1) Sil >k alors ou bien Qlﬁ C QF, ou bien Qlﬁ Nk =0.
(iii) Pour chaque (k,q) et chaque | < k il existe un unique 3 tel que Q~ C Qlﬁ
(iv) Pour chaque (k,a), on a diam(Q¥) < C14%.

(v) Chaque Q¥ contient une boule B(zE, aod").

(vi) Condition de "petite frontiére" :
p({z € Qb - d(z, E\QE) < t6°}) < Cot"u(QF) Vk,a, V> 0.

Remarque. La condition (i) signifie que si Q) est un cube de génération k, @' un cube de génération I,
avec k < [ alors Q' C Q dés que Q N Q' # (. Les conditions (iv) et (v) signifient que tous les cubes de
la méme génération ont une mesure comparable, et que tout cube d’une génération donnée contient au
plus C cubes de la génération suivante (C étant une constante dimensionnelle). Enfin la condition (vi)
signifie que la masse ne se concentre jamais a la frontiére d’un cube.

La construction d’un tel systéme de cubes ne présente pas de difficulté particuliére mais est néanmoins
assez fastidieuse et ne sera pas détaillée ici. Ces cubes généralisent naturellement les cubes dyadiques
classiques de R%. On les utilisera constamment dans la suite.

Avant de continuer, donnons également la définition d’un autre type d’espaces qui jouent un role
important dans cette étude, les espaces BMO.

Définition 1.2. Soit f une fonction localement intégrable définie sur E & valeurs complexes. Pour () un
cube dyadique de E, notons fg la moyenne de f sur Q). Ainsi, fg = m fQ fdp. On dira que f est dans
lespace BMO(FE) si

1

a0 = sup —os /Q (@) — foldu(z) < +oo.

Remarques. (i) BMO référe a "Bounded mean Oscillation", i.e. oscillation moyenne bornée.
(ii) L’espace L>°(FE) est strictement inclus dans BMO(E).



(iii) L’espace BMO(FE) est semi-normé par ||.||sao : ||-||Bamo est homogéne et vérifie I'inégalité trian-
gulaire, mais n’est pas définie puisque
IfllBro =0 < f = cste up.p.

Cependant, si I’on quotiente I’espace BMO par la relation d’équivalence d’égalité & une constante
prés, on obtient quand méme un espace de Banach.

1.2 Opérateurs d’intégrale singuliére

Commencons par donner une définition préalable, celle de noyau standard.

Définition 1.3. Posons A(z,y) = p(B(z,d(x,y))). Un noyau standard est une fonction K définie sur
E x E\{(z,y) | « = y}, telle qu’il existe des constantes C' > 0, 0 < ¢ < 1 telles que :

C
K] < 5 W
et
PN
K (2,9) — K (@', 9)| + K (y,2) = K(y,2")| < C (%’ Zf) A(xl v) @

des que d(z,2') < id(z,y).

On considére maintenant l’espace A, des fonctions bornées holderiennes d’ordre a €10, 1], qui, muni

de la norme
|f(z) = f(y)]
d(z, y)*

est un espace de Banach. On appelle D, le sous-espace de A, des fonctions & support compact. Tout
comme ’espace D’ est défini pour un espace euclidien, on introduit ici ’espace D!, des formes linéaires £
de D, dans C vérifiant la propriété de continuité : pour tout X C E borné, il existe C'x < oo telle que,
pour toute fonction f € D, de support inclus dans X, [£(f)| < Cx]| f|/a,- On note naturellement, pour
f €Dy, et ge D, (g, f) =g(f). On peut alors définir la notion d’opérateur d’intégrale singuliére sur F.

[fllae = fllLe +sup
TH#Y

Définition 1.4. Soit a €10, 1], soient by, be des fonctions bornées non nulles o p.p. Un opérateur d’in-
tégrale singuliére T associé au couple (b1, bs) est un opérateur linéaire borné, défini sur I’espace b1D,, a
valeurs dans le dual (b2D,,)’, et tel qu’il existe un noyau standard K pour lequel

(T(b1f), bag) = / / K ()b (9) ()b ()9 @) dia(y) dia()

pour f et g dans D, & supports disjoints.

Remarques. (i) De maniére équivalente a la formule ci-dessus, on aurait pu demander & T'(b; f)(x)
d’étre défini, pour x en dehors du support de f, par

T(by () = / K (2, y)b1 (9) (9) du(y)

(ii) Supposons ici, pour simplifier I’écriture, que by = ba = 1 p.p. On a défini action d’un opérateur
d’intégrale singuliére T" sur les éléments de D,. On peut facilement étendre la définition de 7" &
toutes les fonctions ¢ de A,. En effet, la distribution T'(¢) sera connue modulo une constante
additive, c’est-a-dire que ce sera une forme linéaire continue définie sur ’ensemble des fonctions g
de D, d’intégrale nulle. Soit g une telle fonction, écrivons ¢ = ¢, + ¢2 avec ¢1 € D, et ¢ nulle sur
un voisinage du support de g. On définit alors (T'(¢), g) par

(T(8).9) = (T(é1).9) + / / K (2, )2 (4)g () du(y) du(z).



Le fait que cette intégrale soit bien définie est une conséquence directe de (2), puisque, pour tout
point zy dans le support de g, on a

/ K (2, 4)¢2(1)(@)du(y)dpu(z) = // K (2,y) — K (20, 9))é2(y)g(@)dn(y)dp(z),

et cette derniére intégrale est absolument convergente. Il est facile ensuite de vérifier que cette
deéfinition ne dépend pas de la décomposition ¢ = ¢1 + @2 choisie, que T'(¢) est une fonction linéaire
de ¢, et enfin que, lorsque ¢ € D, on obtient bien la méme définition.

(iii) Si T est un opérateur d’intégrale singuliére, son transposée T est 'opérateur d’intégrale singuliére
défini par (Tt f, g) = (Tg, f).

(iv) Enfin, lorsqu'un opérateur d’intégrale singuliére T admettra une extension bornée a L?(E), on dira
que T est un opérateur de Calderén-Zygmund.

Exemple. Donnons un exemple en rapport direct avec notre point de départ, le probléme de Painlevé.
On définit lopérateur intégral de Cauchy C sur (R,d, \), ou A est la mesure de Lebesgue sur R et d la
distance euclidienne, par : pour f et g dans D & supports disjoints,

(z)
(Cf.g) /RXR S @),

Ceci définit un opérateur d’intégrale singuliére sur E.

Donnons tout de suite un premier résultat d’interpolation important, di & Calderén et Zygmund,
dont la preuve est malheureusement trop longue pour étre donnée ici (voir par exemple [15]).

Proposition 1.2. Soit T" un opérateur de Calderéon-Zygmund. Alors 7' admet une extension bornée a
LP(E) pour 1 < p < 4o00.

Ce résultat montre qu’il suffit de s’intéresser & la bornitude L? des opérateurs d’intégrale singuliére
pour avoir la bornitude LP. C’est donc naturellement la bornitude L? de ces opérateurs qui sera I’'objet
des prochains théorémes que nous verrons.

Maintenant que les principales définitions et propriétés concernant les opérateurs d’intégrale singu-
liére ont été données, nous pouvons passer d la suite et commencer notre seconde partie, consacrée aux
théorémes dits "théorémes T'(b)".

2 Théorémes T'(b)

2.1 Les théorémes classiques

Ces théorémes ont pour objet de donner des conditions nécessaires et suffisantes de continuité L? des
opérateurs d’intégrale singuliére. Pour énoncer ces théorémes, nous avons encore besoin de deux derniéres
définitions.

Définition 2.1. Para-accrétivité
Une fonction b € L>(FE) est dite (dyadique) para-accrétive s’il existe N < oo, € > 0 tels que, pour
tout cube QF, il existe un cube Qlﬁ C QF avec I <k + N et tel que

/ b(y)du(y)
Ql

B

> ep(Qp)-

Remarque. Ainsi une fonction para-accrétive n’est nulle part uniformément nulle, on peut trouver
partout un cube sur lequel sa moyenne est minorée. En particulier, une fonction para-accrétive est non

nulle p p.p.



Définition 2.2. Faible bornitude
Pour « €]0,1], zp € E et r > 0, notons By, 4, I’ensemble des éléments f de D, dont le support est
inclus dans B(xg, ), tels que || f]lr~ < 1, et tels que

[f (@) = f(y)] <r™d(z, ).

Soit T un opérateur linéaire continu défini sur b1 D, a valeurs (b2D,,)’. L’opérateur T est dit faiblement
borné (par rapport a by et bs) 8’il existe C' < oo telle que pour tout 2o € E, r > 0 et pour toutes fonctions
1,92 € By gy, O1 ait

(T (b161), bagpa)| < Cu(B(xo,7)).

Remarque. Remarquons déja que si T est borné sur L2, alors T est faiblement borné. En effet, on aurait
alors

(T'(b1¢1), bacha)] 17N z.z2y-llo1llce-lld2llp2-Nb1l Lo - [|b2 | o
C|T 2, (r2y(Blxo, )2 u(B(xo, 7)) "/?

ClIT| z.z2y(B(wo,7))-

ININ A

Ceci nous améne au premier théoréme de continuité d’intégrale singuliére, le théoréme T(1)
Théoréme 2.1. David, Journé [8]
Soit « €]0,1], soit T un opérateur d’intégrale singuliére sur E. Supposons que
(i) T est faiblement borné de D, dans D.,.
(i) T(1) € BMO(E).
(iii) T*(1) € BMO(E).

Alors T admet une extension bornée a L*(E, i)

C’est le premier théoréme de ce type qui a été démontré. Enoncons maintenant le théoréme 7'(b) de
David, Journé et Semmes, plus fort que le précédent.

Théoréme 2.2. David, Journé, Semmes [8]
Soient by et ba deuzx fonctions para-accrétives, soit a €]0,1], et soit T un opérateur d’intégrale singuliére
sur E. Supposons que

(i) T est faiblement borné de b1 D, dans (D).
(ii) T(b) € BMO(E).
(iii) T'(bs) € BMO(E).

Alors T admet une extension bornée a L*(E, )

Remarque. Pour les deux théorémes T'(1) et T'(b) énoncés, on obtient en plus au travers de la preuve
un controle de la norme L? de l'opérateur T de la forme :

1T 2.2y <k (ITh1 aroe) + 1T b2l Brroe) + Co + Ch) -

ou Cy et Cy sont les constantes issues de la propriété de noyau standard de K(z,y) et de la faible
bornitude de 7.

L’idée de la preuve de ce théoréme consiste & construire une base de Riesz de L?(E) adaptée, dans
laquelle la matrice de T aura pour propriété que ses coefficients décroissent suffisamment rapidement loin
de la diagonale, de sorte qu’on pourra appliquer un argument de type "lemme de Shur". Cette preuve
est cependant trop longue et trop technique pour étre détaillée ici. Ce théoréme est un théoréme trés
important, qui a de nombreuses applications dans I’étude des opérateurs d’intégrale singuliére. On va
cependant voir dans la partie qui suit une version plus locale de ce théoréme, qui aura le gros avantage
d’offrir une plus grande souplesse dans certaines situations.



2.2 Une version locale plus souple

L’idée que je vais présenter ici, due & Michael Christ, est de considérer non plus une fonction b para-
accrétive fixée sur ’espace E tout entier, mais un systéme de fonctions bp fixées sur chaque boule B de
I’espace. Cela motive la définition suivante.

Définition 2.3. Systéme pseudo-accrétif
Un systéme pseudo-accrétif est une collection de fonctions bornées bp, définies sur chaque boule
B = B(x,r) de E, et telles qu’il existe C' < 0o, § > 0 tels que, pour toute boule B, on ait :

lbllre < C.

/ de#‘ > op(B).
B

Si T est un opérateur d’intégrale singuliére, et K le noyau standard associé, on note T 'opérateur
dit tronqué de T, défini de D, dans D, par

T?@%=L(x>K@wM@MMw.

Bien que T ne soit pas forcément la limite des 7 lorsque ¢ tend vers 0 (encore faudrait-il donner un
sens & cette limite), on peut souvent conclure quant & la bornitude L? de T si ’on sait que les T° sont
uniformément bornés L? lorsque ¢ tend vers 0. C’est en particulier vrai lorsque le noyau standard K est
anti-symétrique. Le résultat principal de cette partie est le suivant.

Théoréme 2.3. M. Christ [4]
Soit T un opérateur d’intégrale singuliere sur E. Soit £ > 0, et soit T¢ une troncature de T. Supposons
qu’il eziste C < oo et deuz systémes pseudo-accrétifs {bs}pcr et {b%}pcE sur E tels que, pour toute

boule B, on ait
I} l= <C o (T (53]l < C.

Alors T¢ admet une extension bornée a L*(E, 1), et on a un contréle sur la norme L? de T¢ ne dépendant
que des constantes de doublement, de noyau standard de K, de systémes pseudo-accrétifs des {b%3}pcE,
de C, mais en aucun cas de €.

Remarques. — En particulier, le théoréme assure que, pour un noyau standard fixé, la norme L?
de opérateur tronqué est bornée par une quantité indépendante du rayon de troncation e. Cette
hypothése d’opérateur d’intégrale singuliére tronqué n’est présente dans le théoréme que pour des
raisons techniques, notamment pour assurer lexistence de T'(f) pour différentes fonctions f qui
apparaissent au cours de la preuve. Dans le cas d’un opérateur d’intégrale singuliére de noyau anti-
symétrique, on obtient donc une majoration de la norme L? de ses troncations par une quantité
indépendante du rayon de troncation, ce qui permet de conclure que 'opérateur admet une extension
bornée & L?(E, 1) comme dit plus haut.

— Ce théoréme est, d’une certaine maniére, plus flexible que le théoréme T'(b), car il permet de prendre
un systéme pseudo-accrétif {bp} variant sur les différentes boules de I’espace plutot qu’une fonction
para-accrétive b fixée sur ’espace tout entier. Il a aussi ’avantage de ne pas nécessiter I’hypothése
de faible bornitude du théoréme T'(b). Cependant, on a ici besoin d’avoir T'(bg) € L (E) pour
toute boule B, uniformément par rapport & B, et non pas seulement T'(bg) € BMO(FE), ce qui est
beaucoup plus contraignant. On gagne donc en souplesse pour appliquer ce théoréme, mais on a
besoin de vérifier une hypothése beaucoup plus forte.

L’idée de la preuve est de se ramener au théoréme T'(b), c’est-a-dire de construire deux fonctions para-
accrétives vérifiant les hypothéses du théoréme 2.2 & partir des deux systémes pseudo-accrétifs {bL} pc g
et {b%}ce. On veut donc démontrer la proposition suivante.



Proposition 2.4. Sous les hypothéses du théoréme 2.3, et en supposant que ’espace E fait lui-méme
partie du systéme de cubes dyadiques utilisé, il existe deux fonctions b', b para-accrétives sur E telles
que :
(i) T(b') € BMO(E)
(ii) T(b*) € BMO(E)
(iii) T : b'D, — (b®Dy) est faiblement borné pour tout a > 0.
De plus, les normes L de b', b2, les normes BMO de T'(b%), T?(b?), et la constante de faible bornitude

de T" sont controlées par une quantité qui ne dépend que des constantes de doublement, de noyau standard
de K, de systémes pseudo-accrétifs des {0%}pc g, et de supg || T(b)) |00 + supg [T (6%) ] -

La preuve de cette proposition repose sur un ingénieux argument de temps d’arrét qu’on va s’attacher
a décrire ci-dessous. A partir de cette proposition, le théoréme 2.3 est immédiat si ’espace E est lui-méme
I'un des cubes dyadiques. Si ce n’est pas le cas, on conclut par un petit argument de passage a la limite.
Démontrons donc maintenant la proposition 2.4.

Démonstration. Pour chaque Q = Q¥ on pose, pour j = 1,2, bé? = b}, avec B = B(2%, aod") en reprenant
les notations du théoréme 1.1. Alors by, est supportée sur Q, et il existe &' > 0 tel que ‘f b]Q’ > 6 u(Q)

pour tout cube (. Quitte & renormaliser tous les bl , on peut supposer qu’on a, pour tout cube @,

Iyl <4, et [ Bydu= (@),

Pour j =1,2, {b]é}@ forme un systéme pseudo-accrétif dit dyadique, et c’est avec ces deux systémes

que 'on va maintenant travailler, plutot qu’avec les {bfg} B-

La présence d’atomes pour la mesure pu, c’est-a-dire de points z € E tels que p({z}) > 0, donne lieu
a quelques difficultés techniques au cours de 'argument de temps d’arrét qu’on va exposer ci-dessous.
Cependant, il n’est pas trés difficile d’y remédier, comme ’explique M. Christ dans [4] et on ne tiendra
donc pas compte de ces éventuels atomes ici.

La preuve de la proposition 2.4 repose sur l'itération de I’algorithme suivant. Soit () un cube dyadique,
et soit ¢ une fonction donnée vérifiant ||1]|.c < A et ‘fQ wdu’ > eop(Q), ol £¢ est une constante positive

telle que g9 < min(1, A), et vérifiant une condition & imposer plus tard. Considérons tous les cubes R qui
sont fils de Q). Soit € < gg une autre constante encore plus petite. Si un cube R vérifie

‘ / wdu‘ < eu(R), 3)

on l'appelle "cube d’arrét" et on le met de coté. On peut toujours supposer que R a plus d’un fils, car
sinon il suffirait de retenir a la place de R le premier cube descendant de R ayant plus d’un fils (un tel
cube existe en I'absence d’atomes). Pour les cubes R pour lesquels (3) n’est pas vérifiée, on considére a
leur tour tous les fils S de R, et on regarde a nouveau si (3) est vérifiée, mettant de coté les cubes d’arrét
S pour lesquels c’est le cas, et ainsi de suite... On continue indéfiniment de la sorte. Aprés une infinité
d’étapes, on obtient une collection {P,} de cubes d’arrét deux a deux disjoints, contenus dans Q. Pour
chacun de ces cubes, on a
' [ v
P’Y

Comme |90 < A et ’fQ 1/1du‘ > eop(Q) par hypothése, si e est choisi suffisamment petit par rapport a

< ep(Py).

€, il existe 7 > 0, ne dépendant que de la constante de doublement, tel que

> uPy) < (1=n)u(@Q). (4)

En effet, on a

/ iy = / bdu + / v,
Q U(Py) Q\U(Py)



donc

+

o
T
S
IA

S~
<

QL
=
IA

d d
A@#WL Lwafu
< ey P+ A@Q) = > n(Py)]

< (e- )Y uP) + Ap(Q).

Ainsi, on a
A*EO
P,) <
> ul(Py) < ———p(Q),

Y

et si € est choisi suffisamment petit par rapport & £y (on impose préalablement £y < A), on obtient bien
(4) pour un n > 0 fixé.

On va maintenant modifier ¢ sur les cubes d’arrét. Fixons v, et notons {Rs}scp les fils de P,. Soient
(cg)pen des constantes de module compris entre €y et 1, & préciser. Définissons

1/)1220617}%/3 sur LJR;;:PAY7

BeB BeEB

ou {bls : Scube} est le systéme dyadique pseudo-accrétif évoqué plus haut. On a donc

/P Prdp ="y cpn(Rp).

BEB

Le fait important est que, si g est assez petit, et si les cg sont bien choisis, il est possible d’avoir

/waldu=/ﬂwdu-

Pour les détails de ce fait, on renvoie encore a [4]. On fixe donc un tel €, et on fixe ensuite € de la condition
(3) en conséquence. Rappelons que le but de I'algorithme est de construire une fonction para-accrétive.
Les cubes d’arrét P, sont les cubes pour lesquels la condition de para-accrétivité n’est pas vérifiée, et ce
pour la premiére fois. La fonction ', bien qu’ayant la méme moyenne que 1 sur P,, al'avantage d’avoir
une moyenne correctement minorée sur tous les fils Rg des P,. Donc, assurément, ¢! satisfait la condition
de para-accrétivité pour P,. On définit donc ' de la sorte sur chaque cube d’arrét, et on pose ' = 1
sur Q\ U, Py, de telle sorte que ¢! soit définie sur ) tout entier.

L’algorithme que nous venons de décrire a donc pour entrée un couple (@, ), ot @ est un cube, et ¢

une fonction vérifiant ||| < A et fQ wdu‘ > gop(Q). Il en ressort une fonction 9!, et une collection

{Rp} de sous-cubes dyadiques de @ deux & deux disjoints, vérifiant les propriétés suivantes :

[0l < A ()

[ wtdn= [ va ©)

pour tout cube S qui n’est pas un sous-cube d'un Rg,

/S wldu’ > eu(S) (7)

pour tout cube S qui n’est ni un sous-cube, ni le pére d’un Rg,

/ Pldp
Rp

D u(Rp) < (1 =mu(Q) (9)
3

> eop(Rp) (8)

alors que



et
Yl =1p sur Q\URﬁ' (10)
B

Il faut maintenant répéter cet algorithme une infinité de fois : on commence avec un cube dyadique
RC, et une fonction 4°, nulle 1z p.p. en dehors de R, et qui vérifie [|1°]|oc < A, et | [0 ¥0dp| > cou(R).
On applique I’algorithme pour obtenir une fonction 1! et des cubes {Ré} vérifiant toutes les propriétés
énoncées ci-dessus. Pour chaque 3, le couple (Ré,wl X R}a) est une entrée possible pour l'algorithme, et
donc on peut l'appliquer & chacun de ces couples pour obtenir de nouveaux sous-cubes {R%}, et une
fonction 1?2, toujours définie sur R° tout entier. En répétant ceci une infinité de fois, on obtient des
fonctions 9™, et des collections de sous-cubes {Rg} pour tout entier n > 1.

Notons E° = R, et E" = Jz Rjj. On a alors, pour tout n > 1,

u(E™) < (1=n)"u(R%),

et cette quantité tend vers 0 lorsque n tend vers +o0. Comme E™+! C E™, presque tout point n’appartient
qu’a un nombre fini de E™. Ainsi, pour presque tout z, la suite (¢"(x))n>1 est stationnaire & partir d’un
certain rang. On peut donc définir la fonction ¢ définie par

pla) = lim " (x).

n—oo

Il est clair que ||¢|| < A.

Appliquons maintenant toute cette procédure au cube dyadique R® = E, et a la fonction ¢° = bl,,
oll (b}s«)s’cube est I'un des deux systémes dyadiques pseudo-accrétifs dont nous disposons. Posons alors
b' = ¢. De la méme maniére, en appliquant cette fois-ci ’algorithme au deuxiéme systéme pseudo-accrétif
(b%) Secube, ON obtient une deuxiéme fonction ¢’. Posons b? = ¢'.

Lemme 2.5. On a alors :
(i) b',b? sont para-accrétives sur E.
(ii) T(v'), Tt (v*) € BMO(E).
(iii) Pour tout a > 0, T est faiblement borné de b'D,, dans (b*D,)’.

La preuve de ce lemme consiste essentiellement en des vérifications parfois un peu techniques qu’on
ne fera pas ici. On renvoie encore a [4] pour plus de détails. Ce lemme admis, la proposition 2.4 est
immeédiate.

O

Le type d’argument utilisé ici, dit de temps d’arrét, est fréquemment utilisé en analyse réelle et donne
souvent de bons résultats. Pour en revenir au probléme de Painlevé, le théoréme 2.3 de M. Christ permet
notamment de montrer que toute partie de longueur (de Hausdorff) strictement positive d’une courbe
rectifiable réguliére (au sens d’Ahlfors) n’est pas effagable. Comme cela a déja été dit dans une remarque
précédente, ce théoréme, trés utile par la souplesse qu’il permet, demande néanmoins des hypothéses
assez fortes. Il souléve donc de nombreuses questions quant & la possibilité d’éventuels affaiblissements.
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