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Dynamique des applications d’allure polynomiale

1 Introduction

Il s’agit d’étudier la dynamique d’une application holomorphe propre f définie sur un ouvert de C™.
Plus précisément, on veut comprendre le comportement de ’orbite positive, voir négative, d’un point x
donné, c’est a dire de la suite des itérés (f™(x)). On étudiera essentiellement les propriétés statistiques
des orbites en fonction des points initiaux.

Aprés avoir introduit les principaux outils d’analyse complexe et de théorie ergodique, on montrera ’exis-
tence d’une mesure invariante particuliére, dite mesure d’équilibre, qui est exponentiellement mélangeante
et d’entropie maximale.

2 Théorie ergodique, entropie d’une application

Soit (X, d) un espace métrique compact, soit f : X — X une application borélienne. Une mesure
de probabilité p est dite invariante par f si: fiu = u. Les données (X, f, 1) déterminent une systéme
dynamique mesurable.

On note M(X) l'ensemble des mesures de probabilité invariantes par f.

2.1 Ergodicité, théoréme de Birkhoff, mélange

Définition 2.1. Une mesure u € M(X) est dite ergodique si pour tout borélien Y C X tel que
FFYY)=Y,uY)=0o0ul.

La caractérisation fonctionnelle suivante de ’ergodicité est souvent utile en pratique :

Proposition 2.1. Soit € M(X). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. p est ergodique

2. Les applications réelles ¢ € L?(v) telles que po f = ¢ v-presque partout sont constantes u-presque
partout.

On rappelle le théoréme ergodique de Birkhoff, fondamental en théorie ergodique.

Théoréme 2.2. Soit ¢ € L'(1). Considérons les sommes de Birkhoff :

n—1
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Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Sp(x) converge vers une limite *(x) pour v-presque tout x.
2. ¢* o f =" u-presque partout.
Sl L < llellzg-
4. La convergence a liew dans L'(p) : lim |[Spe — |1y =0
n—-+00
5. [¢rdp= [ edp.
6. Sip est ergodique, alors ¢*(x) = [ @du pour p-presque tout x.

Le théoréme de Birkhoff permet de donner une caractérisation géométrique des mesures ergodiques :
ce sont exactement les points extrémaux de I’ensemble des mesures de probabilité invariantes par f.

Théoréme 2.3. Les mesures ergodiques sont exactement les points extrémauzr de M(X).



Le théoréme de décomposition de Choquet affirme qu’un convexe compact est ’enveloppe convexe
de ses points extrémaux. En l'appliquant aux mesures de probabilité invariantes par f, on obtient le
théoréme de décomposition suivant :

Théoréme 2.4 (Voir [7], [10]). Soit up € M(X). Il existe un espace mesurable A, une famille (Xo)aca
de boréliens disjoints (a un ensemble de mesure nulle prés) et une famille de mesures ., de supports X,
telles que pour toute fonction ¢ continue :

/wdu :/ /wduada-
A

Nous introduisons maintenant la notion de mélange. Cette notion est a rapprocher de la notion
d’indépendance d’événements en probabilités.

Définition 2.2. Une mesure p € M(X) est mélangeante si pour tout couple A, B de boréliens :

lim pu(ANf7"(B)) = u(A)u(B)

n—-+4oo

En termes heuristiques, les événements A et f~"(B) tendent a devenir indépendants lorsque n croit.

En particulier, une mesure mélangeante est ergodique. Comme pour l’ergodicité, il existe une carac-
térisation fonctionnelle utile en pratique. Elle permet en particulier de calculer la vitesse de mélange.

Proposition 2.5. Une mesure p € M(x) est mélangeante si et seulement si :

Vi, € LQ(M),REIEOOA@(wOf”)dV = (/X wdu) (/X wdu) (+)

Il suffit en outre de vérifier cette égalité sur un sous-ensemble dense de L?(1).

2.2 Entropie métrique

On s’intéresse ici a la notion d’entropie métrique : il s’agit d’associer & un systéme dynamique mesu-
rable un réel indiquant la complexité de la dynamique. Par la suite, on sera amené & discuter, selon la
valeur de ce réel, de la fagon dont la mesure rend compte de la complexité de la dynamique de la fonction
f étudiée.

Définition 2.3. Une famille au plus dénombrable (¢,) de boréliens est appelée partition mesurable si :

1. Va # 3, v(ca NCs) = 0.

2. v(JCo) =1.

Définition 2.4. Soit & = (Cy)aer une partition mesurable de K. On définit I'entropie de la partition £
relativement & la mesure p par :

hu(§) i= =Y p(Ca) log p(Ca)
ael

Définition 2.5. 1. £ <nsiVD en, 3C € € tel que D C C. On dit alors que 7 est plus fine que &.
2.¢6vn:={CNnD|Ce¢,Den,v(CNnD)>0}.
3. ¢ et n sont indépendantes si VC € &, VD € n, v(C N D) = v(C)v(D).

On suppose a nouveau que g est invariante par f.

Définition 2.6 (Partition jointe d’ordre n). — & étant une partition mesurable de (X, 1), on définie la
partition jointe d’ordre n de £ par :

e=evii@ v v e

Proposition 2.6. La suite (1h, (£7,))) est décroissante, et donc convergente. Notons hy(f,€) sa limite.

On peut alors définir ’entropie d’une mesure :



Définition 2.7. L’entropie de la mesure p est définie par :
hu(f) = sup{h,(f,§) | £ est une partition mesurable telle que h,(£) < oo}

Voici maintenant deux propriétés importantes de I’entropie métrique.

Proposition 2.7. Soient (X, f,u) et (Y, g,v) deux systémes dynamiques mesurables. Supposons qu’il
existe une application mesurable ¢ : X — Y telle que g pp =v et go = o f. Alors h,(g) < h,(f).
En particulier, 'entropie est un invariant de conjugaison.

La proposition suivante exprime une propriété importante de I’entropie métrique : si I’on décompose
une systéme dynamique mesurable en sous-systémes, ’entropie du systéme total est égale & la moyenne
des entropies des sous-systémes. Autrement dit, ’entropie métrique quantifie la complexité moyenne (au
sens de la mesure invariante) de la dynamique.

Proposition 2.8. —

1. Soit Y C X un borélien invariant par f tel que p(Y) > 0. Alors :
hiu(f) = 1Y)y (f1y) + (1 = (Y ) Py (fix\v)-
2. Si p et v sont deux mesures invariantes par f et 0 <t < 1, alors :

thy(f) + (1= ) (f) < by -y (f)

2.3 Entropie topologique, principe variationnel

La notion d’entropie métrique n’est pas intrinséque : elle dépend du choix d’une mesure invariante.
On aimerait pouvoir quantifier la complexité de la dynamique d’une application, indépendemment d’une
mesure invariante. C’est 'objet de ce chapitre.

Soit (X, d) une espace métrique.

Définition 2.8. 1. Un recouvrement ouvert F de X est un e-recouvrement si tous les ouverts de F
ont un diameétre inférieur a €.
2. Une partie F' C X est dite e-dense si X = |J, . B(w,¢).
3. Une partie F' C X est dite e-séparée si V (x,y) € F2, x # y = d(z,y) > ¢.

Nous noterons Dy(e) le minimum des cardinaux des e-recouvrements de X.
Pour n > 1, considérons la distance :

df(x,y) == max d(f(z),['(y)).

0<i<n—1

Théoréme 2.9. Pour tout € > 0, la suite de terme général :
1
an(g) := ﬁlOngﬁ(E)

décroit vers un réel positif ou nul noté h(f,e). De plus, la fonction h(f,.) est décroissante en ¢.

Définition 2.9. On définit ’entropie topologique par :

. o1
htop(f) = limy (7}13;0 —log Dy (6))
L’entropie topologique ne dépend que de la dynamique d’une application :

Théoréme 2.10. L’entropie topologique est un invariant de conjugaison. Plus précisément, si (Y,d) est
un espace métrique compact, g : Y — Y une fonction continue et ¢ : X — Y un homéomorphisme tel

que 90 © f = g o 907 alors N htop(f) = htop(g)‘

La proposition suivante répond a la Proposition 2.8 : lorsque ’on décompose un systéme dynamique
en sous-systémes, ’entropie du systéme total est égale au maximum des entropies des sous-systémes.
Autrement dit, I’entropie topologique ne tient compte que des zones ot la dynamique est la plus complexe.



Proposition 2.11. Soient Xj,..., X,, des compacts de X invariants par f, tels que X = (J;;,, Xi-
Alors o

htop(f) = 1235; htop(f|Xi)

Ce résultat laisse supposer que ’entropie topologique est supérieure a I’entropie métrique relative a
une mesure donnée. Le Principe variationnel précise cette intuition :

Théoréme 2.12. L’entropie topologique est le supremum des entropies métriques relatives a toutes les
mesures de probabilité invariantes :

htop(f) = sup hu(f)
REM(X)
Une mesure invariante réalisant ce supremum est dite d’entropie maximale. Une telle mesure, si elle
existe, ne charge que la zone la plus dynamiquement intéressante de 1’espace.

Le théoréme de décomposition ergodique permet de se ramener au calcul de I’entropie des mesures
ergodiques :

Proposition 2.13. Soit fA Voda la décomposition ergodique de v (voir la Proposition 2.4). Si v est
d’entropie maximale, alors pour tout a € A, v, est d’entropie maximale.

3 Analyse complexe

Ce chapitre présente les objets couramment utilisés en dynamique complexe. Outre les fonctions
holomorphes, objets méme de 1’étude, les courants positifs et les fonctions plurisousharmoniques jouent
un réle prépondérant en analyse complexe.

3.1 Fonctions holomorphes, opérateurs 0 et 0

Soit U un ouvert de C*. Une application f : U — CP de classe C' est dite holomorphe si en tout
point sa différentielle est C-linéaire. Il est aisé de montrer qu’une fonction est holomorphe si et seulement
si ses applications coordonnées le sont. Comme c’est le cas dans le plan, de nombreuses propriétés des
fonctions holomorphes découlent d’une formule de Cauchy, mais ce n’est pas le propos de ce mémoire.
Les équations de Cauchy-Riemann, classiques en dimension 1, caractérisent I’holomorphie. Le bon lan-
guage pour les formuler en dimension supérieure est celui des opérateurs 0 et 9, que nous allons présenter.

L’espace C* peut se voir comme un espace vectoriel réel de dimension 2k : & tout vecteur (z1, ..., 2x)
de C* on peut associer, en prenant les parties réelles et imaginaires des zj, un vecteur (1, Y1, ..., Tk, Yk )
de R?*, On peut condidérer les 1-formes différentielles dz; = dx; +1idy; et dz; = dx; — idy;. Si de plus
f: U — C est une fonction C', on pose :

of 1. 90f . Of of 1,0f . Of
_ Y5 _ i

S(2 — i, (2L

3723' N 2 8o:j 8yj %j 2 6Ij 87;])

of of

On notera 9f = Z 6—de et Of = Z =—dz;. Classiquement, f est holomorphe si et seulement si
1<k 7% 1<j<k 9%

9

oz :

Comme pour la dérivée extérieure d, on peut définir les opérateurs 0 et 0 sur les formes différentielles
de tous degrés. Pour cela on commence par remarquer que toute p-forme différentielle u s’écrit de
fagon unique sous la forme : u = Z Ur,jdzr N dzy, ou I et J désignent respectivement des
+[J1=p
n-uplets et des m-uplets d’indices ordonnés compris entre 1 et k, avec n +m = p. Si I = (j1, ..., jn)
et J = (J1,. i), avec j1 < ... < jn et ji < ... < jr., alors les notation dzy et dz; désignent respec-
tivement les formes dz;, A...Adz,, et dz;, A...Adz,, . Le coefficient Uy ; désigne une fonction de classe C'.
On note alors du = Z oUr g Ndzr NdZj et ou = Z EULJ ANdzr Ndzj.
|+ J]=p [|+|J]1=p
On obtient ainsi deux opérateurs 0 et 0 tels que d = d + 0. On vérifie que l'on a :

#2=0,0=0,00+80=0.



Définition 3.1. Soit U un ouvert de C*, soit A C U. On dit que A est analytique si pour tout point
z € A, il existe un voisinage V' C U de z et des fonctions holomorphes fi,...,f, : V — C tels que
ANV ={zeV | fi(z)=...= fp(z) =0}

Un ensemble analytique strict est fermé, de mesure nulle, de complémentaire dense et connexe. Une
intersection non vide ainsi qu’une union finie d’ensembles analytiques est analytique. Par contre, une
union infinie d’ensembles analytiques peut ne pas étre analytique.

Il est important de remarquer qu’un ensemble analytique n’est pas nécessairement une sous-variété : il
peut posséder des points multiples, dits singuliers. Hors de ses pointes singuliers, un ensemble analytique
est une sous variété. Remarquons que ’ensemble des points singuliers est lui-méme analytique.

Définition 3.2. Soit A un ensemble analytique, soit a € A. on dit que a est régulier s’il existe un
voisinage Q de a tel que AN soit une sous-variété complexe de C*. On note Reg A 1’ensemble des points
réguliers de A. Les points non réguliers sont dits singuliers.

11 est clair que Reg A est un ouvert de A et que ses composantes connexes sont des sous-variétés de
Ck. Si elles sont toutes de dimension p, on dit que A est de dimension pure p.
Par exemple, si f est une fonction holomorphe non constante, f~1({0}) est un ensemble analytique de
dimension pure k — 1.

3.2 Fonctions plurisousharmoniques

Il est important de disposer d’une classe suffisamment large de fonctions ayant de bonnes propriétés
de convergence. C’est pour cela que nous introduisons les fonctions sous-harmoniques et plurisousharmo-
niques.

Définition 3.3. Soit U un ouvert de R¥. Une fonction u : U — R U {—oc} est dite sous-harmonique si :

1. w est semi-continue supérieurement

2. u n’est pas uniformément égale & —oo

3. w vérifie la proproété de sous-moyenne : pour tout zg € U et tout r > 0 tel que B(zg,r) C U :

do(¢)

n

u(zo) < /§_1 u(xo +7¢)

ou o est la mesure de Lebesgue de la sphére et ¢, est la surface de la sphére unité.

Le théoréme suivant énonce deux propriétés importantes de convergence. La premiére, en un sens,
joue le role du théoréme de Montel en dimension supérieure. La seconde est connue sous le nom de Lemme
de Hartogs.

Proposition 3.1. Soit (v;) une suite de fonctions sous-harmoniques définies sur un ouvert U de C*. On
suppose que la suite (v;) est bornée supérieurement sur tout compact de U. Alors :

1. Si v; ne converge pas vers —oo sur un compact de U, alors on peut en extraire une sous-suite
convergeant dans L}, vers une fonction sous-harmonique v.
2. Si v; converge dans Llloc vers une fonction sous-harmonique v, alors pour tout compact K de U et

toute fonction f continue sur K :

limsup sup(v; — f) < sup(v — f)
j—+oo K K

On en vient a la définition d’une fonction plurisousharmonique :

Définition 3.4. Soit U un ouvert de C¥. Une application u : C¥ — R U {—oc} est dite plurisoushar-
monique (p.s.h.) si elle n’est uniformément égale & —oo sur aucune composante connexe de U et si sa
restriction & toute droite complexe est sous-harmonique.

En particulier, une fonction p.s.h. est sous-harmonique. Le Théoréme 3.1 s’applique donc.
Une fonction p.s.h. est toujours dans Llloc, donc elle est différentiable au sens des distributions.
On a alors la caractérisation suivante :

Proposition 3.2. Une fonction u € L] est p.s.h. si et seulement si 90u > 0. Autrement dit, 90u > 0

loc
0%u

est une mesure positive et pour tout vecteur w € C* : Zﬁwpw*q > 0.
Zp0Zzq
p.q



Les ensemble pluripolaires généralisent les ensembles analytiques :

Définition 3.5. Un ensemble & C U C CF est dit pluripolaire si pour tout point z € &, il existe un
voisinage V' de z et une fonction plurisousharmonique u définie sur V' tels que ENV C {z : u(z) = —oo}.

Comme les ensembles analytiques, les ensembles pluripolaires sont de mesure nulle. De plus une
fonction p.s.h. définie sur U et bornée au voisinage de £ se prolonge & U en entier.
3.3 Théorie des courants

Les courants sont aux formes différentielles ce que les distributions sont aux fonctions.
Considérons un ouvert U de R¥, et une forme différentielle v = Z urdx de degré p a support compact.

[T|=p
Si K est un compact de U et [ un entier, posons pk; (u) := supsup |D%u|. On obtient ainsi une famille de
K |a|<l
semi-normes.
Définition 3.6. 1. On note EP(U) l'espace des p-formes différentielles lisses muni de la topologie

définie par toutes les semi-normes pb. .

2. Si K C U est un compact, on note DP(U) le sous-espace de EP(U) formé des p-formes différentielles
a support dans K, muni de la topologie induite. On notera DP(U) le sous-espace de EP(U) formeé
des p-formes différentielles a support compact. On a : DP(U) = | DP(K).

L’espace EP(U) peut étre défini au moyen d’une famille dénombrable de semi-normes, et c’est donc
un espace de Féchet. Par contre, 'espace DP(U) n’est pas complet.
On définit 'espace des courants par analogie avec ’espace des distributions :

Définition 3.7. L’espace des courants de dimension p (ou de degré k —p) est 'espace D'P(U) des formes
linéaires T sur DP(U) telles que la restriction de T' a tous les sous-espaces DP(K), ot K C U est un
compact, soit continue.

Soit T un courant de dimension p. Si I = (i1, ...,7k—p) avec 41 < ... < ix_p, NOtONS
dry = dx;, N ... Ndxg,_,. SiJ = (ji,..., Jp), soit alors [ = (iy,...,ix—p) tel que TUJ = {1,...,k}; T7 est
la distribution définie par :
(D)1, J) <Tr,p >=<T,pdxy >

ot (I, J) est la signature de la permutation i1, ..., ik—p, j1, ..., jp. On peut alors écrire :
T = Z T[d(L']
[I|=k—p

Autrement dit, un courant de degré p est une forme différentielle de degré k — p dont les coefficients sont
des distributions. On dit aussi qu’un tel courant est de degré k — p.

Comme pour les distributions, il existe de nombreuses opérations sur les courants :

1. Dérivation : si T" est un courant de degré ¢, on définit un courant d71" de degré q + 1 par :
<dT,p >= (-1 < T,dp >, ¢ € D"T71(U).

On définit de méme 0,,T. Ces opérations sont continues.
2. Un courant T est dit fermé si dT = 0.

3. Si T est un courant de degré p et o une g-forme lisse, on définit T A « par :
<TANoa,p>=<T,aNp>.

On peut aussi, sous certaines conditions, pousser en avant et tirer en arriére des courants par des
applications lisses.
Si T est une sous-variété lisse & bord de dimension p, on définit : < [['],u >:= fFu pour toute forme u
de degré p a support compact. On appelle [I'] le courant d’intégration sur T'.

Soit maintenant I un ouvert de C*. On munit I’espace D¢ des formes de bidegré (p, ¢) de classe C* a
support compact d’une structure d’espace de Fréchet comme ci-dessus. Un courant de bidimension (p, q)
(ou de bidegré (k — p,k — q)) est alors un élément du dual topologique de DP9,



Définition 3.8. Un courant de bidimension (p, p) est dit positif si pour tout p-uplet de 1-forme g, ..., ap,
<T,ia1 N... Nap >> 0.

Le théoréme suivant, di a Lelong, met en évidence une importante classe de courants positifs fermés :

Théoréme 3.3. Soit Z un sous-ensemble analytique de dimension pure p. Le courant [Reg Z] d’intégra-
tion sur ’ensemble des points réquliers de Z est fermé positif. On le note [Z].

On définit enfin le nombre de Lelong d’un courant en un point :

Définition 3.9. Soit 7' un courant positif de bidimension (p, p) et soit a un point. On définit le nombre
de Lelong de T en a, noté v(T, a), par :

1
v(T,a) == lim — / T A WP
r—0 Cpr P

ol w =7, cp dzj A dzj est la 1-forme canonique de C*.

D’aprés le théoréme de Siu, pour tout ¢ € R, 'ensemble {z : v(T, z) > ¢} est analytique.

4 Dynamique des applications d’allure polynomiale

4.1 Applications d’allure polynomiale

L’étude de la dynamique des polyndémes homogeénes sur l’espace projectif P*(C) fait intervenir
des théorémes algébriques tels le théoréme de Bézout. J.Duval et J.Y.Briend ont montré que pour un
endomorphisme de ’espace projectif, il existait une mesure invariante, dite mesure d’équilibre, ayant la
propriété d’étre I'unique mesure d’entropie maximale. On souhaite généraliser ce résultat & une classe
plus large d’applications holomorphes, définies sur des ouverts de Stein de C™ : les applications d’allure
polynomiale.

Soient V' C CF un ouvert de Stein et U un ouvert de V relativement compact. Dans toute la suite, on
considére une application holomorphe f : U — V. On notera PSH (W) le cone des fonctions p.s.h. d’'un
ouvert W.

Définition 4.1. Une application holomorphe f : U — V est dite d’allure polynomiale si elle est propre.

Théoréme 4.1. Une application d’allure polynomiale f : U — V de degré topologique d; est un revéte-
ment ramifié a d feuillets de U au dessus de V' (tout point de V' admet exactement d; préimages comptées
avec multiplicité).

Ce théoréme justifie I’appellation fonction d’allure polynomiale. Le degré topologique d’un polynéme
homogeéne de degré d défini sur P (C) est d™.
Deux ensembles joueront un réle de premier plan par la suite : ’ensemble de julia rempli, noté K, défini
par K =(),>0 f "(U), et I'ensemble critique de f, noté C.

On introduit maintenant 'opérateur de Perron-Froebenius, qui nous permettra de définir la mesure
d’équilibre.
Définition 4.2. Soient X, Y deux espaces métriques relativement compacts, soit f : Y — X un revéte-
ment ramifié de multiplicité n, de degré topologique d;. Pour ¢ continue sur Y, posons

fep(r) = > n(y)ey)
yel1(a)

la fonction poussée en avant de ¢ par f.
Etant donnée une mesure p sur Y, on définit une mesure f*u sur X par

/Xsodf*uzfyf*@dw

L’opérateur f, est continu sur I’ensemble des fonctions continues muni de la norme infinie, donc
lopérateur f* est continu sur ’ensemble des mesures de probabilité.

11 est clair que pour toute mesure pu sur X, fo(f*u) = dip. Si p est de masse m sur X, alors f*u est
de masse d;ym sur Y.



Définition 4.3. Si f est une application d’allure polynomiale de degré topologique d; et ¢ : U — R est

une application continue, posons Ay = ! *:"

Un calcul élémentaire montre que :

|fepl? < d2f(0l”)

On peut alors prolonger A & L?(U), et dans cet espace, ||A|| = 1.

4.2 Mesure d’équilibre

On introduit dans ce paragraphe une mesure invariante particuliére, dite mesure d’équilibre. Elle se
construit en prenant la moyenne des Diracs en les préimages d’un point z donné, et en itérant le procédé :
on obtient une suite de mesures d; "(f*)™d,. On commence par montrer que pour toute forme volume
Q de masse 1, la suite d%( f™)+Q converge vers une mesure de probabilité p indépendante de €. Pour
cela on teste la suite #( f™)+Q sur les fonctions plurisousharmoniques, qui ont de bonnes propriétés de
convergence, et on utilise le fait que toute fonction continue s’écrit loclement comme la différence de deux
fonctions p.s.h..

Lemme 4.2. Soit ¢ une fonction p.s.h. bornée au voisinage de K. Alors pour n assez grand,

O = Uy )L “Z est une fonction p.s.h. définie et bornée sur V, et la suite ¢, converge dans L7 (V) vers une

constante e, pour tout p > 1.
De plus, ’ensemble
={zeV:lim sup ¢,(2) <c,}

n—-+4oo

est pluripolaire et invariant, au sens ot f(E, NU) C &,.
De ce lemme on déduit le théoréme d’existence de la mesure d’équilibre :

Théoréme 4.3. Soit f : U — V une application d’allure polynomiale de degré topologique dy > 2. Il

existe une mesure de probabilité . portée par OK telle que f*u = dip et telle que pour toute forme volume

Q de masse 1 dans L*(V), la suite de mesures 5= (f™).Q converge vers pi. De plus, pour toute fonction
t

v € L%(n), la suite v, = Av converge dans L?(pu) vers la constante ¢, = [wvdu. Enfin, f est fortement
mélangeante pour la mesure p (en particulier, u est ergodique).

On notera Ji le support de la mesure p, appelé Ensemble de Julia.

La mesure p n’est pas seulement invariante : elle est totalement invariante, c’est a dire que f*u = dyp.
Cette propriété est beaucoup plus forte, et 'on peut se demander s’il existe d’autres mesures totalement
invariantes. La question n’est pas close, mais la proposition suivante donne des conditions restrictives
d’existence de telles mesures.

Théoréme 4.4. 1. Soit vy une mesure de probabilité ne chargeant pas les ensembles pluripolaires.
Alors la suite de mesures vy, = dy "(f™)*vyconverge faiblement vers .
2. Soit v une mesure de probabilité vérifiant f*v = d;v. Si v ne charge pas les ensembles pluripolaires,
alors v = p. Si v est ergodique et n’est pas portée par un ensemble pluripolaire, alors v = p.

Par définition de la mesure d’équilibre, pour presque tout point z de U (au sens de Lebesgue), la suite
d; " (f*)™6, converge vers u. Il est alors naturel de se demander pour quels points la convergence n’a pas
lieu. Cette question nous améne a introduire la notion d’ensemble exceptionnel.

Définition 4.4. Posons, pour tout z € V,
(e, 1
M,ZL - dn = 7 Z
t w

ou n(w) est la multiplicité du point w.
Notons également :
&' :={z € V : u n'est pas adhérente a la suite (u?)}

& :={z €V : uZ ne converge pas vers u}

& est appelé 'ensemble exceptionnel.



L’ensemble exceptionnel n’est pas nécessairement analytique, ni méme nécessairement pluripolaire.
La proposition suivante donne une condition pour qu’il soit pluripolaire.

Proposition 4.5. Soit p > 1. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. L’ ensemble &£’ est pluripolaire. De plus, pour toute fonction ¢ strictement p.s.h. et continue au
voisinage de IC, on a :
&' ={z eV :limsupy,(z) <cy}

E={zeV:liminfp,(z) <c,}
Enfin, si la série ) ||@n — cp||Lr(yconverge, alors £ est pluripolaire.
2. Soit X un fermé non pluripolaire de V vérifiant f~1(X) C X. Alors J;, C X.
La proposition suivante précise encore les conditions d’existence d’autres mesures totalement inva-

riantes. L’ensemble exceptionnel y joue un grand role, et 'on verra que c’est encore le cas pour les
questions d’entropie.

Proposition 4.6. Soit 1y une mesure de probabilité de V, soit v une valeur d’adhérence de la suite
d; " (f™)*1vp. On a les propriétés suivantes :
1. Si ¢ est une fonction p.s.h. au voisinage de K et p-intégrable, alors [ @dv < [ @dpu.
2. Si vy ne charge pas &, alors v = p.
3. Si v # u, alors pour toute fonction ¢ strictement p.s.h. au voisinage de K et u-intégrable,
[ pdv < [ pdp.
4. Soit u une fonction pluriharmonique au voisinage de K. Alors [udv = [udp.

4.3 Entropie

Le but de ce paragraphe est de calculer I’entropie de f et de la mesure d’équilibre. Plus précisément,
on montre que u est d’entropie maximale, égale & log d;.
On commence par montrer que ’entropie est supérieure ou égale a logd; :

Théoréme 4.7. (Voir [10]) L’entropie de p vérifie h,(f) > logd,.

Ce théoréme peut s’établir de facon élémentaire en utilisant l'invariance totale de p et le fait que f
soit un revétement ramifié.

Si I’on montre que 'entropie topologique de f est majorée par logd;, on obtiendra du méme coup, par
le principe variationnel, I’entropie topologique et l'entropie de u. L’idée de Gromov pour calculer cette
inégalité est de majorer I'entropie topologique par un réel, noté lov(f), mesurant la croissance du volume
des graphes des itérées de f.

Lemme 4.8 (Yomdin-Gromov [5]). — h(f) < lov(f).

Démonstration. Soit g la distance entre IC et OU, et soit F' C K une famille (n,)-séparée, avec € < gg.
Posons

F*:={a* = (a, f(a),..., f*(a)) € T,]a € F}
et pour a* € F* :
€
2

Alors les B,+ sont disjointes. Par une inégalité de Lelong (voir [?] pour la démonstration),
Vol(T',, N By+) > 7%(£)*. On en déduit que

Ba- = Bre(a*,S) c U"

Card(F)wk(g)k < Vol(T',, N U™)
puis que A(f) < lov(f). O

1l reste & majorer lov(f) par logd;. Cette inégalité s’obtient assez facilement dans le cas algébrique
gace au théoréme de Bezout, mais dans le cas présent il faut s’en passer. C’est 'objet du lemme suivant :



Lemme 4.9. Soient W7, W5 deux variétés complexes de dimensions respectives ki et ko. Supposons que
W1 soit de Stein. Soient également K; (respectivement Ks) un compact de Wi (respectivement Ws),
m > 1 un entier, et I' un sous-ensemble analytique de K{* x Wy de dimension pure ks.

Notons 7 : W™ x Wy — Wy la projection canonique, et notons dr le degré topologique du revétement
ramifié i T — Wa.

Alors il existe une constante ¢ > 0 et un entier s indépendants de m et de I' tels que :

Vol(T N (W™ x Ka)) < em?®dr.

On peut alors conclure :

Théoréme 4.10. Soit f : U — V une application d’allure polynomiale de degré topologique d; > 2. Alors
lentropie topologique de f est égale a logdy, et u est une mesure d’entropie mazimale.

Démonstration. On a déja vu (Lemme 4.7) que h,(f) > logd,. Par le principe variationnel (Theoréme
2.12), on a donc : h(f) > logd;. Il suffit de montrer I'inégalité inverse pour obtenir la valeur de ’entropie
topologique et montrer ainsi que u est d’entropie maximale.

Posons :

L= {(x, f(2), 2 (@), . [N (@));2 € U_pyn}
le graphe de Papplication (f, f2,..., f* 1) dans U_,, 11 X U_42 X ... X V.
St o(x1, .y n) = (2 — f(1)s oy @n — f(zn—1), alors :

Iy ={(z1,..,xn) €EU_pt1 X ... x Vl]p(z1,...,2,) = 0}

Comme ¢ est de rang générique k(n — 1), alors dimT',, = k. De plus, I';, est un sous-ensemble analytique

—n—1 . _
de V", contenu dans U " V', et c’est aussi un revétement de degré dy 1 au-dessus de V. D’apres le
lemme précédent, comme U est relativement compact :

1
lov(f) := limsupﬁ log Vol(T',, NU"™) < log d;

n—-+4oo

O

La minoration de I’entropie métrique obtenue au Théoréme 4.7 repose en grande partie sur I'inva-
riance totale de la mesure. Il peut étre utile, dans le cadre de la recherche d’autres mesures totalement
invariantes, de chercher d’autres mesures d’entropie maximale. J.Duval et J.Y.Briend ont montré, dans
le cas polynomial, que p est l'unique mesure d’entropie maximale. Le théoréme suivant esquisse une
généralisation de ce résultat.

Théoréme 4.11. Une mesure invariante ergodique v d’entropie maximale vérifie f*v = dyv. En par-
ticulier, u est l'unique mesure d’entropie mazimale dés que l’ensemble exceptionnel £ est inclus dans
l’ensemble postcritique PCy.

Ce théoréme utilise le Lemme 4.9, ainsi qu’un lemme de dénombrement da a Ljubich.

4.4 Ensemble exceptionnel

Le Théoréme 4.11 met en lumiére 'importance de bien connaitre ’ensemble exceptionnel. Dans le cas
polynomial, on sait déja, grace & J.Duval et J.Y.Briend, que ’ensemble exceptionnel est égal & 'orbite
du plus grand sous-ensemble analytique de P™(C). On cherche a généraliser ce résultat aux applications
d’allure polynomiale.

La preuve des résultats qui suivent est assez technique. Il s’agit, pour pouvoir contréler I’ensemble ex-
ceptionnel, de connaitre la répartition des préimages des points, ce qui nous améne a étudier les branches
inverses de f. Plus précisément, étant donnée une petite boule B, on cherche & minorer le nombre de
composantes connexes de f~"(B), tout en majorant leur rayon, afin de pouvoir itérer. Il faut pour cela
passer par la dimension 1 (le lemme de Koebe permet de controler le rayon de I'image d’un disque par une
fonction holomorphe), puis revenir au cas général en prolongeant les branches inverses, définies sur des
disques, a des boules, tout en contrdlant leur rayon. On utilise pour cela un théoréme de prolongement
de Sibony-Wong. On obtient le résultat suivant :
Théoréme 4.12. Supposons que la suite de courants
N
Sy = Z%(f”)*[C NU_,] converge vers un courant S. Alors & C PCy. De plus, si & est le plus
n=1
grand sous-ensemble analytique de V qui soit totalement invariant (f~1(&) C &)) et contenu dans

{aeV:v(S,a) > 1}, alors €=, f"(&0).
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On remarque que méme sous les conditions du théoréme, ’ensemble exceptionnel n’est pas nécessai-
rement analytique : il est égal a l'orbite d’un ensemble analytique.
L’hypothése du théoréme 4.12 n’est pas des plus aisées & manipuler. Le paragraphe suivant permettra
d’exhiber des exemples.

4.5 Degré dynamique. Exemples

Notons w la (1,1)-forme définie par : w = iZ1<j<k dzj Ndz;. Pour 1 <1 < ketn>1, posons :

A n\* wl wk:—l — n wk—l wl.
dim = /U,’”(f (@) A /U(f o) A

On définit alors le degré dynamique d’ordre [ par : d; := lim sup(dl)n)l/ ",
Les degrés dynamiques sont des réels positifs majorés par le degré topologique d;, invariants car conjuguai-
son holomorphe. On n’étudie pas ici ces degrés en détail, mais on introduit un nouveau degré dynamique,

non standard, adapté aux objets spécifiques a la dynamique holomorphe.

Définition 4.5. On note d* la quantité suivante :
d* := sup{limsup dy||[A"(dd0)||;/™ : ¢ p.s.h. sur V}

Une mesure de probabilité v est dite PLB si les fonctions p.s.h. sont intégrables pour v. En particulier,
une telle mesure ne charge pas les ensembles pluripolaires. Le théoréme suivant met en relation le caractére
PLB de p avec une condition sur d*.

Théoréme 4.13. La mesure d’équilibre pi est PLB si et seulement si d* < d;.

Outre le fait qu’elles sont simples, l'intérét de ces notions est que la condition d* < d; implique,
entre autre, I’hypothése du Théoréme 4.12. Les principales conséquences en sont réunies dans le théoréme
suivant :

Théoréme 4.14. Supposons d* < d;. Alors :

1. La mesure pu est mélangeante o vitesse exponentielle : Il existe des constantes 0 < c <1 et A >0
telles que pour toute fonction ¢ de classe C? et toute fonction 1 bornée :

I = \ [ otredn— ([ vy [ @dﬂ)‘ < Al lloligllee™.

2. Il existe un sous-ensemble analytique & de V', totalement invariant par f, tel que : £ =, [™(Eo)-
De plus, £ C PC. -

3. u est l'unique mesure d’entropie maximale logd;.

L’intérét de ce théoréme réside également dans sa grande généralité. En effet, la condition d* < d;
est vérifiée pour les applications polynomiales, et est de plus stable par perturbation de la fonction f. Il
s’applique donc & une grande classe de fonctions.

Théoréme 4.15. Suppsons que la mesure d’équlibre p de f : U — V soit PLB. Alors pour toute
perturbation f. : U. — V. assez proche de f, la mesure d’équilibre pi. de f. est PLB. De fag¢on équivalente,
la condition d* < d; est stable par perturbation.

Proposition 4.16. Soit f : C¥ — C* une application polynomiale propre de degré algébrique d > 2 et
de degré topologique d; > d*~!. Supposons qu’il existe un ouvert de Stein V' C C* tel que U := f~1(V)
soit relativement compact dans V. Alors les degrés dynamiques vérifient : d* < d; (de fagon équivalente,
la mesure d’équilibre est PLB).

4.6 Exemples

Une des grandes difficultés en dynamique holomorphe est qu’on manque d’exemples et de contre-
exemples. Par exemple, on ne sait pas produire d’exemples ed fonctions f dont I’ensemble exceptionnel
n’est pas inclus dans I’ensemble post-critique. On peut par contre produire des exemples pour lesquels
I’ensemble exceptionnel n’est pas analytique.
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L’exemple non trivial le plus simple est celui d'une fonction polynomiale de C? telle que
f(z,w) = (2%, w?), avec d > 2. Posons V := B(0,2), U := B(0,2"/%). Alors il est ais¢ de voir
que K = (U x {0}) x ({0} x U), et que C = {zw = 0}. Si on note leb la mesure de Lebesgue sur le cercle
unité, il apparait aisément que la mesure d’équilibre p est égale & A x A, ou A(A) = leb(A N U). Cette
mesure est bien PLB, et I’ensemble exceptionnel est égal a I’ensemble critique.

On peut assez simplement trouver un exemple pour lequel I’ensemble exceptionnel n’est pas analytique.
Posons ¢(z) = (1 — 22)/2, soit R > 0 tel que o=1(B(0, R) C B(0, R), et posons V = B(0,R) x B(0, R),
U=¢ YB(0,R) x ¢~ (B(0,R), et f(z,w) = (¢(z), p(w)). L’ensemble exceptionnel vaut alors
E=(U,>o{e™(0)} x {0}) x ({0} x U,;>0{¢™(0)}), et comme ¢"(0) converge vers v/2 — 1 sans atteindre
sa limite, £ n’est pas analytique.

On peut a 'opposé construire un exemple pour lequel p n’est pas PLB, mais tel que I’ensemble
exceptionnel soit inclus dans I'ensemble poscritique. 11 suffit de poser V = B(0, R) x B(0,2),
U= ¢ Y(B(0,R)) x B(0,1) et f(z,w) = (¢(2),2w). La mesure d’équilibre vaut alors u = p, X &g, ot
tty est la mesure d’équilibre de ¢. La mesure d’équilibre n’est pas PLB, mais on peut montrer que £ est
inclus dans PCw.
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