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1 Introduction et motivation

Nous nous intéressons a un probleme d’étude de cartes aléatoires. Si on prend deux arbres binaires
avec le méme nombre de feuilles, on peut “coller” les feuilles (identifier les sommets), pour obtenir une
carte. Si les arbres que 'on considere sont choisis uniformément au hasard parmi les arbres binaires
(disons a n feuilles), on obtient un modele de carte aléatoire. La question informelle qu’on se pose est
alors : a quoi ressemble la carte limite ?

Ces limites continues d’objets aléatoires discrets sont beaucoup étudiées en théorie des probabilités.
L’exemple le plus connu est bien sir la convergence des marches aléatoires discretes vers le mouvement
brownien (c’est le théoréme de Donsker). L’intérét de ce genre de recherche est double. D une part, les
objets limites ont souvent des propriétés fort intéressantes en soi. D’autre part, I’étude des structures
limites continues permet de déduire des propriétés intéressantes sur les objets discrets.

1.1 Cartes : définition

Il existe plusieurs facons équivalentes d’introduire les cartes, mais nous nous tiendrons ici a celle
qui nous parait la plus visuelle, c’est-a-dire comme graphes plongés sur une surface. Pour en savoir plus
sur les différentes définitions, nous renvoyons le lecteur a 'ouvrage de Mohar et Thomassen [20](pour
une approche combinatoire), ou encore au premier chapitre du livre de Lando et Zvonkin [14] (pour
une approche plus algébrique). Puisque le modele que nous allons étudier est une carte planaire, nous
nous placerons uniquement dans ce cadre. Pour plus de détails dans le cadre général, consulter [19].

Définition 1.1. Un graphe (fini) G = (V, E) est dit plongé dans la sphére S? si
~ V est un ensemble de points de S?,
— E est un ensemble de courbes et de lacets simples non-orientés sur S?, dont les extrémités sont
le(s) sommet(s) incident(s),
— Uintérieur d’une aréte a une intersection vide avec les autres arétes et sommets de G.

Les ensembles V' et E sont appelés ensembles de sommets et d’arétes du graphe plongé. Le support
supp(G) du graphe plongé est la réunion de ses arétes et de ses sommets. Les composantes connexes
du complémentaire de supp(G) sont appelées faces. On dit qu’une face et une aréte sont incidentes si
I’aréte est dans ’adhérence de la face. Le degré d’une face est le nombre d’arétes incidentes a cette
face.

Définition 1.2. Une carte (planaire) est un graphe plongé dans S?, considéré a homéomorphisme
direct pres, tel que ses faces soient homéomorphes a des disques ouverts.

Remarquons que la condition demandant que les faces soient homéomorphes a des disques ouverts
est équivalente, dans le cas des cartes planaires, a ce que le graphe que ’on plonge soit connexe.

La propriété suivante, connue sous le nom de formule d’Euler, est un résultat classique de théorie
des graphes (voir par exemple [2]).

Proposition 1.1. Soit m une carte, notons V, E, F' ’ensemble de ses sommets, arétes et de ses
faces. Alors
VI+I|F|—|E] =2.

La preuve de ce résultat n’est pas compliquée. On montre d’abord que la formule est vraie pour
les arbres (i.e. les cartes a une face), puis qu’effacer une aréte ne change pas le terme de gauche de
I’égalité.



1.2 Présentation du modele

Dans cette partie, nous présentons le modele que nous allons étudier. Pour I'instant ce que nous
faisons reste assez informel, mais tout sera formalisé clairement dans la section suivante. Prenons deux
arbres binaires (¢1,t2) avec le méme nombre de feuilles (disons n). Ces arbres peuvent étre plongés
dans le plan (et donc dans la sphere). Nous le faisons de maniere & ce que les feuilles soient les unes
en face des autres, comme dans la figure ci-dessus.

<< 2>

On colle alors entre elles les feuilles qui sont en face, autrement dit on identifie les sommets. Ceci
nous donne une carte, qu’'on note m(t1, t2). Maintenant, si pour ¢; et t2 on a pris deux arbres binaires
choisis uniformément au hasard et de maniere indépendante parmi les arbres binaires a n feuilles, on
obtient bien une carte aléatoire : c’est cette carte qu’on va étudier. La figure ci-dessous montre ce
procédé de collage.

m(t;, 6)

1.3 Un court historique de I’étude des cartes

Les cartes, comme les graphes ou les arbres, sont des objets tres importants en combinatoire. Les
premiers problémes d’énumération de cartes ont été résolus par Tutte [23] dans les années 60. Ensuite,
des physiciens théoriciens, en commencant par t'Hooft [I3], puis Brézin, Parisi, Itzykson et Zuber [7]
ont remarqué un lien avec le calcul d’intégrales matricielles. Citons également a ce sujet un excellent
article introducteur de Zvonkin [24] qui présente en détail un exemple de probleme liant ces deux
domaines.

Cependant, I’énumération de cartes a réellement pris son envol a partir des années 80, avec la
découverte de bijections entre les familles de cartes et d’autres familles d’objets combinatoires plus



simples, comme les arbres. Cette méthode fut d’abord développée par Cori et Vauquelin [9] puis par
Arques [3], avant de trouver toute sa puissance dans la these de Schaeffer [22].

Plus récemment, la théorie physique de la gravité quantique 2-dimensionnelle a motivé 1’étude de
la structure géométrique des cartes aléatoires. En fait, c’est ’étude combinatoire mentionnée ci-dessus
qui a permis de mieux comprendre la structure limite de ces familles de cartes. Nous allons donner
deux exemples de telles utilisations.

Le premier concerne les quadrangulations, c’est-a-dire les cartes dont toutes les faces ont degré
quatre. Notons Q,, I’ensemble des quadrangulations enracinéeslﬂ a n faces, et T, 'ensemble des arbres
étiquetésﬂ a n arétes. Schaeffer construit une bijection de 7, x {—1,1} dans Q, qui de plus relie
les distances dans une quadrangulation aux étiquettes de l’arbres correspondant (consulter [I5] par
exemple pour plus de détails). Cette bijection permet & Le Gall [15] d’obtenir des résultats du type
suivant.

Théoréme 1.2. Soit g, une variable uniforme dans Q,, muni de la distance de graphe dg,, et condi-
tionnellement a qp, soit v,v" deuz variables i.i.d., uniformes sur l’ensemble des sommets de q,. Soit
aussi (e, Z) un serpent bmwm’enlﬂ. Alors

1
(89> dg, (v,0") — sup Z, quand n — oo,
n

ot la convergence a lieu en distribution pour la topologie de Gromov-Hausdorff.

Notons qu’ici le facteur d’échelle est ni. En fait, beaucoup de travail a été fait sur les quadran-
gulations, puisque celles-ci sont en un certain sens typiques des cartes quelconques. En effet, il existe
une bijection naturelle entre I’ensemble des quadrangulations enracinées a n faces et ’ensemble des
cartes enracinées a n arétes (voir [15]). Citons en particulier les travaux de Le Gall et Paulin [16], ou
de Miermont [I8] qui ont montré qu’une limite en loi le long d’une sous-suite des quadrangulations
uniformes (correctement renormalisées) est toujours homéomorphe & S2. Ainsi, ils ont justifié (en par-
tie du moins) la conjecture émise par les physiciens selon laquelle sommer sur un grand nombre de
quadrangulations (des cartes dont toutes les faces sont de degré 4) revient a intégrer sur une certaine
surface.

Une quadrangulation a 5 faces

1. Une carte enracinée est juste la donnée d’une carte et d’une aréte orientée distinguée.

2. Un arbre étiqueté est la donnée d’un arbre ¢ et d’une fonction [ : t — Z telle que [(f) = 0 et si v est un enfant de
v’ dans ¢, alors [I(v) —I(v")] < 1.

3. Voir [I5] pour une définition du serpent brownien.



Le second exemple est di & Albenque et Marckert [I], et concerne les triangulations itératives. Une
triangulation est une carte ou toutes les faces sont de degré trois. Si on prend une face ABC dans une
triangulation donnée, ’ajout d’un point O dans cette face et des arétes AO, BO et CO nous donne
une nouvelle triangulation avec deux faces de plus. Une triangulation itérative est une triangulation
obtenue par itération de ce procédé en partant d’un seul triangle enraciné. Notons Ao, ’ensemble des
triangulations itératives a 2n faces. Albenque et Marckert ont prouvé le résultat suivant.

Théoreme 1.3. Soit M,, uniforme sur As,, m, l’ensemble de ses sommets et d,, la distance de
graphe associée. Soit e une excursion brownienne normalisée. Alors

11/2)?

Mpy, — | — | dm,, | — [T2e,d2e],  quand n — oo,
2 \3n

ot la convergence a lieu en distribution pour la topologie de Gromov-Hausdorff. Ici, (Tz,ds.) désigne

Uarbre (continu) codé par deuz fois l’excursion brownienne (voir [15] pour plus de détails sur la

définition,).

Ici encore, le point-clé est un résultat de combinatoire. En effet, Albenque et Marckert établissent
une bijection entre l'ensemble Ag, et 'ensemble des arbres ternaires (chaque individu a zéro ou trois
enfants) & 3n — 2 sommets, qui relie la distance sur la triangulation & une certaine fonction de I’arbre
correspondant.

Il existe bien stir de nombreux autres modeles de cartes aléatoires qui ont été étudiés, et pour avoir
un bon apergu de ces travaux nous renvoyons le lecteur a Uarticle d’Albenque et Marckert [1]. En ce
qui concerne notre probléme, un certain travail a déja été accompli dans [6] et [11]. Notons tout de
méme que les auteurs de ces articles introduisent une structure supplémentaire entre leurs arbres, et
donc perdent I'indépendance. Notre modele parait plus simple, et peut-étre aussi plus naturel. Citons
également comme source de motivation les travaux de Bernardi [4] sur les cartes boisées. Ce sont des
cartes avec un arbre couvrant distingué, qui peuvent étre décrites par des paires d’arbres.

2 Arbres discrets

Afin de mieux comprendre notre modele de deux arbres collés, essayons d’abord d’étudier précisément
les arbres qui constituent notre collage.

2.1 Définition et terminologie

11 existe plusieurs définitions (équivalentes) possibles des arbres. Nous prendrons ici celle de Neveu
[21], reprise dans le papier de Le Gall et Duquesne [10]. Notons

U= Jm)r
neN

'ensemble des mots sur N* avec la convention (N*)° = {(}.

Siu = (ug,..,up) €U est un mot, on notera h(u) := n la hauteur de u, et si u = (uy, ..., up),
v = (V1, ..., V) € U sont deux mots, on écrit u * v := (uq, ..., Up, V1, ..., V) pour leur concaténation.
Par convention u* ) = () x u = wu.



Définition 2.1. Un arbre discret, ordonné, enraciné est un sous-ensemble finit C U, qui vérifie :
1. ) et.
2. Siuxj €t pour un certainu € U et j € N, alors u € t.
3. Pour tout u € t, il existe ky(t) € N tel que ux*j € t si et seulement si 1 < j < ky(t).

Remarquons que la condition 2 nous dit que si un individu v est dans l’arbre, alors son parent
aussi. Remarquons aussi que l'entier k,(¢) correspond au nombre d’enfants de I'individu v dans I’arbre
t.

Notation et terminologie :

Nous noterons T ’ensemble des arbres discrets, ordonnés, enracinés. A partir de maintenant, nous les
appellerons simplement arbres.

Sit € T, nous noterons |t| son cardinal. Ses éléments seront appelés sommets ou noeuds. Si u € t est
tel que ky(t) = 0 (u n’a pas d’enfant), nous dirons que u est une feuille de t. Sinon, ¢’est un noeud
interne. Le sommet () est appelé la racine de 'arbre. Si u = v * w pour un certain u,v € t et w € U,
on dit que v est un ancétre de u. Si u,v € t, on notera u A v pour leur plus grand ancétre commun,
c’est-a-dire

uAv=max{w € t; w est un ancétre de u et de v},

ol le max est pris par rapport a 'ordre lexicographique sur U.
Enfin, sit € T et u € ¢, on définit

0u(t) :={v elU;ux*v € t}.

Il est facile de voir que c¢’est un arbre, on I'interpréte comme le sous-arbre de t ayant u comme racine.

2.2 Les arbres vus comme cartes

Notons que les arbres tels que nous les avons définis ci-dessus peuvent étre naturellement munis
d’une structure de graphe. Pour cela, il suffit de relier deux sommets u et v de ’arbre par une aréte
si et seulement si I'un est le parent de 'autre. En fait, la définition précédente nous donne une
structure supplémentaire sur nos arbres, donnée par la notion d’ordre. Ainsi, ces arbres peuvent étre
vus naturellement comme des cartes, comme on le voit sur la figure suivante.

(111) (112)

(12) (13)
(1)

)




2.3 Codage des arbres : le parcours en profondeur

Il existe plusieurs manieres de parcourir un arbre. Nous présentons ici I'une d’entre elles, a savoir le
parcours en profondeur. Notre référence principale est [I7], dont nous conservons les notations. Dans
ce paragraphe, t est un arbre avec n sommets.

Définition 2.2. Le parcours en profondeur de ’arbre est la fonction
fn :{0,....,2n — 2} — {sommets de t}

définie comme suit :
fn(0) = 0. Etant donné f,(i) = u on prend si possible pour fn(i + 1) le plus petit enfant de u qui n’a
pas encore été visité par le parcours en profondeur. Sinon, on prend pour f,(i + 1) le parent de w.

On définit alors pour i € {0,...,n— 1} le sommet v; comme étant le i-ieme sommet de Parbre visité
par le parcours en profondeur. Celui-ci nous donne ainsi un ordre sur notre arbre.

Définition 2.3. La fonction de contour de l’arbre est la fonction V,, définie par :
Vo(i) = h(fn(?)), pour tout i € {0,...,2n — 2}.

Notons qu’en termes de théorie des graphes, la hauteur d’'un noeud correspond & sa distance a la
racine. C’est la meilleure maniere de voir la fonction de contour : c¢’est une marche qui part du niveau
zéro a la racine, et qui explore l'arbre selon son parcours en profondeur en faisant des sauts de +1
quand on monte, et —1 quand on descend. Sur la figure ci-dessous on voit un arbre et sa fonction de
contour associée.

3 V4

2.4 Arbres de Galton-Watson

Pour l'instant, tout ce que nous avons fait est purement déterministe. Dans ce paragraphe, nous
parlons pour la premiere fois d’arbres aléatoires, en introduisant la notion d’arbres de Galton-Watson.
Dans la suite, on se donne (2, F, P) un espace de probabilités, et £ = (£(k), k € N) une loi de probabilité
sur N. On suppose que mg := >, k§(k) < 1 et que {(1) < 1.

Définition 2.4. Un arbre de Galton- Watson de loi de reproduction & est une variable aléatoire
7:Q =T telle que :



1. La variable kg(7) suit la loi &, i.e. P(ky(T) = k) = £(k), pour tout k € N.

2. Pour tout k tel que £(k) > 0, sous la loi conditionelle P(. |kg(T) = k), les arbres 01(7), ..., 0k (T)
sont i.1.d. et suivent la loi de T sous IP.

La proposition suivante est facile a vérifier.
Proposition 2.1. Pour toute loi & vérifiant les conditions ci-dessus, il existe un GW(E) arbre T, qui
est fini p.s. De plus, la loi de T est entierement déterminée par la loi de reproduction &.
2.5 Arbres binaires uniformes

Dans ce paragraphe, on introduit les arbres particuliers qui constituent les éléments de notre
collage, et on donne quelques résultats les concernant.

Définition 2.5. Un arbre binaire est un arbre b € T tel que
Yu € b, ky(t) € {0,2}.

Un arbre binaire est donc un arbre dont tous les noeuds internes ont exactement 2 enfants. On
note B,, I’ensemble des arbres binaires a n feuilles.

Proposition 2.2. Sib € B, alors b a au total 2n — 1 noeuds, et donc 2n — 2 arétes. De plus, le

. ) . 1 2n —1
cardinal de By, est égal au (n — 1)-iéme nombre de Catalan Cy_1 := on — 1 < nn >
n—

Le premier résultat se démontre par récurrence (voir par exemple [2]). La preuve habituelle pour
le second utilise les séries génératrices (voir [12]). Un arbre binaire uniforme (ABU) est une variable
b,, choisissant uniformément au hasard un élément de B,,. Il existe en fait un lien entre les ABU et les
arbres de Galton-Watson.

Théoréme 2.3. Soit & la loi binomiale (8o + 62), et 7 un GW(E) arbre. Il est clair que T est p.s.
binaire. Alors, sous la probabilité conditionnelle P(.| |7| = 2n — 1), Uarbre T a la loi d’un ABU dans

B,.

La preuve de ce résultat n’est en fait pas tres difficile. On se fixe un arbre b € B, et on montre
que la probabilité conditionnelle P(7 = b ’ |7| = 2n — 1) dépend seulement de n et non de l’arbre b.

Ainsi, on voit qu’il y a deux manieres de voir un ABU. D’une part, on peut le voir comme un
élément choisi uniforméement au hasard dans un ensemble fini B,,, ce qui est un point de vue plutot
combinatoire. D’autre part, on peut le voir comme un arbre de Galton Watson conditionné, ce qui
est un point de vue plutét probabiliste. Cette dualité combinatoire-probabilité nous sera utile par la
suite.

3 Le collage de deux arbres

Revenons a notre probleme initial, a savoir I’étude de la carte aéatoire obtenue par collage de deux

ABU. Dans cette section, on se donne (7,1, 72) un couple i.i.d. ’ABU dans B,,. On note m,, la carte



n—1

obtenue par collage comme dans la section 1, C,, = {07(11), ey 71} Pensemble des cellules de la carte,

numérotées comme de gauche & droite comme les feuilles de 7, (voir figure ci-dessous).

(5

3.1 Le but

A long terme, on aimerait établir des résultats sur la limite d’échelle de notre suite de cartes (my,).
En effet, si on équipe une carte de sa distance de graphe usuelle, elle devient un espace métrique
compact. Or, on a une notion de convergence pour les espaces métriques compacts qui est donnée par
la distance de Gromov-Hausdorff.

Définition 3.1. Soit deux espaces métriques compacts non vides (E1,dy), (E2,d2). La distance de
Gromov-Hausdorff entre ces espaces, notée dgy(E1, Es), est Uinfimum des € > 0 tel qu’il existe :

— un espace métrique compact (E,d),

— deux injections isométriques ji : By — E, jo : Fo — E satisfaisant dg(j1(E1), j2(F2)) < €,
ou dp désigne la distance de Hausdorff usuelle dans E.

Pour plus de détails sur la topologie de Gromov-Hausdorff, nous renvoyons le lecteur & ’excellent
ouvrage de Burago, Burago et Ivanov [8]. Pour notre étude nous n’aurons pas besoin de plus de détails.

A partir de maintenant, nous noterons dg, la distance de graphe usuelle sur m,, et d,, := n_%dgr
la distance renormalisée telle que chaque aréte a longueur n~2.0na pour objectif de montrer qu’une
limite en loi pour la topologie de Gromov-Hausdorff, le long d’une sous-suite, de la suite d’espaces
métriques ((mp,dy),n € N) est homéomorphe & la sphere S?. Pour cela, on utilisera I'approche de
Miermont dans [I8] qui utilise un outil de convergence renforcée, qu’on appelle 1-réguliére.

Définition 3.2. Soit ((En,dy),n € N) une suite d’espaces métriques compacts convergeant vers E
pour la distance de Gromov-Hausdorff. On dit que la convergence est 1-réguliére si, pour tout € > 0,
il existe des constantes 6 > 0 et N € N telles que pour tout n > N, les cycles de E,, de diamétre < §
sont homotopes a zéro dans leur e-voisinage.

L’intérét de cette notion est donné dans le théoréme suivant.

10



Théoréme 3.1. Soit ((E,,d,),n € N) une suite d’espaces métriques compacts, tous homéomorphes
a la sphére S®. On suppose que la suite converge 1-régqulicrement vers un espace E non réduit a un
point. Alors E est lui aussi homéomorphe & la sphére S2.

C’est un résultat assez technique, la preuve en est faite dans [5].

3.2 Etude des cycles de m,

Il est ainsi essentiel d’étudier les cycles de notre carte m,,. Notons qu’au vu de la construction de
notre carte, dans tout cycle apparait un certain nombre de composantes du premier arbre, et le méme
nombre de composantes du second. Appelons un cycle avec une seule composante de chaque arbre un
cycle simple, et les autres cycles complexes.

Un cycle simple Un cycle de complexite 2

Notons que les cellules sont des exemples de cycles simples. Il est donc intéressant d’étudier I’asymp-
totique des cellules. Heuristiquement, il y a ~ n cellules, et la somme de leurs degrés est ~ 8n, puisque
la carte a 4n — 4 arétes et que la plupart des arétes (celles qui ne sont pas au bord de la carte) sont
adjacentes a deux cellules. Ainsi, le degré asymptotique d’une cellule devrait avoir une moyenne de 8.
Ceci est précisé dans le théoreme suivant.

Théoreme 3.2. Soit, conditionnellement a m,,, une variable ¢, uniforme sur C, et soit d,, son degré.
Alors on a la convergence en loi suivante

on — G1+Go+ G3+ Gy, quand n — oo,
ou les (Gi)i:17_,_74 sont i.i.d. et suivent la loi géométrique de parameétre %

La preuve de ce résultat n’est pas évidente. En fait, pour le prouver nous avons d’abord établi
une bijection (naturelle) entre les cellules de m,, et les noeuds internes de I'un des deux arbres. Ainsi,
choisir au hasard une cellule revient au méme que choisir au hasard un noeud interne sur I'un des
deux arbres. La bijection est illustrée dans la figure suivante.

11



O(F)

Ensuite, par des arguments combinatoires, nous avons montré le résultat suivant.

Théoréme 3.3. Soit Uy, resp. Us la trace de la bijection sur U'arbre 7.5, resp. 72. On a la convergence
en loi suivante
(9U1 (7’71), HUZ(Tg)) — (11, 72), quand n — oo,

ot T1,Te sont deux arbres de Galton-Watson indépendants, de loi de reproduction £ = %(50 + d2),
conditionnés a étre de taille au moins 2.

Le théoreme 3.2 est une conséquence relativement simple de ce résultat.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux cycles simples généraux, le but étant toujours de prouver
une convergence 1-réguliere pour la suite (m,,). Nous avons prouvé le résultat suivant.

Proposition 3.4. P.s. pour tout € > 0, on peut tmuverldes constantes 6 > 0 et N € N telles que,
pour tout n > N les cycles simples de m,, de taille < on2 séparent la carte en deux domaines, dont
lun contient moins de en sommets de m,,.

L’intuition de ce résultat est que les petits cycles simples ne peuvent avoir une masse macroscopique
importante & la fois a l'intérieur et a l'extérieur du cycle. Ceci correspond en fait au lemme 1 de
Particle de Miermont [18], qui est le point-clé dans sa preuve. La démonstration est assez technique.
Nous avons raisonné par ’absurde en utilisant la convergence des fonctions de contours renormalisées
vers I’excursion brownienne (voir [I7]).

3.3 Les étapes restantes

Dans ce paragraphe, nous discutons des étapes qui restent a accomplir pour prouver ’objectif
annoncé en début de partie. En fait, la tension de la famille ((mn,dn))n devrait étre relativement
aisée a obtenir, ce qui donnerait bien une sous-suite convergeant en loi.

12



Il faut d’abord étendre le résultat de la proposition [3.4]aux cycles quelconques. En ajustant quelque
peu la preuve nous devrions pouvoir ’étendre a des cycles de “petite” complexité (disons de complexité
plus petite qu’'un entier k fixé). Néanmoins, il parait plus difficile de ’étendre a des cycles qui peuvent
avoir une complexité aussi grande que 'on veut (de l'ordre de logn par exemple). Pour ce faire, une
étude combinatoire plus fine de notre carte pourrait étre nécessaire.

Ensuite, pour appliquer le théoreme [3.1] nos espaces de départ doivent étre homéomorphes a la
sphere S?, ce qui n’est pas le cas. Cependant, en suivant 'approche de Miermont [I8] il devrait étre
possible de les rendre suffisamment “proches” d’espaces homéomorphes & S2.

Enfin, le théoreme [3.1] nécessite une hypothese supplémentaire, a savoir que la limite ne doit pas
étre réduite a un point, ce qui revient & montrer que nous regardons bien les phénomenes a la bonne
échelle.

Il serait également agréable de pouvoir nous débarasser de I’hypothese le long d’une sous-suite,
pour obtenir une convergence (en loi) du type

(mp,dy) — (M,6) quand n — oo,

pour la topologie de Gromov-Hausdorff. Ici, (M,d) est un espace métrique aléatoire, et il faudrait
pouvoir caractériser entierement sa loi.
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