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INTRODUCTION

Considérons une famille de courbes fermées F'(u, t) plongées dans R?,
ot (u,t) € S* x [0,T) avec T > 0. On suppose ces courbes orientées
dans le sens direct. On note s I'abscisse curviligne, c’est-a-dire ds =
vdu ot v = |0F /0u| a t fix¢, T = OF/0s le vecteur tangent et N la
normale pointant vers l'intérieur. Le réel k tel que kN = §?F/0s* est
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appelé la courbure. La famille F'(u,t) est appelée solution du flot de
raccourcissement des courbes si elle vérifie :
P —
(1) 5L kN
F(u,0) = Fy(u)

ol Fj est une courbe plongée lisse. Ce flot peut étre interprété comme le
gradient de la fonctionnelle longueur. En effet, soit C' ’espace vectoriel
des courbes lisses fermées et Cy C C l'ensemble des courbes lisses
fermées et plongées. Notons L : C — R la fonctionnelle qui a une
courbe associe sa longueur. Soit F' et h des élément respectivement de
Cy et C. On considére C' comme 1'espace tangent TrCy en F' et on le
munit du produit scalaire suivant :

2m
\V/hl,hz S C, <h1,h2>F :/ <h1,h2>vdu = /<h1,h2>d8.
0 F

Alors pour tout h € C':

L(F +th) = 2W<t%(F+¢@,£ﬂF+¢h»)2du
_L(F)+ t/o ’ %(%F, %h)du + o).

Or, grace a une intégration par parties :

1,.d . d od o d
R Y yau= | (L Ly
/0 v<du ’du>u /0 <ds ’du>u
2m d d
N Y
/0 <duds A

2 d2

= (—kN, h)p.

Pour la norme L? sur l'espace tangent, la fonctionnelle L est donc
Gateaux-différentiable et si 'on note VgL le vecteur gradient de L en
F', ’équation 1 devient :

0
ZF=_ViL
ot Vi

Cette équation peut étre vue comme une sorte d’équation de la chaleur
géométrique : nous verrons d’ailleurs que c’est un probléme parabolique
et qu’'une unique solution existe en temps court. D'un autre coté, ce
probléme est assez différent de 1’équation de la chaleur classique car si
I’on réécrit I’équation d’évolution ainsi :
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oF 10 ,10F

ot U8u<v 8u)’
on constate que 'opérateur de droite dépend de la courbe et n’est pas
linéaire.

Les motivations pour I’étude du flot de raccourcissement sont d’abord
venues de problémes de la Physique faisant intervenir des énergies de
surface. Puis un nouvel interét est apparu en vue d’applications géo-
métriques, en analogie avec le flot de Ricci : tout comme le flot de
Ricci permet d’obtenir certaines métriques a la limite, on espére, en
laissant agir le flot de raccourcissement, récupérer des objets tels que
des géodésiques ou des surfaces minimales en dimension supérieure.

En 1986, Gage et Hamilton montrent qu’étant donnée une courbe
planaire lisse plongée fermée et convexe, il existe une unique solution au
flot de raccourcissement et elle converge vers un point en temps fini, de
sorte que la forme des courbes devient asymptotiquement circulaire de
manieére C*°. Grayson généralise ce résultat un an plus tard au cas des
courbes initiales non nécessairement convexes. Enfin en 1998, Huisken
propose une nouvelle preuve du théoréme de Grayson qui se base sur
une classification des singularités pouvant apparaitre au cours du flot.
Il est & noter que le théoréme de Gage et Hamilton admet une version
en dimension supérieure, qui concerne le flot de la courbure moyenne (il
a été prouvé par Huisken), mais que le théoréme de Grayson n’est pas
généralisable en dimension supérieure (considérer par exemple dans R3
un sablier avec un cou fin et long : le flot s’arrétera avant que cette
surface ne devienne un point).

Dans la premiére partie seront présentés des inégalités géométriques
et des résultats généraux concernant le flot de raccourcissement. La
partie suivante est consacrée a des résultats dus a Gage : ils consti-
tuent une premiére étape vers le théoreme de Gage et Hamilton, dont
la preuve fera ’objet de la troisiéme partie. Dans un dernier temps, nous
étudierons 'approche de Huisken concernant le théoréme de Grayson,
sans toutefois pouvoir donner toutes les preuves.

Remerciements :
Nous tenons & remercier Olivier BIQUARD pour sa disponibilité, ses
conseils importants et ses nombreuses explications.
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1. RESULTATS PRELIMINAIRES

1.1. Inégalités isopérimétriques. Dans ce paragraphe seront pré-
sentées des inégalités que l'on utilisera dans les parties 2 et 3. Soit ~
une courbe du plan simple fermée C!, on note L et A sa longueur et
I’aire du domaine borné qu’elle délimite. r;,; désigne le rayon inscrit,
c’est-a-dire la borne supérieure des réels r tels qu’il existe un disque de
rayon r inclus dans la partie bornée délimitée par la courbe et r.,; est
défini de facon analogue avec un disque incluant 1’aire délimitée par la
courbe.
Voici I'inégalité isopérimétrique classique :

Proposition 1.1.
L? > 47 A.

Les estimations suivantes sont du type "inégalités de Bonnesen", qui
sont de la forme :
L? —47A > B

ou B est une fonction positive qui s’exprime en fonction de quantités
géométriques et qui s’annule si et seulement si la courbe est un cercle.

Proposition 1.2 (Inégalités de Bonnesen [13]).
(1) Sir vérifie ripg <1 < Tegy alors L — A —7r? > 0.
(2) L? — 47 A > 7% (Peut — Tint)*
(3) L* — 41 A > (L — 27rim)*.

1.2. Propriétés simples du flot. Rappelons a présent les notions
fondamentales étudiées par la suite. Soit F'(u, t) une famille de courbes
fermées plongées dans le plan, orientées positivement ; s est ’abscisse
curviligne, T'(s) et N(s) représentent respectivement le vecteur tangent
unitaire et le vecteur normal a la courbe en s pointant vers 'intérieur
de la courbe. L et A désignent respectivement la longueur de la courbe
et aire renfermée par celle-ci. On note k la courbure (k(s)N(s) = %275).
Etant donnée une courbe, r;,; désigne le rayon inscrit et r.,; le rayon
circonscrit. Enfin définissons la fonction support d’une courbe simple
fermée 7 : S' — R? par p(s) = (y(s), =N (s)).
On rappelle les formules utiles suivantes :
o _1o or_ o
ds wvou ou

ON
— = —vkT (équations de Frénet),
u
00 .
k= — ou 0 est 'angle entre I'axe des z et le vecteur tangent 7.

0s
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Dans toute cette partie, on supposera qu’il existe une solution de 1 a
court terme, c’est-a-dire qu’il existe un tg > 0 et une famille de courbes
F(u,t) tels que 1 est vérifiee pour tout t € [0,%y) (et ou F' est C* en
les deux variables). Les lemmes suivants vont étre utilisés par la suite :

Lemme 1.3. La dérivée partielle de v par rapport a t est donnée par

v

— = —k%.

ot
Démonstration. En utilisant les équations de Frénet et le fait que les
variables u et t sont indépendantes, on obtient :

o , 0 0F OF _OF 9°F_  _OF 0°F
5 = 5% 30! = X0 siaw’) = X puat!
B 0 B ok o oo9y2
= 2(0T, 5 (kN)) = 2T, 5= N — ok°T) = ~20°K’.

Lemme 1.4.
(1) Une formule permettant d’échanger des dérivations :
0 0 0 0 0
_—— = — =+ k=
9ids 0501 " 0s
(2) Deux égalités liant la tangente et la normale :

or ok ON Ok
E:£N etaz—%T.
(3) Une formule reliant 6 et la courbure k :
o _ ok
ot Os
Démonstration.
(1) On écrit :
00 _ 010 .10 100 0 00
otds Otvou vou vouot Js  0sOt
(2) Pour la premiére équation on calcule :
or _ 0*F _ 0?F +k28_F
ot 0tds  0sot Os

= %(k;N) + kT = %N — k*T + k*T.
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La seconde équation découle de

0 ok ON

car ON /Ot est orthogonal a N.
(3) On écrit T' = (cosf, sin @) et on utilise (2).

O
Lemme 1.5. L’évolution de la longueur L de la courbe est donnée par
oL
— = — [ k%s.
ot / i
Démonstration. En effet
oL 2m o 2w L
— = —vdu = —/ k*vdu = —/ k%ds,

ce qui conclut la preuve. Cette égalité est également conséquence de
I'interprétation de I’équation comme le flot du gradient de la longueur.

U

Lemme 1.6. L’aire A délimitée par un courbe simple fermée v est
égale a %fOL p(s)ds.

Démonstration. La formule de Green-Riemann donne :

1 [*™ Oy Ox 1 [ 1 [F
2/0 (w5 = y5, ) 2/0 (7, vN)du 2/0 p(s)ds
U

Lemme 1.7. Supposons que les courbes F(.,t) restent simples pour
tout t € [0,ty). Alors l’évolution de Uaire A délimitée par les courbes
est donnée par OA/Ot = —2m.

Démonstration. Dans la preuve du lemme précédent, on a calculé :

2
A= %/ (F,vN)du donc
0
0A -1 [*" OF v ON
5—7 ; <E,UN>+<F,EN>+<F,UE>CZU
—-1 [* ok
= — — (F,vk*N F,——T
2 | vk — (F,vk*N) + (F, 5 Ydu
-1 2 F
= — vk — (F,vk*N) + (a—,k:T> + (F,vk*N)du
2 Jo ou

2
= —/ vkdu = =27
0
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car la courbe est simple. O

Lemme 1.8. La courbure vérifie I’équation suivante :
ok 0%k
ot 0s?

Démonstration. Utilisons la formule 00/0s = k puis les points (1) et

(3) du lemme 1.4 :

ok 9% ,00 0%
o s Mg T am T

+ k3.

1.3. Conséquences d’une borne sur la courbure.
1.3.1. Les dérivées supérieures restent bornées.

Proposition 1.9. Soit F' : S* x [0,T) — R? une famille de courbes
solution de ’équation du flot de raccourcissement 1. Si |k(u,t)] < C
sur [0,T) alors pour tout m > 0 il ezxiste C(m) < oo tel que

|§S—mk| < C(m) sur[0,7T)
et C(m) ne dépend que de m, C et la courbe initiale F(.,0).

Démonstration. Montrons d’abord par récurrence que pour tout m > 0,
on a:
0

ot
ot k™ désigne la m-iéme dérivée en s de k et P,, est un polynéme &
m + 1 variables de degré 1 en k(™. Pour m = 0, l'égalité découle du
lemme 1.8. Supposons le résultat vrai pour m > 0. Alors on peut écrire
en utilisant le lemme 1.4 (1) :

9, 0
Z(Rlmt)y — (
8t(k ) (875

= fm+3) 4 ang(k, Ko k)Y 4 g2 gt
S

(k™) = kD L Pk K k™)

(k(m-i-l)))/ + kQ.k(m+1)

d’ott la conclusion. De cette formule on en déduit que pour tout m > 0,
0 0
—Z (kmN2 = 9p(m) = p.(m)
875( ) ot
= 2k Em+D) o) p (kK ... k™)
= ((K"™)2)" = 2(k™ D) + Qb K, ..., KT™)

olt @, est un polynéme a m + 1 variables de degré 2 en k™. La
proposition se prouve alors par récurrence : pour m = 0, on prend
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C'(0) = C. Supposons que les m premiéres dérivées en s de k sont
bornées. Il existe une constante B dépendant de m, C' et F(.,0) telle
que
0
ot
Si 'on combine cette inégalité avec équation d’évolution de (k(™)2,
on obtient :

% ((k(m+l)>2 +B(k(m))2) S ((k(m+1))2 +B(kf(m))2)// _ B(k(m+1)>2 +Bl

(K FD)2 < (R 4 B(L+ (K0,

< (W) B2+ B

ou B; dépend de B et les C(l), 0 < I < m. Par un principe du maxi-
mum, cette inégalité implique que (K™*1)2 + B(k(™)? reste borné par
une constante ne dépendant que de m, C' et la courbe initiale F(.,0),
donc par hypothése de récurrence (k(™+9)? aussi.

U

1.3.2. Les courbes du flot restent plongées.

Théoréme 1.10. Soit F : S!' x [0,T) — R? une famille de courbes
solution de l’équation du flot de raccourcissement 1. Si |k(u,t)] < C
et si la courbe initiale F(.,0) : S — R? est plongée alors les courbes
F(.,t): S — R? restent plongées pour tout t € [0,T).

Démonstration. Comme la courbure est bornée, le lemme 1.3 montre
que pour tout ¢, F'(.,t) est une immersion; il suffit donc de montrer
I'injectivité de F(.,t) pour tout t. Notons

s(uy, ug, t) = |/ v(u, t)dul

la distance entre F'(uq,t) et F'(ug,t) en suivant la courbe dans le sens
direct,
T
E = {(uy,ug,t)|s(uy, us, t) < 6}’
D= (S"x S'x [0,T)\F

le complémentaire de E et f:S!' x S! x [0,7) — R la fonction définie
par f(ui,us,t) = |F(uy,t)— F(us,t)>. On va raisonner en deux temps :
on montrera d’abord que sur E, f(uq,us,t) = 0 seulement si u; = ug
par un argument de comparaison avec des arcs de cercle. Ensuite un
principe du maximum permettra de prouver que le minimum de f sur
D est strictement positif.
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Flu2; f) B A Flu1; 9

FIGURE 1

Soit (u1,us,t) € E. Soit « 'arc de courbe reliant F'(uy,t) & F(ug,t)
dans le sens direct. Soit 5 un arc de cercle de rayon 1/C, de longueur
L = s(uy,us,t). Notons A, B ses extrémités. Alors

F(un, ) = Flus, 0] > AB = 2 sin(S s, 1)),

En effet, déplagons 'arc de cercle § et la courbe a de telle sorte que
les extrémités des courbes soient situées sur I’axe des abscisses. Soit
s I'abscisse curviligne pour les deux courbes partant de 0 en F'(uy,t)
pour « et en A pour 5. On note 0, (resp. 85) 'angle entre la tangente
a a (resp. ) en s et 'axe des abscisses, puis K (s) la courbure de a en
s. Soit sg = m/2C. Comme :

8(95 8904
—_ 7 — K| =|—
5s — C > 1Bl =15

on obtient en intégrant :

105(s)| = 10a(s) = Oalso)]-
De plus, puisque || < 7 pour 0 <s < L,on a:

/0 cos(0n(s) — Oa(s0))ds = /o cos [0 (8) — 04(50)|ds

L
Z/ cos |0g| = AB.
0

On conclut en remarquant que l'intégrale a gauche est la longueur
du projeté du segment [F'(uq,t), F(ug,t)] sur la tangente & « en s, qui
est inférieure & |F'(uy,t) — F(us,t)| (voir figure 1.3.2).



10 ANTOINE SONG SALIM TAYOU

Passons a la seconde moitié de la preuve : on veut montrer que le mi-
nimum de f sur D est strictement positif. Commencons par remarquer
que f vérifie également une équation de la chaleur :

of B
S =Af A= o

Pour le montrer, on écrit que d’une part :

30_{ = 2(F(uq,t) — F(ug,t), k(u,t)N(uy,t) — k(ug, t)N(ug,t))
et d’autre part :
g—s‘i = 2(F(uy,t) — F(ug,t), T(uy,t))
donc
2
O = 2T, 1), Tlom, 1)) + 24 (1) — P 1), b, N i, )
1
=2+ 2<F(U17t) - F(Ug,t), ]{J(Ul,t)N(Uht))
De méme
i-]; =2- 2<F(u17t) - F(ug,t),k(ul,t)N(ug,t)>,
0s3

ce qui montre 1’équation.
Ensuite, la frontiére de D est donnée par :

{(ul,ug,t)|s(u1,u2,t) = g} U {(U17U2,0)|3(U1,U270) > g}

Sur cet ensemble, f atteint un minimum m strictement positif d’aprés
ce que ’on vient de voir et du fait que la courbe est initialement plongée.
Soit € > 0 et considérons la fonction g(uy, us, t) = f(uy, us, t)+et. Cette
fonction vérifie I’équation :

% =Ag—4+e.
Supposons par 'absurde que g atteigne la valeur m — ¢ sur D, ol
d > 0. Soit tg = inf{t | il existe u; et us tels que g(uy,us,t) =m — d}.
La continuité de g et la minoration sur £ de f montre que m — § est
atteint pour la premiére fois en un point (uq, ug,ty) intérieur de D. En

ce point on a :
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0
a_‘(z < 0 par définition de tg,

&g %9 g
88% ) 5)3% 881882

car en (uy,us,tp), g atteint un minimum spatial (& temps fixé) et

)* >0

P9 _ 2T (uz, 1), T(uy, 1)) = £2
881882 - 2,0) 1 -
parce qu’en un minimum spatial, les tangentes en u; et us doivent étre

paralléles.
Par conséquent :

0%g 0% 0%g g 0%g
Ag=—+—"S>2—2—2L>2 > 4.
g 0s? * Os3 — "\ 0s3 0s3 — |851832| -

Mais cela contredit I’équation de la chaleur satisfaite par g. Comme
€ puis d sont arbitraires, f(uy,us,t) > m > 0 sur D, ce qui termine la
preuve. U

2. UN THEOREME DE GAGE

Les deux résultats suivants sont dus & Gage. Le premier affirme que
si F(.,t) est une solution de I’équation du flot de raccourcissement 1
telle que pour ¢, F(.,t) est convexe, alors le rapport isopérimétrique Lf
décroit avec le temps. Le second résultat précise que ce rapport tend
en fait vers 4 si en plus laire tend vers 0, ce qui implique par exemple
que le rapport du rayon inscrit par le rayon circonscrit de la courbe
tend vers 1.

Voici le premier résultat :

Proposition 2.1 (Gage [4]). Si F(u,t) évolue selon ’équation du flot
de raccourcissement 1, alors le rapport isopérimétrique décroit au cours
du temps : en particulier si ’aire tend vers 0, alors la longueur égale-
ment et la courbe converge vers un point.

La preuve repose sur les trois lemmes suivants :

Lemme 2.2. Si F(u,t) évolue selon I’équation du flot de raccourcisse-
ment 1, alors la dérivée du rapport isopérimétrique est donnée par :

2(5)- (/%)

Démonstration. Cette égalité découle des lemmes 1.5 et 1.7. O
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Lemme 2.3. Soit v : S — R? une courbe planaire fermée convexe C*
et C? par morceaux. On rappelle que la fonction support est définie par
p(s) = (v, —N). Supposons que l'inégalité suivante est satisfaite :

) /ﬁsﬂf

™

Alors on a également :
L
=< [ K
(3) WA_Ak

Démonstration. En utilisant le fait que g—;’ = T(s) et que & = kN on
obtient en utilisant une intégration par parties :

L L L 82’}/ L afy a,y
| k== [ s == [C. s =[G Fhas

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur cette formule on peut

écrire :
L L \3 L 3
L:/pks(/ p2) (/ k?) |
0 0 0

ce qui permet de conclure. O

Lemme 2.4. Pour toute courbe v planaire fermée convexe Ct, quitte
changer lorigine (c’est-a-dire quitte a composer v par une translation
du plan), linégalité 2 est satisfaite.

Démonstration. Commencons par montrer ce lemme dans le cas d’une
courbe symétrique . L’hypothése de symétrie implique que la lar-
geur de la courbe dans la direction normale, notée by est le double
de la fonction support p(s). Comme ~ est convexe, la largeur vérifie
27t < bn(s) < 2reqy et donc 7y < p(s) < 7epe. Cet encadrement et
une inégalité de Bonnesen donnent p(s)L — A — m(p(s))> > 0 pour
tous les p(s). On peut alors conclure en intégrant cette inégalité et en
utilisant le fait que fOL p(s)ds = 2A (voir le lemme 1.6).

Dans le cas général, quelque soit le point 7(s) de la courbe, il existe
un unique point y(¢(s)) sur la courbe tel que le segment reliant ces
points divise le domaine borné délimité par la courbe en deux parties
d’aires égales. Considérons les tangentes 7'(s) et T'(¢(s)) en ces points :
par continuité de la fonction tangente, il existe un s; tel que ces deux
vecteurs soient paralleles. A fortiori T'(s;) = —T'(¢(s1)). Choisissons
alors comme nouvelle origine le milieu du segment [y(s1),v(4(s1))] et
on peut sans perte de généralité supposer que ce segment donne ’axe
des abscisses. Notons ensuite 7, et 7, les portions de courbes respecti-
vement au-dessus et au-dessous de 'axe des abscisses. Effacons pour le
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moment ¥, et considérons la courbe obtenue en complétant v; par sa
réflection par rapport a l'origine. D’aprés le choix de s; et de l'origine,
cette courbe est convexe. On a vu que :

20, A
: 22/ p*(s)ds
7

ou L; est la longueur de la nouvelle courbe. L’aire délimitée est encore
A par définition de s;. On obtient une inégalité similaire pour 7, et en
additionnant les deux, on obtient I'inégalité cherchée :

LA _ (it DA /pz(s)ds_
v

™ ™

l

Le second résultat qui nous sera utile est un raffinement de la pro-
position 2.1.

Théoréme 2.5 (Gage [5]). Si F(u,t) est une solution de l’équation du
flot de raccourcissement 1 sur [0,T) et si de plus lim;—,r(A) = 0, alors

lim L7 *)
t—T A(t)

= 4.

1
En outre, les courbes normalisées n(t) = (%)2y(t) délimitent des do-

maines converes qui convergent vers le disque unité pour la métrique

de Hausdorff.

Remarque 2.6. Rappelons la définition de la métrique de Hausdorff.
Soit (E,d) un espace métrique et Ey 'ensemble des fermés bornés de
E non vides. La distance de Hausdorff dg de Ey est définie par :

VX,Y € Ey dy(X,Y) = max{sup inf d(x,y),sup inf d(z,y}.

xeX er er zeX

La convergence des courbes vers le cercle unité pour la métrique de
Hausdorff peut étre considerée comme une convergence "C°", dans la
prochaine partie on verra que cette convergence est en fait "C*".

La preuve de ce théoréme demande plus d’efforts et ne sera pas
exposée de fagon compléte. Présentons toutefois les grandes lignes de
la démonstration en énoncant les principaux arguments exploités par
Gage.

Lemme 2.7. Si F(u,t) est une solution de l’équation du flot de rac-
courcissement 1 sur [0,T) et si de plus limy_,7(A) = 0, alors

lm uf L(#) < /F s w%> <0.
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Démonstration. On sait que la dérivée du rapport isopérimétrique est

o (I L({f, L
() == (e -=3)
Si par 'absurde il existe un € > 0 tel que L ([ k* — 7%) > e sur [t1,T)

alors ,
0 (L e €0dlog(A)
i I < -9 = ____ =" 7
at( >— A7 o betsh

A
donc en intégrant :

(%2) (t) < (%) (1) — S log(A(t))) + ilog(A(t)) pour t <t < T.

T
Or le terme de gauche est plus grand que 47 par I'inégalité isopérimé-

trique et le membre de droite tend vers —oo puisque A(t) — 0 lorsque
t — T, ce qui est absurde. O

Lemme 2.8. [ eziste une fonctionnelle ®(vy) définie pour toute courbe
v conveze C' qui vérifie :

LA = &(7)) > W/pQ(s)dS.
Par ailleurs, soit v; est une famille de courbes convexes telles que
lim ®(y;) =0
1—00

s

et consideérons les courbes normalisées n(t) = (Z)% (). Si ces courbes
normalisées restent dans une partie bornée du plan, alors le domaine
délimité par ces courbes converge vers le disque unité pour la métrique
de Hausdorff. Enfin ®(v) =0 si et seulement si 7y est un cercle.

Ce lemme difficile est 1’étape clé de la démonstration du théoréme
de Gage, il ne sera pas prouvé ici (voir [5]). En voici une conséquence
immeédiate :

Lemme 2.9. La fonction ® du lemme précédent vérifie :
L
([ #(6)ds)1~ 8) =75 0
des que v est C% et convere.

Démonstration. On a vu dans la preuve du lemme 2.3 que
L<([ B[ (s

On conclut en élevant au carré et en utilisant le lemme précédent. [
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Munis de ces lemmes, nous sommes en mesure de démontrer le théo-
reme 2.5. Le lemme 2.9 se réécrit

/k?(s)ds _ w% > (/ K2(5)ds) (7).

De plus d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que l'intégrale
sur une courbe simple fermée de la courbure est 27, on voit que

L/k:z(s)ds > (/ k*(s)ds)* = 4x.

En combinant les deux inégalités on trouve :

(4) L (/ k*(s)ds — 7r§> > 472D ().

Reprenons les hypothéses du théoréme. On déduit du lemme 2.7 qu’il
existe une sous-suite de courbes F'(.,t;) telle que le membre de gauche
dans 4 tende vers zéro; par conséquent ®(F(.,¢;)) tend vers 0.

Ensuite montrons que les courbes normalisées notées 7(t) reste bor-
nées durant le processus de raccourcissement, quitte a changer d’ori-
gine. On a vu que rapport % est décroissant. L’inégalité de Bonnesen

2 2
L_ - 47T 2 71-_("nea:t - rint)z

A A

montre que le rayon circonscrit des courbes normalisées est borné pour
tout temps par une constante R. Si 'on note D(¢) le domaine fermé
délimité par F'(.,t), il est clair que D(ts) C D(t1) si t; < ty. Choisis-
sons maintenant comme origine O un point de (o ) D(t). Alors les
courbes normalisées par rapport & O sont contenues dans le disque de
centre O de rayon R et restent bien dans une région bornée du plan.

En appliquant le lemme 2.8, on voit que la suite des domaines D(t;)
converge vers le disque unité pour la topologie de Hausdorff. Comme L
et A sont des fonctionnelles continues en les domaines fermés convexes,

2 . . s . 4 .
(%) (t;) tend vers 47 et par décroissance du rapport isopérimétrique,
. 2 . . , N
on conclut que lim;_,7 LX = 47, ce qui termine la preuve du théoréme
de Gage.
3. LE THEOREME DE GAGE ET HAMILTON

Cette partie présente le principal théoréme de cet exposé et sa preuve,
en suivant 'article d’origine de Gage et Hamilton.

Théoréme 3.1 (Gage, Hamilton [3]). Soit F(.,0) une courbe fermée
plongée dans R?, O, conveze. Alors il existe une unique famille de
courbes F(.,t) définies sur intervalle de temps mazimal t € [0,T), C*,
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strictement convexes pour t > 0, vérifiant l’équation 1. De plus, cette
famille de courbes converge vers un point quandt — T, de facon asymp-
totiguement circulaire au sens suivant :

(1) Le rapport du rayon inscrit vy, par le rayon circonscrit rey tend
vers 1.

(2) Le rapport du maximum de la courbure par son minimum tend
vers 1.

(3) ¥n € N*, la dérivée n-ieme k™ converge uniformément vers 0
lorsque t — T

Par souci de clarté, dans cette partie nous ne prouvons ce théoréme
que dans le cas d’une courbe initiale strictement convexe. De méme la
démonstration de la convergence "C'™" ne sera pas développée.

3.1. Existence en temps court. Le probléme qui nous intéresse dans
cette partie est le suivant : étant donnée une courbe initiale strictement
convexe, existe-t-il une solution de 1 & court terme? Pour montrer
I’existence et 'unicité de cette solution, on va se ramener a une équa-
tion & dérivées partielles équivalente portant sur la courbure, plus facile
a étudier. L’existence et I'unicité de la solution découleront de résul-
tats classiques sur les équations paraboliques.(voir [14], théoréme 8.1)
Les courbes strictement convexes simples peuvent étre paramétrées par
I’angle 0 que fait la tangente avec ’axe des abscisses. Pour déterminer
la nouvelle équation régissant la courbure en fonction de 6, prenons
comme nouvelles variables (0, 7) au lieu de (u,t), ot t = 7 mais avec 7
indépendant de la variable 6. Cela signifie en particulier que % #+ 8%.
On obtient le

Lemme 3.2. Sl y a une solution a court terme probléme du flot
de raccourcissement par l’équation de la chaleur pour une courbe ini-
tiale strictement convexe, alors tant que les courbes sont strictement
convexes :

ok L%k
G =R k.

Démonstration. Calculons les dérivées composées suivantes en utilisant
le fait que k = 06/0s et le lemme 1.4 (3) :

O Ok okow ok okok ok | ok,
ot or 000t Or 000s Ot 00
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et
Pk 00 0,000k ok 0%k
— = —— (=) = k(=) + k.
92~ 950095 00) ~ Fgg) T G
En remplacant ces expressions dans 1’équation du lemme 1.8, on obtient

l'identité voulue. O

En fait, la solution de cette nouvelle équation reste strictement po-
sitive pour une donnée initiale strictement positive, ce qui correspond
au fait que les courbes restent strictement convexes :

Lemme 3.3. Si k satisfait 'équation du lemme 3.2 alors kpy,(t) =
inf{k(0,t) | 0 <0 <27} est une fonction croissante.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde. Alors soit € tel que ki, (0) >
e > 0 et supposons que kpmin(t) = kpnin(0) — € pour un t. Posons
to = inf{t | kmin(t) = kmin(0) — €} et supposons que ce minimum
est atteint en (6p,%p). En ce point :

ok 0%k
—(0y,t9) <0, — >0 et k(fy,t9) > 0.
g Vo to) < 0. 55 2 (6o, to)
Cela contredit ’équation vérifiée par k. O
On admettra I'existence d’une unique solution & court terme de cette
équation parabolique. Voici le théoreme donnant 1’équivalence entre les
deux problémes de Cauchy :

Théoréme 3.4. Trouver une solution C* a ’équation (1) avec la don-
née d’une courbe initiale plongée, C'*° et strictement conveze est équi-
valent a trouver une solution C*°, notée k, au probléme de Cauchy
sutvant :

(1) Ok/OT = k? (0*k/D0?) + K3
(2) k(0,0) =(0) ou la fonction C™ 1) vérifie
(@)v(0) >0
(b) Jg " (cos(8)/4(6))d8 = [} (sin(8)/¢(0))db = 0.
Démonstration. Commencons par rappeler une caractérisation des courbes
fermées strictement convexes plongées. Une fonction 27 périodique

strictement positive représente la courbure d’une courbe fermée simple
C? du plan si et seulement si :

Teos() . [*Tsin(d)
/0 k(e)de_/o L0 =0

En effet le sens direct est clair et réciproquement, étant donnée une
fonction k satisfaisant ces égalités, on pose :
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0= [ o0 = [

Ces équations définissent alors le paramétrage d’une courbe fermée
simple.

Revenons au théoréme. Soit une solution au probléeme du flot de
raccourcissement pour une courbe initiale strictement convexe, que 1’on
suppose définie sur [0,7). Alors le lemme 3.2 et la continuité de k
montrent que la courbure satisfait I’équation (1) sur un voisinage de 0.
Mais le lemme 3.3 assure que les courbes restent strictement convexes
et que donc (1) est en fait vérifiée sur I'intervalle [0,7") entier. Le (2)
est bien vrai dans ce cas.

Réciproquement, soit une fonction k satisfaisant les hypothéses don-
nées dans 1'énoncé du théoréme sur [0,77). Définissons :

0 .
(cos(n), sin(n))
X(0,7) = (a(71),b(T +/ )
(6.7) = (a(r). b)) + |
Si 'on impose (a/(7),V (7)) = (%(O, 7), —k(0,7)), alors on peut vé-
rifier aprés une intégration par parties que :

0X ok

L’équation prendra la forme voulue aprés un changement de la va-
riable spatiale. Considérons # comme fonction de u et ¢t ot ¢ = 7 mais
avec t indépendant de u. On veut avoir :

0X 00 1 ok

Il suffit de résoudre

6 ok
o7 = K(O((u. 1)) 55 (0((u, 1), )

avec comme donnée initiale 6(u,0) = ¢(u) (ou ¢, bijective de S' sur
lui-méme dans le sens direct, correspond au paramétrage de la courbe
initiale, que l'on peut imposer). On obtient alors une solution 6 qui est
a tout temps bijective de S' dans lui-méme. En considérant F(u,t) =
X (0(u,t),t) on obtient une solution au probléme du flot de raccourcis-
sement des courbes sur [0,7). O

Remarque 3.5. (1) Dans la suite, seule la nouvelle équation du
lemme 3.1 sera étudiée et T sera noté t pour faciliter la lecture.
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(2) Ce théoréme assure l’existence & court terme et ['unicité de
la solution au probleme du flot de raccourcissement pour une
courbe nitiale strictement convexe. Le théoreme principal de
larticle de Gage et Hamilton demande a la courbe initiale d’étre
seulement convexe au sens large. De plus [’existence a court
terme et l'unicité de la solution sont vraies pour des courbes
initiales plongées, qu’elles soient convexes ou non ; cependant
la preuve donnée par [’article requiert le théoréme d’inversion
de Nash-Moser.

3.2. Existence en temps long. Dans cette partie, on va montrer
que la solution du flot existe tant que ’aire est non nulle. L’intervalle
de temps maximal d’existence de la solution est dés lors nécessaire-
ment borné au regard de ’équation satisfaite par 'aire de la courbe
0A/Ot = —2m. Pour ce faire, on va avoir besoin de plusieurs lemmes
préliminaires.

D’abord on définit la courbure médiane £* via

kE* =sup{b | k(#) > b sur un intervalle de longueur w}.

On a alors les estimations suivantes :

Lemme 3.6 (Estimation géométrique). Etant donnée une courbe fer-
mée convezxe plane de courbure k(6,t) de longueur L et renfermant une
aire A, st k* désigne la courbure médiane alors

L
o< 2
<1

Démonstration. Soit M < k*(t) alors sur un intervalle de type |a, a+ 7|

on a :
T sin(0 — a) 2
N e < 2
I Rt

En remarquant que le projeté du vecteur tangent unitaire a la courbe
en @ sur la perpendiculaire commune aux droites tangentes en a et a+7
est sin(f — a), on voit que la distance entre ces deux droites est au plus
2

M.
Le diametre de la courbe est majoré par 5 comme on le voit en
projetant orthogonalement sur une paralléle (voir figure 3.2), ainsi la

courbe est incluse dans le rectangle de cotés é, et 'aire de la courbe

L

2
M
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vérifie A < ﬁ ce qui fournit I'inégalité cherchée en prenant le supremum

A
Y

L/2

sur M. ]

Avant de continuer avec les autres estimations, énongons une inéga-
lité dont nous aurons besoin par la suite :

Lemme 3.7 (Inégalité de Wirtinger). .
Si f(a) =0 et f(b) =0 avec b —a < 7 alors

/abfzdeg/ab <%>2d8.

Démonstration. Quitte a translater 'intervalle, on peut supposer a = 0,
puis quitte & prolonger f sur [b, 7] par zéro, on peut également supposer
b = m. On développe alors f en série de Fourier f =} _, a,sin(nf),
le développement de f’ s’écrit alors f' =3 _, na, cos(nf). L’inégalité
découle alors de l'identité de Parseval :

Cpdp =T :
af —§Z|an|

nel

T
<52 nlal’

nez
b 2
= / ﬁ de.
\ao
Le cas d’égalité correspond exactement a f(0) = sin(0). O

Lemme 3.8 (Estimation intégrale). Si k*(t) est bornée sur [0,T) alors
fo% log k(6,t)df est bornée sur [0,T).
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Démonstration. En utilisant ’équation d’évolution, on a

) 27 2 ) Ok 2
&/0 1ogk(0,t)d9—/0 K2 — (%) do.

Soit ¢ fixé, alors 'ouvert U = {0 | k(0,t) > k*(6)} est la réunion
dénombrable d’intervalles I; de longueurs inférieures a m, tels qu’aux
extrémités k(,t) vaut k*(t), ce qui permet d’appliquer I'inégalité de
Wirtinger a k(6,t) — k*(t) sur chaque intervalle I; :

/ab (k(0,t) — k*(t))*d0 < /ab (a(kw’%e_ k*(t))fde'

En simplifiant I’expression, il vient :

ok\?
o =) do < 2k* k(6.t)do.
/ (89) < / 6.%)

En sommant sur tous les intervalles, on obtient :

ok ? o
/k:2 - <—> do < 2k*/ k(0,t)df < 2k*/ k(60,t)db.
U 80 U 0

D’autre part, sur le complémentaire V' de U, on a :

2 ak ? 2 *\ 2
o () o< [ k2do < 25 (k)2
\% o0 \%

En sommant ces deux inégalités et en utilisant le fait que :

L
a—:—/k‘stz—/k‘de
ot

o [ or )
. < . * _ * .
- /0 log k{6, 1)d6 < ~2k° (1) % + 2m (k")

Ainsi, si on suppose k*(t) < M alors en intégrant la relation précédente,
il vient :

on obtient :

27 2T
/ log k(0,t)do < / log k(0,0)dd + 2M (L(0) — L(t)) + 2n Mt
0 0

en se rappelant toujours que ¢ reste borné, on obtient bien I’estimation.

O

Avant d’énoncer ’estimation suivante, commencons par prouver deux
lemmes préliminaires :

Lemme 3.9. Supposons que [logk(0,t)df soit bornée sur [0,T), alors
pour tout § > 0, il existe C' > 0 tel qu’on ait k(0,t) < C sauf peut étre
sur des intervalles de longueurs inférieures a 0.
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Démonstration. Raisonnons par l’absurde, on peut alors trouver un
0 > 0 tel que pour tout C' > 0 il existe un intervalle de longueur
supérieure a 0 sur lequel k(6,t) > C, en se rappelant alors que ki, est
une fonction croissante, il vient :

2
00 > / log k(0,t)d0 > 0log C' + (2 — 0) log kpmin(0).
0
La relation tombe clairement en défaut pour C assez grand, ce qui

prouve le lemme. [l

Lemme 3.10. Il existe une constante D tel que la relation suivante
soit vrate pour tout temps 0 <t < T :

2r ok 2 2m
— ] df < k2df + D.
| (ae) < | wa

Démonstration. Prenons la dérivée partielle par rapport au temps de
la différence des deux expressions, il vient alors :

d [, AN ok Ok 0%k
ol kd@‘/(@) de_Q/(’fa—@aeat)
0%k ok
0%k ?
2
= —_— >
(2 s
car rappelons I'équation d’évolution : 0k/0t = k*(0*k/06%) + k3.

On voit donc en intégrant qu’il suffit de prendre pour D la valeur de
[ (0k/86)°d6 — [ k*dh en t = 0.

O

Lemme 3.11 (Estimation ponctuelle). Si fo% log k(0,t)df est bornée
sur [0,T) alors k(0,t)est bornée uniformément sur S* x [0,T).

Démonstration. Par le premier lemme k < C' sauf sur des intervalles
[a, b] de longueur inférieure & . Sur un intervalle de ce type, on a par
I'inégalité de Cauchy-Schwartz et les estimations précédentes :

v 0k
Vo € [a,b] : k() = k(a) + %dﬁ

a

§C+\/<_5</ (%)Zde)%

§C+\/5</k2d9+D>2
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Ainsi, si k4, désigne le maximum de k en I'espace, alors :

Fman < C + V6 (272, + D)?
< C +V2710kmes + VOD

Ainsi pour § < \/LQ? on obtient k,,,, < fj’&é% O

En utilisant les estimations précédentes, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.12. Soit k(0,t) : S' x [0,T) — R satisfaisant I’équation
du flot. Si l'aire délimitée par les courbes associées est bornée inférieu-
rement par une constante strictement positive, alors la courbure k est
uniformément bornée sur S* x [0,T).

Démonstration. En effet, comme la longueur de la courbe décroit, alors
par l'estimation géométrique, k*(t) est bornée, ainsi k(6,t) est unifor-
mément bornée en appliquant successivement l’estimation intégrale et
ponctuelle. O

On peut en fait affiner les résultats précédents en trouvant des bornes
supérieures sur les dérivées d’ordre supérieur de k. Ce travail a été
fait dans la proposition 1.9 (comme on dérive ici par rapport a 6, on
doit en plus utiliser le fait que 00/0s = k est bornée inférieurement
uniformément en temps par une constante strictement positive).

On est maintenant en mesure d’énoncer le résultat essentiel de la
partie :

Théoréme 3.13. La solution du flot continue jusqu’a ce que l’aire
délimitée par la courbe tende vers zéro.

Démonstration. En effet, si ce n’est pas le cas, comme 1’aire décroit, on
aurait une borne inférieure strictement positive sur ’aire de la courbe,
et on aurait alors une borne supérieure sur la courbure et toutes ses
dérivées par le théoréme 3.12, ce qui montre qu’on peut prolonger la
solution de maniére C'*° au dela du temps 1" en appliquant & nouveau
le résultat d’existence en temps court. l

3.3. Comportement asymptotique des courbes. On sait & pré-
sent que la solution du flot continue jusqu’a I’annulation de 'aire de la
courbe. Les résultats de Gage 2.1 et 2.5 montrent que le rapport isopé-
rimétrique % décroit vers 47, ce qui entraine que L tend aussi vers zéro
et la courbe tend vers un point en devenant de plus en plus circulaire.
Dans ce paragraphe est montré que cette convergence "circulaire" se
fait de maniére C?.
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Définissons d’abord :

k: = sup{b | k(f) > b sur un intervalle de longueur w},

et rappelons que :

rezt = le rayon du cercle circonscrit a la courbe,

rine = sup{r | il existe un cercle de rayon r inscrit dans la courbe}.

Lemme 3.14 (Raffinement de I'estimation géométrique). Il eziste une
fonction K positive décroissante telle que K(0) = oo et K(m) =0,

1
ky - ine(t
o ) S TR

Tint

Démonstration. Fixons M < k}(t) alors 'ensemble {0/k(0,t) > M}
contient un intervalle de longueur w. Quitte & faire une rotation, on
peut supposer que c’est (—w/2,w/2). On construit alors un arc circu-
laire de courbure M et tangent a la courbe en # = 0 avec un angle
w, (voir dessin 2) on voit alors que la courbe convexe doit étre située
dans la région limitée par I'arc et les droites qui lui sont tangentes aux
extrémités. D’autre part, la convexité assure que la courbe est située
entre les deux tangentes a la courbes en 3 et —3.

2
On voit alors que (les notations sont sur le dessin) :

(w) /M Tint
cos(— ) = =
2 1/M + |d| la| + |d|

N ’ | Tint 1 1 1

Ql = —m—m— — — _
cos(w/2) M \ cos(w/2)

et 2rept > Tint + |al

(rext) 1 |al
=>(—)>—=4+—

Tint 2 27’mt
il vient donc en remplagant |a| par sa valeur :
1
M mn < )
= TR () (reat ot — 1)
avec
K(w) = 2 cos(w/2)
1 — cos(w/2)

En faisant tendre M vers k7, on obtient le résultat demandé.
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F1GURE 2. Configuration du lemme

Corollaire 3.15. Pour tout € avec 0 < e <1 on a :

(1 1
mastint =\ T2 ) T= Cole)(Zt — 1)

Tint
ot Cy(€) est une constante qui dépend de e.

Démonstration. Soit € > 0, on cherche w tel que (1 — €)kpar < k(1)
pour tout ¢. En reprenant la preuve de l'estimation ponctuelle, si w/2 <
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J et si on note k. (t) = k(0o,t), alors :

VO € [0y —w/2,00+w/2]  k(b,t) < k(0,t) + V210k(6o,t) + V5D
(1 = V82m)k(0y,t) — VoD < k(6,t).

11 suffit donc de choisir ¢ de fagon a avoir :
(1= €)k(6o) < (1 — V270)k(6o, t) — VoD,
ou de maniére équivalente :
VoD < (e — V2m0)k (6o, t).

Comme k(6p,t) > kmin(0) > 0, il suffit que € > V2714 et VoD <

2
(6—V276)kmin(0), ce qui est clairement vrai pour § < <%> :
Ainsi, kX (t) > (1 — €)kpae(t) pour tout ¢. O

Proposition 3.16. Pour tout € strictement positif on a

Kmaz (§)Tine (t) < (1 i 6)2

pour tout t suffisamment proche de T'.

Démonstration. Rappelons d’abord une inégalité de Bonnesen (lemme
1.2) :

1.2 2 o 2
_—4772 %(rezt_rint>2 Z (1_T t)

Tint

. , 2

On sait alors par le résultat de Gage que % converge vers 471 au cours

de I’évolution, il vient donc :—If — 1, ci qui donne le résultat voulu en
mn

utilisant le corollaire précédent. ([l
Théoréme 3.17. k(0,1)r,:(t) converge uniformément vers 1.

Démonstration. Montrons d’abord que la famille k(6, t)r,(t) est équi-
continue, en utilisant la méme démarche que dans la preuve du lemme
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3.11. Soient 6,6  dans S, alors :

|]€(6’,t)7“mt( ) /{Z(Q t Tznt |/ da|rznt
: ok :
(Cauchy-Schwartz) < /|0 — 6 |</ (09) doz) Tint(t)

< M(/ k2d6 + D) érm(zt)

< V00— (2rk2,, + D) Tint (1)
<10 -0 (mkmaxmnt@) + \/Erint(t)>

La constante D étant donnée par le lemme 3.10. Il suffit alors d’in-
voquer la proposition 3.16 pour avoir, pour t assez grand, 'uniforme
équicontinuité de la famille k(6, )7, (t).

Par le théoréme d’Ascoli, on peut donc en extraire une sous-suite
(k(0,t:)rine(ti)) ;e qui converge uniformément vers une fonction f(6)
telle que, par la proposition 3.16, f(0) < 1. Ainsi, (k(6,t;)rm(t:) "
converge ponctuellement vers f(#)~" sur [0, +oc], donc par le lemme
de Fatou :

1 . 1 .o L)
——df < lim 1nf/ ——————df = liminf =27
/ 0" = k(6. 1)t (1) Font (t1)

La derniére limite résulte de I'inégalité

A
— Vrmquandt — T

Tint

TTinte < A < TTeps” =

Mais l'inégalité f(f) < 1 implique que f = 1. Par conséquent, toute
sous-suite converge vers 1, il s’ensuit que k(6,t)r;,;:(t) converge unifor-
mément vers 1. Ul

Corollaire 3.18. mm((?) converge vers 1

Démonstration. 11 suffit d’écrire :
Emin(t) Fomin () rine () — 1 1
e e Ot @) e (D (1)
KO, O)rine(t) — 1|o 1RO, £)rime () — 1|
- Emaz ()Tt () Emaz () Tine ()
Ce qui donne le résultat en remarquant que pour ¢ assez proche de T'
on a: % < Kmaz () Tine(t). O

1=
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Corollaire 3.19. k(0,t)\/2(T —t) converge uniformément vers 1 (au
temps T', Uaire delimitée par la courbe est nulle).

Démonstration. On utilise une inégalité de Bonnesen (lemme 1.2) et le
lemme 1.7 qui implique A = 27(T — t) pour obtenir :

2
L? o> (L — 27T7“mt)2 L 2T it
_— 7'(' pu— —_— .

A - A VA \/2r(T —1)
Comme L/ A — 2y/x, il vient 74, //T — t — v/2. D’aprés le théoréme

3.17, on conclut que k(60,t)\/2(T —t) converge uniformément vers 1.

U

Remarque 3.20. Les résultats précédents sur la courbure donnent la
convergence C? vers le cercle unité. Des arguments généraux de stabilité
pour les équations paraboliques, que nous n’exposerons pas, permettent
de montrer la convergence C*™° au sens ot les dérivées de la courbure
tendent uniformément vers 0.

4. LE THEOREME DE GRAYSON : UNE PREUVE DE HUISKEN

Le théoréme de Grayson généralise celui de Gage et Hamilton a toute
courbe initiale plongée, convexe ou non. Cette partie est consacrée a
la preuve donnée par Huisken, élégante mais qui nécessite une bonne
connaissance des singularités susceptibles d’apparaitre au cours du flot.
Dans cette partie, on entendra par "courbe planaire" toute immersion
C* propre de S' ou R dans R2.

4.1. Un lemme de monotonie. Ce paragraphe est consacré a la pré-
sentation d’un lemme de monotonie qui permet d’apporter des infor-
mations sur la forme asymptotique des solutions du flot de raccourcis-
sement sous une condition de croissance sur la courbure. On dit que
les courbes solution du flot de raccourcissement développent une sin-
gularité lorsque t — T si la courbure est non bornée au voisinage de
T. Soit F(u,t) une solution du flot pour une courbe initiale plongée,
définie sur un intervalle maximal [0,7') tel que max, k*(u,t) devienne
non borné lorsque t — T'. Le lemme suivant donne une borne inférieure
a la quantité max, k*(u, ).

Lemme 4.1. La fonction U(t) = max, k*(u,t) est lipschitzienne tant
que k? reste borné et vérifie U(t) > (2(T —t))~*.
Démonstration. D’apreés le lemme 1.8, on a :

o, 0, 0 \° A
I g2 _o( 2 %A
ot = s (ask‘) 2k
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En considérant cette équation en des points de maximum spatial pour
k%, il en découle que U(t) est bien lipschitzienne tant que k? est borné.
Il est connu qu’une fonction lipschitzienne sur un intervalle de R est
continue, dérivable presque partout et vaut l'intégrale de sa dérivée a
une constante prés. La ou U(t) est dérivable, on peut écrire :

£.Ul) <200,

Comme par hypotheése 1/U(t) — 0 quand t — T, on obtient aprés
intégration de ¢t a T' I'inégalité voulue

1
U0 2 5o

ou de fagon équivalente :

4

Il devient alors naturel de poser comme condition de croissance sur
la courbure :

Co
20T — 1)

On souhaite normaliser les courbes par rapport & un point de sin-
gularité, c’est-a-dire changer d’échelle en espace et en temps, de fagon
a ce que le nouveau paramétre temporel soit défini pour les grandes
valeurs et que la nouvelle courbure reste uniformément bornée. Notons
tout d’abord que la condition 5 implique :

(5) 3Cy Vt < T maxk*(u,t) <

to
Flusts) = Plut) < [ fr(u,nldr < CUT - )} = (T~ 1))
t1

pour tout u € S* et 0 < t; <ty < T. Ainsi F(u,t) converge uniformé-
ment lorsque t — T'.

Supposons & présent que O € R? est un point de la limite, c’est-a-
dire qu'il existe u tel que F'(u,t) — O lorsque ¢t — T'. On définit alors
les courbes normalisées F(u,t) (par rapport a O) ainsi :

Fu,r) = (2T — )~ F(u, ) ;m@:—;%@—w

Les nouvelles courbes F (u,r) sont maintenant définies pour ry =
—31og(T) < r < +o0 et vérifient 'équation :
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9 - ..
—F=EN+ F
(6) or *

ot k est la courbure et N la normale pointant vers I'intérieur des nou-
velles courbes. Dans la suite on notera pour simplifier 4, la courbe du
plan donnée par F(.,r).

Du fait de la condition de croissance 5, la nouvelle courbure reste uni-
formément bornée ; c’est donc également le cas pour toutes ses dérivées
(par le méme raisonnement que celui de la proposition 1.9).

Théoréme 4.2 (Lemme de monotonie de Huisken [9]). Considérons le
noyau de la chaleur suivant :

|z
ER

St p,. désigne la mesure de Lebesgque sur la courbe normalisée v, et s
F-(u,r) désigne la composante normale de F(u,r) par rapport & la
courbe v, en u, alors on a :

Q/ der:_/ plkN + F**dp,.
87/' Yr Yr

Remarque 4.3. [l existe un formule analogue pour les courbes non
normalisées, qui fait intervenir un noyau de la chaleur dépendant du
. 1 _ =P

temps : 7y exp( 4(T_t)).

Démonstration. Remarquons que p, n’est rien d’autre que la mesure
de longueur d’arc, on utilise cette notation pour éviter les ambiguités.
Par un calcul similaire a celui effectué dans les preuves des lemmes 1.3
et 1.5 et en prenant en compte la nouvelle équation d’évolution 6, on
obtient 2= = (1 — &%)y, On en déduit que :

p(x) = exp(—

) - . .
— du, = — k> — 1+ (F.kEN F|?) du,
ar/%p“ /%p< + (F,EN) + | !)u

:—/ p\/%NjLF]zdur—l—/ p(F,ch)dur%—/ pdpi.

Ir Yr Yr
On utilise ensuite la formule de premiére variation :

/ div, Y dp, = — / (kN,Y)du,
Ir Yr
avec Y = pF pour obtenir

[ ot By = [ (<14 157 d

Yr Yr
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ott FT désigne la composante tangentielle de F'. On peut alors conclure :

9 N 5
—/ pdps, = —/ p!kN+Fl2dur+/ pl TPy
8T Yr Yr Yr

= —/ plkN + F*%dp,.
Tr

n

L’objectif est maintenant d’étudier le comportement asymptotique
des 7, lorsque r — +o00. Pour exploiter le lemme de monotonie, mon-
trons qu’il existe des courbes a la limite non triviales. Commengons par
remarquer que les courbes 7, ne peuvent pas disparaitre a 'infini :

Lemme 4.4. Il existe un u € S' tel que F(u,r) reste borné lorsque
r — +00.

Démonstration. Comme O est un point singulier, il existe un u tel que
F(u,t) — O quand t — T. La condition de croissance 5 implique que :

]F(u,t)|§/ |k(u,7)\dr§/ 2(TC+T)§CZT:CO(2(T—T))§

U

Par un argument de compacité, on obtient une limite non réduite a
un point :

Proposition 4.5. Pour toute suite r; — o0 il existe une sous-suite
(1e(j)) telle que Vroy CoOnverge pour la topologie C* vers une courbe
plongée Vo (non nécessairement compacte).

Démonstration. Soit R > 0 assez grand pour qu’un F(u, r) reste dans
la boule B(O, R) pour tout temps. La condition de croissance 5 im-
plique que la courbure est bornée et donc toutes ses dérivées également
(pour le voir, on raisonne comme dans la preuve de la proposition
1.9 avec les quantitées normalisées). On peut alors d’aprés le théoréme
d’Ascoli-Arzela extraire une sous-suite (r4(;)) telle que les courbes v,
convergent vers une courbe de fagon C'° (si on prend pour chaque
temps le paramétrage donné par 'abscisse curviligne) dans la boule
B(O, R). On répéte cette manceuvre pour une suite de rayons tendant
vers l'infini puis un procédé d’extraction diagonale permet d’obtenir
une courbe limite 7,,. Celle-ci est alors I'image d’une immersion C'*
qui est propre et injective. L’injectivité découle des mémes arguments
que ceux du théoréme 1.10 (voir [11] théoréme 2.2.1). Quant au ca-
ractére propre de I'immersion, il provient du fait que la longueur du
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morceau de courbe donné par 'intersection d’une boule B(O, R) et de
Yoo €st finie. En effet pour tout r» > ry, cette longueur est donnée par :

R’ =yl
XB(O,R) (y)dp, < XB(O,R) (y) exp(———)

Yr r

< R2/2 _’y|2 d
<e exp(—5—)duy
Yr

12
< €R2/2/ exp(%)alu,ﬂ0 (d’apres le lemme de monotonie 4.2)
Tr

< CeP’/2,
On en conclut que la limite v, est bien une courbe plongée. U

Le lemme de monotonie permet de montrer que toutes les formes
limites du flot de raccourcissement sont auto-similaires au sens suivant :

Théoréme 4.6. Toute courbe limite obtenue dans la proposition 4.5
vérifie l’équation

k=—(x,N)
ou x est le vecteur position, k la courbure en x et N la normale en x
pointant vers l'intérieur.

Démonstration. D’apreés le lemme de monotonie 4.2 on a :
/ / plkN + FH2dp,dr < 400
To Yr

Soit un suite (7;) jen tendant vers I'infini telle que j; plEN + FJ‘FCZ;LTJ
vy

converge vers 0 et v, = F(.,r) converge de facon C™ vers 7o, en
utilisant un paramétrage convenable avec I’abscisse curviligne (voir la
proposition 4.5). Le lemme de Fatou permet alors de conclure que

[ ol 45t s =0,

Yoo
ce qui montre, puisque ’expression intégrée est continue, que sur vy :

k= —{(z,N).
U

Remarque 4.7. (1) Une courbe est dite auto-similaire si elle vé-
rifie la condition :
k=—Xaz,N)
pour un X > 0, quitte a changer d’origine. Ce terme "auto-
similaire" vient de l’observation suivante : supposons que Fy(.)
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soit une courbe (non nécessairement compacte) vérifiant ko =
—X(Fo, N), alors la déformation par homothéties

F(u,t) =vV1— 2\t Fy(u)

verifie

( 0 F( t)) ] ! koN = kN
—F(u, = — =kN.
ot VI—2xt "

Ainsi, quitte a reparamétrer les courbes, cette déformation par
homothéties évolue bien selon le flot de raccourcissement.

(2) Tous les résultats de ce paragraphe sont généralisables en dimen-
ston supérieure, pour une hypersurface évoluant selon le flot de
la courbure moyenne.

4.2. Classification des singularités. Dans ce paragraphe, nous don-
nerons sans preuves complétes les résultats qui permettent de classifier
les singularités pouvant apparaitre au court du flot. On renvoie au livre
de C. Mantegazza [11]| pour les preuves détaillées et aux articles origi-
naux [12], [1] et [2] pour plus d’informations.

Cette classification des singularités se fonde sur l'alternative sui-
vante : supposons que F'(u,t) est une solution du flot pour une courbe
initiale plongée, définie sur un intervalle maximal [0, T") tel que max,, k2(u, t)
devienne non borné lorsque t — T, alors ou bien la quantité (T —
t) max, k*(u, t) reste bornée et on a affaire a une singularité du type I,
ou bien elle n’est pas bornée et dans ce cas la singularité est du type
II.

Rappelons qu’une "courbe planaire" est une immersion C'*° propre
de S! ou R dans R2.

4.2.1. Singularités du type I. Ce qui suit se base sur le travail déja
effectué dans le 4.1. Commengons par énoncer un théoréme plus général
que nécessaire, mais qui donne un recul profitable sur la situation. Il
précise le lien vu dans la remarque 4.7 entre les courbes auto-similaires
et les solutions homothétiques contractantes.

Théoréme 4.8. Soit une courbe Fy(.) (elle n’est pas supposée plon-
gée ou fermée). Si elle satisfait la condition d’auto-similarité : k =
=Xz, N) pour un A > 0, alors la famille homothétique contractante

F(u,t) = V1 =2\t Fy(u)

donne une solution du flot 1.
Réciproquement, soit une famille de courbes F(u,t) (non supposées
plongées ou fermées) , solution du flot 1 définie sur I’ intervalle de
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FIGURE 3. Quelques exemples de solutions homothé-
tiques non plongées (figure tirée de [1]).

temps maximal [0, T). On suppose qu’elle est une solution homothétique
contractante en O, c’est-a-dire que F(u,t) = f(t)F(u,0) ot f est une
fonction telle que f(0) =1 et limy_,p f(t) = 0. Alors ou bien F(.,t) =
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F(.,0) est une droite, ou bien f(t) =+/1—1t/T et

k(“? 0) = _ﬁ<F(u7 O)7 N(“a 0)>
De plus, les seules courbes planaires plongées vérifiant la condition
d’auto-similarité k = —(x, N) sont les droites passant par l’origine et

le cercle unité.

Remarque 4.9. ] existe des courbes fermées solutions homothétiques
contractantes du flot 1 qui ne sont pas plongées (elles ressemblent a des
rosettes, voir la figure 4.2).

Rappelons la notation : U(t) = max, k*(u, t). Introduisons a présent
quelques définitions.

Définition 4.10. On dit que le flot présente une singularité du type I
enT si
limsup(U (¢)(T — t)) < oo,

t—=T
c’est-a-dire si la condition de croissance 5 est satisfaite.

Définition 4.11. On dit qu’une suite (py, tn), oy €5t singuliere silim, o t, =
T et lim, oo k*(pp, tn) = 00.

On dit qu'une suite (pn,ty),cy st singuliere essentielle si de plus :
dp > 0, indépendant de n, tel que pU(t) < k*(pp,t,) lorsque t < t,.

Définition 4.12. On dit que p € S' est un point singulier s’il existe
une suite singuliere essenticlle (pn,tn), oy telle que p, — p.

On dit que p € S' est un point singulier spécial s’il existe (t,)nen
telle que (p,tn),cy S0it une suite singuliére essentielle.

Remarquons tout de suite que, du fait de la compacité de S! et du
lemme 4.1, dans le cas d’une singularité du type I il existe toujours au
moins un point singulier p et il existe une suite singuliére essentielle
(Pn,tn) ey telle que p, — p et

_r

2(T —t)
pour un p > 0. Cependant, a priori rien n’indique ’existence d’un point
singulier spécial.

Supposons que F'(u,t) est une solution du flot 1, développant une
singularité du type I en T'. On observe que si I’on normalise les courbes
par rapport & un point limite O (qu’on définit alors comme la nouvelle
origine) tel que lim; ,7 F'(p,t) = O et si p est un point singulier spécial,
alors il est possible d’obtenir une courbe limite au sens de la proposition
4.5 qui ne soit pas une droite. En effet, si 'on note (¢,)nen les temps

< k*(pn, tn)
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donnés par la définition de p, les points F (p,t,) reste a une distance
bornée de O et en ces points :

K2 (p,tn) = 2(T — t,)k*(p,t,) > p > 0,

donc les courbes limites obtenues grace a des sous-suites de (¢, ),en ne
sont pas des droites.

La proposition suivante permet alors de conclure le cas des singula-
rités du type I :

Proposition 4.13. Tout point singulier est un point singulier spécial.
En particulier, il existe des courbes limites au sens de la proposition
4.5 qui ne soient pas des droites.

Résumons la situation : dans le cas d’'une singularité du type I, il
est possible, aprés normalisation, d’obtenir des courbes limites plon-
gées (proposition 4.5) qui ne sont pas des droites (proposition 4.13).
Ces limites vérifient alors la condition d’auto-similarité k = —(z, N)
(théoréme 4.6). Elles sont donc toutes les mémes : c’est le cercle unité
(théoréme 4.8).

4.2.2. Singularités du type II. Rappelons la notation : U(t) = max, k?(u,t).

Définition 4.14. On dit que le flot présente une singularité du type I1
en T st

limsup(U (¢)(T —t)) = oc.

t—=T

Définition 4.15. On dit qu’une suite (py, t”)neN est singuliére silim,,_ . t, =
T et lim, o0 k*(pn, tn) = 00.
On dit qu’une suite (pn,t,),cy €St singuliere essentielle si de plus :
Jp > 0, indépendant de n, tel que pU(t) < k*(pn,t,) lorsque t < t,.

Définition 4.16. Etant donnée une solution F de ’équation 1, on
définit la suite de solutions normalisées Fy, : St x [=\2t,, N2 (T —t,,)[—
R? le long d’une suite singuliére essentielle (P> tn) ey pOT -
Fo(, ) = \M(AF (L) + By t=X(t—t,),
ol A\, € RT A, € SO(2), B, € R? sont choisis de telle maniére que :
- Fu(p,,0) = 0 € R?
— le vecteur tangent unitaire de F,, en (py,0) vérifie T,,(pn,0) = (1,0)
— kn.Np(pn,0) = (0,1)
ot ’'on a noté toutes les quantités relatives a la courbe F),, par l'indice
n.

Il est clair que tourner et translater une solution de 1 est encore
une solution. Si I'on dilate ’espace et le temps, on obtient une solution
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a condition d’avoir normalisé le temps comme le carrée de ’espace.
Les conditions imposées par la définition impliquent en particulier que

Enongons d’abord deux lemmes préliminaires :

Lemme 4.17. Soit (t,)nen suite de [0,T]. Il existe alors une suite
(¢1)1en indépendante de la suite (t,)nen tel que :

a7 |’

Os!

Cl.U(tn)
Tt —ty)

Vt € (tn,tn + 1/(8U(t))]

La preuve de ce lemme requiert un peu de travail technique et n’est
pas présentée (voir Particle [2]).

Lemme 4.18. Soit F' une solution de [’équation 1. Supposons qu’au
temps T la courbe développe une singularité du type II. Soit & > 0.
Définissons :
os(t) =min{o € [t,T) | U(o) = (1 +6)U(t)},
E={t<T| pU(r) <U(t) pour tout r € [0,t]},
ou le p est celui qui apparait dans la définition de suite singuliére es-
sentielle. Choisissons ensuite ty € E et posons t, = o5(t,—1). Alors
S = sup U(ty)(tns1 — tn) = +o00.
n—oo
Démonstration. Remarquons que, par récurrence, tous les t,, sont dans
E. Précisons la signification de ce lemme. Dans le cas d’une singularité
de type I, pour tout 9, il existe une suite singuliére essentielle le long de
laquelle la suite de solutions normalisées satisfait la propriété suivante :
I'intervalle de temps [0,7) sur lequel max k2(.,#) < (1 + §) devient de
plus en plus grand et 7 — oo.

Prouvons la lemme. On a U(t,,) = (1+0)"U(ty). De plus t, — T car
sinon une singularité apparaitrait déja avant 7. Ainsi, pour tout &k € N
et n >k, ty —t, < S/U(t,) = (1+8)k"S/U(t). D’oti, pour tout
keN:

(T —t)U(te) = > (tur1 — ta)U(t)

n==k

< S (14)k
n==k

1
= 9(1+=

ce qui démontre le lemme, vu que la singularité est de type II. O
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Le théoréme suivant montre qu’il existe une suite de "morceaux de
solutions" normalisés qui converge vers une solution limite non triviale.

Théoréme 4.19. Soit F' une solution de [’équation 1. Supposons qu’au
temps T la courbe développe une singularité du type II, alors il existe
(P, tn),en une suite singuliere essentielle le long de laquelle les solu-
tions normalisées F,, convergent de maniére C'* wvers une limite lisse,
non triviale Fy,, qui est une solution du flot existant sur lintervalle
] — 00, +00].

Démonstration. Soit (pp,tn),cy Une suite singuliére essentielle satisfai-
sant le lemme précédent. Posons a, = —MA2t, et w, = N3(T —t,).
Puisque U(t) — oo, on a lim,,_,,, a;, = —00 et la suite des w, est telle
que w, — oo d’aprés le choix des t,,.

Sous réserve d’existence, une solution limite peut étre une famille de
courbes non compactes. Il serait donc plus convenable de changer de
point de vue et de regarder les solutions comme des familles de courbes
périodiques F, : R X [—a, wo[— R? tel que F,(0,.) = Fy(pn,.). On va
alors paramétrer les courbes par I'abscisse curviligne d’origine 0 € R.
Pour alléger les notations, on notera ¢ le nouveau temps (c’est-a-dire
que t appartiendra aux intervalles [—a;,,,w,[). Définissons un nouvel
opérateur

) 0 0

avec ¢, (s) = [ k2ds, alors
50, 00 00 00 0p(s)0 90
5005~ s T asas “asar T as o5 "a50s

0 0

20 20

_knas k”@s

=0.

¢n est donc choisi de telle maniére a avoir une indépendance entre les
variables temporelle et spatiale.

Alors les lemmes 4.17 et 4.18 permettent d’affirmer que pour tout
compact K C R, il existe une suite (¢;);eny indépendante de n tel que :

oT, |

te K —_—
vie K, 0s!

<Cl

dés que 3(;571 est définie pour tout temps dans K (c’est-a-dire & partir

de n assez grand). Grace a expression de ¢,(s) et 'équation o _

2 = ot
2 . . . .
%52 + |8a_s’2?v on peut également voir qu’il existe sur les compacts

de Rx]| — 00, +00[ une borne uniforme sur toutes les dérivées mixtes




FLOT DE RACCOURCISSEMENT DES COURBES 39

FIGURE 4. Famille de type "Grim Reaper"

2

DOy | des quelles existent. Par le théoréme d’Ascoli-Arzela, il existe

5tI 9sk
une sous suite de (pp,t,),cy le long de laquelle le vecteur tangent
T, (s,t) converge uniformément sur les compacts de Rx] — oo, 400|
vers une limite C* T (s,t). On obtient alors une solution du flot 1
]*?oo en intégrant le vecteur tangent. Notons enfin F,, une période de
F(éventuellement infinie). Par des arguments similaires a ceux de la
fin de la preuve de la proposition 4.5, a tout temps ¢, Fio (., t) est 'image
d’une immersion lisse injective propre (voir [11] proposition 4.1.4 pour
les calculs détaillés). De plus F, n’est nécessairement pas une famille
de droites, puisque k2 (0,0) = 1. O

Théoréme 4.20. Soit F' une solution de l’équation 1. Supposons qu’au
temps T la courbe développe une singularité du type I, alors il existe
une suite singuliere essentielle (pp,ty), oy le long de laquelle la limite
des courbes normalisées est une famille de courbes de type "Grim Rea-
per”.

Les courbes de type "Grim Reaper" sont données par ’équation
y = t — logcos(z) (voir figure 4.2.2). Donnons les idées principales
de la preuve. On peut montrer que la solution limite est une famille
de courbes Fi(t) ou t €] — 0o;400| telle que chaque Fi(t) est une
courbe convexe ayant deux branches infinies le long desquelles la cour-
bure tend vers 0. De plus elle tourne d'un angle 7 au sens suivant :
[ kds = 7. Si l'on parameétre la courbe grace aux variables 6 et 7, ou 6
est 'angle entre ’axe des abscisses et la tangente et 7 = t mais étant
indépendant de 6, il est alors possible de montrer que dk/0t = 0 en
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utilisant I’équation d’évolution

2
% - /{;2% By
or 00?
sur des courbes fermées simples qui approximent les courbes F..(7).
Or une famille de courbes plongées qui ne sont pas toutes des droites,
solution du flot 1 et satisfaisant la condition 0k/97 = 0 est forcément
un Grim Reaper.

4.3. La preuve de Huisken. Dans la partie 3, on a vu que partant
d’une courbe initiale convexe, la solution du flot existe en tout temps et
les courbes convergent vers un point. Dans cette partie on s’intéressera
plus généralement au cas ot les courbes initiales sont plongées, simples
et non nécessairement convexes. On se donne donc une famille F' :
S' x [0, T] — R? obéissant a 1’équation du flot de raccourcissement

d —
—F(u,t) =k
dt (u.?) ’

%
k = kN désignant le vecteur courbure de la courbe. On définit de ma-

niére générale, sur des courbes non nécessairement fermées, la distance
intrinséque de la courbe :

[:S'xS'"%x[0,T] =R
q

(p,q,t)—>/ dsy,
p

s; 'abscisse curviligne (a t fixé) sur v = F(.,t) et la distance extrin-
séque

d:S'xS'x[0,T] =R
(p7 q, t) - ||F<p7 t) - F(Q? t)||]R2
Le rapport % mesure en quelque sorte a quel point la courbe est proche

d’une droite. Sur des courbes fermées, au lieu de [ on utilisera plutot
Y(l) = Lsin(i), L étant la longueur totale de la courbe. Le rapport %

s

mesure alors la circularité de cette courbe.

Théoréme 4.21. Soit F : S' x [0,T] — R? obéissant a l'équation

du flot 1. Alors le minimum de % est une fonction croissante. Il est
strictement croissant sauf si % vaut identiqguement 1 et dans ce cas,

F(S') est un cercle.
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Démonstration. En dehors de la diagonale de S! x St les fonctions d et
1) sont lisses, on va alors prouver que si % atteint un minimum spatial

local tel que %(p, q,to) < 1 pour (p,q) € St x St et ty € [0, 77, alors :

%(d/w)(p, q,to) > 0.

Fixons donc ¢y et considérons s le paramétrage par longueur d’arc sur
F(S'). Sans perte de généralité, on peut supposer 0 < s(p) < s(q) <
sorte que I(p, q,ty) = s(¢) — s(p). On a alors par hypothése

8()(d/)(p, g, to) = 0, 0*(€)(d/v)(p, g, t0) >0

ot 6(€) et 6%(€) désignent respectivement la premiére et deuxiéme varia-
tion par rapport au vecteur £ appartenant a I'espace tangent de S' x S*
en (p,q): & €T,S}) 0T 81 Pour exploiter au mieux ces renseignements,
on définit :

F(q,t) — F(p,to)
d(p, q, to)

Remarquons que e; et ey sont dans T,S; & T,S; . Evaluons alors les
relations en £ = e; @ 0, puis en £ = 0 @ ey, on obtient :

d
EF(q,to) et w=

d
%F(pa tO) €2 =

€1 =

d Im
(7) (w,e1) = (w, ea) = ” cos(f).

Puis, on calcule la dérivée temporelle de d/1) en utilisant I’équation
d’évolution 1 et £ (ds) = —k*(ds) :

d . d 1 d d, L l
) = g Flato) = Fouto). F (g t0) = K (prto) = 5 3 (Zsin( )
= %(w, k (q,to) — ?(p, to)) + Wsma/ k*ds
—l—%cos(a)/p deS_W_lLCOS( )/ k%ds,

ou 'on a introduit le parameétre o = %r, 0<a<i.

On distingue alors deux cas :
Premier cas : e; = ey. On choisit & = e; + e; dans 'équation de la
seconde variation, on a :

1

0< & (ex+ e2)(d/) = S, % (g,t0) — F (p, t0))-
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On alors :
d d d d a dl
> — k*ds + — cos(a / k*ds — —— cos /des
dt(¢) o ) e (a) : L (a) .
d (1—100504)/ k2d3+icos(oz)/ k*ds
T Ly (G st (Uh » '

Notons que E cosa = a(tana)™! < 1 puisque par hypothése 0 < a <

s

5.

Deuxiéme cas : e; # ey. Dans ce cas on a : e; + ey est paralléle a w,
car tous les deux sont orthogonaux au vecteur e; — e, on utilise alors
I’équation de la seconde variation cette fois pour le vecteur £ = e; — eg

on alors :

2d 1

d(er — e2)(d/v) = T E@U,@l + €g).
et alors & (p, ¢, to), sachant que |e; + es]* = 4(d—2) cos*(Ir/L), on a :
2d
0 < 6¥(ex = ex) (/) = 5w, R (a.t0) = F .t} +

Il vient alors, en reportant dans I’équation de la dérivée temporelle :
d  d d l 47%d
> 1—— k*ds —
dt<w)_L¢( wcosa)/gl s 70
d q
+ — cos(a )/ k*ds > 0.
v p
Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

(L) (1) = (L) ==

=L

Ainsi,
d d d T, A?]?
£<¢) l¢2 cos( )(l/p kds — 72 )

mais remarquons que

q q 2
l/ k2ds > </ kds) = (2
p p

avec 0 < B < 7 représente I'angle entre e; et ey; comme e; + ep est
paralléle & w et (w,e1) = (w, ey) alors :

cos(=) = (w,e1) = — cos(a)

2 ’ (4
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Par I’hypotheése faite au début, en (p, q,ty) on a d/v < 1 et il s’ensuit

alors cos(g) < cos(a), si bien que o < g et par suite
1 4?2
l/k2d8252>4a2: ,
12
p
ce qui achéve la preuve du théoréme. O

Théoréme 4.22 (Grayson [6]). Le probleme du flot de raccourcisse-
ment admet une solution C*° sur un intervalle de temps [0,T] et la
solution converge vers un point en devenant circulaire.

Démonstration. L’existence en temps court est prouvé dans 'article de
Gage et Hamilton [3]. Considérons le premier instant 7" ou la solution
n’est plus définie au dela de T'. Grace aux théorémes 1.10 et 1.9, cette
situation n’est possible que si limsup,_ ,, max, k(u,t) = oo, c’est-a-
dire si une singularité apparait. D’apres les résultats de classification
des singularités, si (T — t) max, k?(u,t) reste borné, alors la famille de
courbes du flot "tend" vers une famille de cercles se rétrécissant de
maniére homothétique, au sens du paragraphe 4.1. Le deuxiéme cas
correspond a limsup, (T — t) max, k*(u,t) = oo, c’est a dire une singu-
larité du type II : par le théoréme 4.20, il existe une suite de familles de
courbes du flot renormalisées dont la limite est une famille de courbes
du type "Grim Reaper". Or sur une courbe de cette famille le rapport
d/l devient arbitrairement petit et d/v est du méme ordre de grandeur
que d/l lorsque la longueur L d’une courbe fermée tend vers l'infini
et lorsque ces fonctions (toutes deux invariantes par normalisation)
sont appliquées & deux points "proches". Cette observation contredit
le théoréme 4.21 et ce cas est par conséquent impossible. O

5. VERS UNE GENERALISATION DES RESULTATS

Par le présent mémoire, on peut dire que le comportement du flot
de raccourcissement dans le plan euclidien est bien compris pourvu
que 'on parte d’une courbe initiale plongée et fermée. Il existe des
prolongements de ces résultats dans différents sens. Dans un premier
sens, on peut s’intéresser aux courbes plongées dans le plan non fer-
mées : cette question a été traitée entre autres dans [10]. Un deuxiéme
sens consiste a regarder les courbes plongées dans des surfaces Rieman-
niennes convexes a l'infini (c’est-a-dire telles que I'enveloppe convexe
de tout compact est compacte). On démontre alors (voir [7]) que la
courbe se rétrécit soit sur un point, soit sur une géodésique fermée, ce
qui d’ailleurs fournit une preuve du théoréme des trois géodésiques fer-
meées. Enfin, un dernier sens développé dans [8] consiste a étudier I'effet
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du flot de la courbure moyenne sur les hypersurfaces de R™; on dé-
montre alors que sous certaines hypothéses, les surfaces se contractent
en des points et la forme limite est celle d’une sphére. Il reste cependant
encore des problémes ouverts qui constituent des sujets de recherches
actifs, citons le cas des hypersurfaces non compactes et des hypersur-
faces a bord (voir [11]).
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