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Introduction

Historiquement, les premieres application de la théorie des modeles étaient
dues a I’élimination des quantificateurs dans certains modeles simples. Par
exemple, le théoreme d’Ax a été déduit de I’élimination des quantificateurs
dans les corps algébriquement clos.

Suivant cette démarche, les modélistes ont tenté de démontrer 1’élimination
des quantificateurs dans de nombreux modeles. L’étude des nombres p-
adiques, débutée par Ax et Cochen, s’est révélée particuliérement fructueuse
une fois I’élimination des quantificateurs démontrée par Macintyre en 1976,
débouchant en particulier sur la résolution de la conjecture d’Artin dans le
cas p-adique. Nous nous intéresserons une autre application : la rationalité
des séries de Poincaré P et P.

Historiquement, la rationalité de P a été démontrée par Igusa et Meuser
en utilisant le théoreme d’Hironaka sur la résolution des singularités, celle
de P, apres avoir été conjecturée par Serre et Oesterlé, par Denef.

C’est cette derniere approche que nous suivrons dans ce rapport.

Nous tenons & remercier Martin Hils et Silvain Rideau pour leur enca-
drement enrichissant et motivant.



Résumé

Afin de démontrer I’élimination des quantificateurs dans Q,, nous uti-
liserons une stratégie de ”va-et-vient” (théoreme 4.1.9) qui nécessitera une
bonne compréhension des extensions de corps valué. Nous étudierons donc
dans un premier temps l’algebre des corps valués, nous concentrant sur
I’étude de leurs extensions et de leur théorie de Galos, avec une attention
particuliere envers les corps Henséliens.

Nous en déduiront alors que, sur le langage Ly[,. de Macintyre, la
théorie pCF des corps valués henséliens de corps résiduel isomorphe a I,
dont le groupe de valeurs est un Z-groupe de plus petit élément v(p) admet
I’élimination des quantificateurs et est donc la théorie de Q,.

Cette élimination des quantificateurs permet alors une bonne compréhension
des ensembles définissables dans Q. Nous montrerons en particulier le
théoreme de décomposition cellulaire 6.4.3 permettant de partitionner fi-
niment les ensembles définissables en de sous-ensembles sympathiques.

Cette bonne compréhension des ensembles définissables rend alors 'intégration
sur ces derniers aisée, ce dont nous déduirons le théoreme de rationalité abs-
trait 6.3.3 affirmant que certaines fonctions définies par une intégrale sur des
ensembles définissables de Q) sont essentiellement des fonctions rationnelles.

Finalement, les séries de Poincaré P et P, définies comme séries de
comptages associées a des variétés de ), seront essentiellement de la forme
précédente et nous prouverons donc qu’elles sont des fonctions rationnelles.



Chapitre 1

Rappels sur les valuations

1.1 Groupes ordonnés

Un groupe ordonné est une structure (G,+,—,<,0) dans le langage
Lco = {+,—, <,0} qui respecte les axiomes qui disent que G est un groupe
et < est un ordre total sur G qui respecte ’opération, c’est a dire pour tout
g<hetudans G, g+u < h+uetu+g < u+ h. Le groupe sera dit
archimédien si Vz,y > 0, dn € N : nx > y. Il ne faut pas oublier que ce
n’est pas le cas général.

Définition 1.1.1. Le groupe des entiers Z est évidemment un groupe or-
donné. Soit Th(Z) sa théorie dans le langage Lco,1 = Lco v {1}. On dit que
une Lgo,1-structure G est un Z-groupe si G = Th(Z). C’est un résultat clas-
sique le fait que la théorie Th(Z) est axiomatisé par la théorie des groupes
abéliens ordonnés sans torsion, a laquelle on rajoute les axiomes :

Vex>0—->z>1
et le schéma d’axiomes
17"z Yy (/\:1:, —xj # ny) vn e N~Y,
i£]

Remarque 1.1.2. Si on ajoute au langage Lgo la constante 1 et les prédicats
1-aires {P,| n € N}, et on ajoute a la théorie des Z-groupes les axiomes

Vz(P,(z) «— Iy ny = )

la théorie ainsi obtenue admet I’élimination des quantificateurs.

1.2 Extension d’anneaux

Soit R un anneau intégre, R ¢ K corps, a € K est dit entier sur R si
il existe un polynéme unitaire p(z) € R[z] tel que p(a) = 0. Si tout a € K
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8 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES VALUATIONS

entier sur R est dans R, alors on dit que R est intégralement clos dans K.
Si R < S et tout élément de S est entier sur R on dit que R — S est une
extension entiére.

Remarque 1.2.1. Sont équivalentes :
— a entier sur R;
— R[a] est un R-module de type fini;
— il existe B D R|a] anneau tel que B est un R-module de type fini.

Si A est un anneau integre, on note K (A) le corps des fractions de A.

1.3 Valuations

Soit R un anneau integre. Une waluation v sur R est une application
v:R—->Tu{ow}ou (I, +,—,0,<) est un groupe ordonné, satisfaisant pour
tout a,be Ret yel':

1. v(a) =0 e—>a=0

2. v(a +b) = min{v(a),v(b)}

3. v(ab) = v(a) + v(b)

4. y<ooety+w=00
Remarque 1.3.1. Soit (K, v) un corps valué.

1. v(1) = v(=1) = 0, v(ab~!) = v(a) — v(b)

2. v(a) < v(b) = v(a +b) =v(a)

n

3. si ’U(Z a;) > min{v(a;)} = 3i # j tels que a; = a;

i=1

Soit O, := {a € K| v(a) = 0}, M, := {a € K| v(a) > 0}, O, est
appelé anneau de valuation, dont M est 'unique idéal maximal. Clairement,
v(a) < vb) = v(ba™!) = 0= ba"' € O, et O, est intégralement clos dans
K carsi a® +bia™ ' 4 --- 4+ b, = 0 avec b; € O,, alors v(a) < 0 = v(a") <
v(bia""") = v(0) = v(a™) ce qui est absurde.

Définition 1.3.2. Le corps O,/M,, est appelé corps résiduel, noté k, et la
projection O, —> O, /M, est appelée application résiduclle.

Remarque 1.3.3. Dans la suite sera important de pouvoir, & partir de O,,
retrouver le corps K et la valuation v. En effet :
— K est le corps des fractions de O, ;
— M, est I’ensemble des éléments non inversibles de O,,, et le seul idéal
maximal de O, ;
— Ky = Op/ My, res : Oy —> Oy/ M, ;
— I est naturellement isomorphe a K*/O¥ car K* —> T est surjective,
avec noyeau OF. L’ordre sur I est défini par v(a) < v(b) «— ba~! € O,
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1.4 Anneaux de valuation

Si R est un anneau commutatif integre, K son corps des fractions, on
dit que R est un anneau de valuation siVae K a¢ R= a ' e R. Avec la
construction ci-dessus, si R est un anneau de valuation, alors il est I’anneau
de valuation d’une unique valuation sur K, de groupe de valeurs K*/R*.

Définition 1.4.1. Soit K corps, et v : K — 'y u {0}, w : K — Ty, U
{oo} valuations sur K. On dit que v et w sont équivalents si il existe un
isomorphisme de groupes ordonnés ¢ : I'y, — I'y, tel que w = ¢ o v.



Chapitre 2

Nombres p-adiques

2.1 Valuations sur Q

Si v est une valuation non triviale sur Q, par 1. et 3. dans 1.3.1 on a que
v(n) =v(l+---+1) 2 v(l) =0donc Z < O,. Soit Z = Z n M,. T est
maximal et v non triviale, donc Z = pZ avec p = 2 premier. Alors, le groupe
des valeurs est isomorphe a Z, ou 1 = v(p), et v(p™a) =nsia Arp=1.Si
qe Q, il existe n,a,btelsquepra=pab=1,q=3p", doncv(q) = n. On
appelle v valuation p-adique sur Q, de groupe de valeurs Z et corps résiduel
F, = Z/pZ. On note v, la valuation p-adique sur Q.

2.2 Topologie, Z,, Q,

Soit (K, v) corps valué, I" groupe de valeurs. On considére I’ensemble
7:={B(a,v)| a€ K,yeT} ou B(a,v) = {zre K| v(a—z) >~}

Alors 7 est base d’une topologie sur K, car si ¢ € B(a,71) n Blasg,72)
et 1 > 72, alors B(e,71) < B(a1,71) n B(az,72) (en effet v(z — a;) =
v(x —c+c—a;) = min{v(x — ¢),v(c —a;)}).

Remarque 2.2.1. Quand I' est archimédien on peut supposer I' ¢ R, donc
a — e~ egt une norme qui induit la topologie ci-dessus sur le corps K.

Définition 2.2.2. Le corps des rationnels p-adiques @Q, est la complétion
de Q avec la norme |¢| = e~%(@). Il est facile de voir que le suites de Cauchy
dans Q pour la topologie p-adique sont les (x,), telles que pour tout N
il existe m avec v(xp+1 — xy) > N ¥n > M. Alors la limite = de (zy,), a
valuation vp(x) = limg—, o0 vp(2n).

On note Z, = Oq, I'anneau des entiers p-adiques.

Remarque 2.2.3. v, est bien définie sur Q, car si vp(xn+1 — Tp) -5 4o
alors AN ; Vn > N, v,(2,,) = vp(zn). De plus on veut v,(z — z,) —> +00,
ce qui n’est possible que si on a ultimement v,(x) = vy(zy).

10



2.2. TOPOLOGIE, Zp, Qp 11

Concretement on peut penser Z, comme I’ensemble des suites (a,,) d’en-
tiers tels que 0 < a, < p" et apy1 = a, (mod p"), avec les opérations
définies par

(an) + (by) = (cn) «—>VYn ap +b, =c¢, (mod p")

(an)(bp) = (cn) «— Vn anb, =¢, (mod p"),

ou l'on identifie Z avec les suites ultimement constantes par
x— (x (mod p")),

et ot la valuation v, est donnée par vy((an)n) = sup{n| a, = 0}.

En effet, la valuation y est positive, Q est dense dans le corps des fractions
@p de cet anneau (muni de la valuation naturelle) et toute suite de Cauchy
de Q y est convergente, ce qui est bien suffisant pour affirmer @p = Qp.

Effectivement, si EZ:; e Qp, et (a)), est défini par

aN'—{ anp, sin< N

ay sinon
alors
(anN) (an) (anN) N—>w
o) CLet <<bn> - (bﬁ)) 7

d’ou la densité de Q.

De plus, si (zj) est une suite de Cauchy de Q, sa valuation étant ulti-
mement constante, on peut apres multiplication par le puissance de p idoine
la considérer comme appartenant a Z. Comme vp(2g+1 — k) LN ~+00, pour
tout n (xy) sera ultimement constante modulo p”, valant a, € [[0;p" — 1].
Alors, la suite des (z3) convergera bien vers 'élément (a,,) de Q,.



Chapitre 3

Extensions algébriques et
corps Henséliens

3.1 Un résultat d’algebre

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1. Soit (K,v) corps valué et L une extension galoisienne
algébrique de K. Alors v s’étend a une valuation w de L, et si w' est une
autre valuation de L étendant v, alors 3o € Auwt(L/K) : w' =woo.

On utilisera sans démonstration les propriétés simples de la localisation,
et le lemme de Nakayama.

Lemme 3.1.2. Si R < S est une extension entiere, P un idéal premier de
R, alors il existe un idéal premier Q < S tel que Q N R =B. On dit que Q
est au-dessus de B. De plus, P est mazximal si et seulement si Q [’est.

Démonstration. On peut se réduire au cas ou R est un anneau local : il
y a une correspondance entre idéaux premiers de Ry et idéaux de R qui
intersectent B en (0), de plus Ry < Sy est encore une extension entiere,
et les idéaux premiers de Sy au-dessus de ‘PRy correspondent a idéaux
premiers de S au-dessus de 3. On suppose donc R local ; il suffit de montrer
que BS # S, car dans ce cas PBS est contenu dans un idéal maximal de 5,
et si 9Q est un tel idéal, P < Q N R, et Q N R est un idéal de R, qui ne
contient pas 1, donc est égal a 3.

Si par I’absurde S = 5, on a

n
122617;82‘ aieiﬁ, SiES.
=1

Alors R[s1,...,Sn] est un R-module fini (car s; est entier sur R) avec
PBR[s1,...,5.] = R[s1,...,8n], donc par le lemme de Nakayama R|[s1,...,s,] =
0, contradiction.

12



3.1. UN RESULTAT D’ALGEBRE 13

Supposons maintenant que P est maximal dans R. Alors R/ est un
corps, R/ — S/Q est une extension entiere, donc S/Q est un corps aussi,
et Q est maximal (si b € S/Q alors R/[b] est un corps, donc b~ € R/RB[b] =
S/Q).

Inversement si Q est maximal, S/9Q est un corps, et R/P — S/Q est
une extension entiere. Si R/ n’est pas un corps, il existe un idéal maximal
9 dans R/, donc il existe un idéal premier MM < S/Q au-dessus de I,
contradiction. O

Théoréme 3.1.3. Soir R un anneau de valuation, K son corps des frac-
tions, K — L une extension de Galois finie, S < L la clotire intégrale de R
dans L. Si B est l’idéal mazimal de R, et Q,9Q" des idéaux de S au-dessus
de B, alors

1. Sq est un anneau de valuation, L = K(Sq) et la valuation induite sur
L étend v.

2. il existe 0 € G = Gal(L/K) tel que o(Q) = Q', et les valuation corres-
pondants a Q et Q' ne sont pas équivalentes.

Inversement si w est une valuation sur L que étende v, il existe Q < S idéal
tel que Oy, = Sq.

Démonstration. 1. Soit y € L, et soit Py(z) = 2™ + apz" ' + -+ a, €
K[z] le polynéme minimal de y sur K. On a y € S si et seule-
ment si Py(z) € R[x]. Supposons ¢a ne soit pas le cas, alors v(a,) =
min{v(a;)| i < n}, et Po1 = a,' X"P,(X ') est dans R[z], et donc
y~! e S. L’idéal maximal de Sq est QSq, et QSq N R = P, donc la
valuation induite par Sq sur L étend celle induite par R sur K.

2. Supposons o(Q) # Q' Vo € G clest a dire 0Q # 7Q' Vo,7 € G.
D’apres le théoréme du reste Chinois, (2, Q' maximaux = cQ+70Q' =
S) on obtient un x € S tel que

x=1 (modoQ)VoeG
r=0 (modoQ)VoeG

yznaac

oceG

Le produit

est fixé par l'action du Galois, donc y € Q' n R = P (car R est
intégralement clos dans K). x ¢ 0 pour tout o € G, donc oz ¢ 9
pour tout o € G, mais £ est premier, donc x ¢ Q, contradiction.

Or, si w est une valuation sur L étendant v, S < O,,. En effet soit a € S,
et a”+bya" "1 +---+b, = 0avec b; € R; alors si w(a) < 0, w(a™) < w(ab;)
pour tout i > 0, donc o = w(0) = w(a® + ba™ ! +--- +b,) = w(a") ce
qui implique a = 0. My, NS = Q est un idéal maximal de S donc I'anneau
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Sq est exactement "anneau de valuation de w, d’apres la premiere partie du
théoreme. De plus, deux valuations équivalentes sur L ont méme anneaux
de valuation, donc évidemment les valuations induites par deux différents
idéaux au-dessus de P ne sont pas équivalents. O

On obtient comme corollaire le théoréeme 3.1.1 :

Démonstration. Soit R ’anneau de valuation de v, 8 'idéal maximal de R.
Si S est la clotiire intégrale de R dans L et 9 est un idéal de S au-dessus
de B, alors Sq est un anneau de valuation dont la valuation étend v.
Si maintenant w,w’ sont des valuations étendant v & L, I, M, sont des
idéaux de S au-dessus de 3, et pour le théoreme 3.1.3 il existe o € Gal(L/K)
tel que oM, = M, de plus o laissant invariant S, o(Oy) = o(Sm,) =
So(m,) = Sm,, = Oy, donc woo = w'

O

Dans la suite on va étudier certaines propriétés des extensions des corps
valués.

3.2 Notation

Si K < L corps, v une valuation sur K et w une valuation sur L qui
étend v, on note (K,v) < (L,w). On note les corps résiduels et les groupes
de valeurs, respectivement kg, kr,'x,I'r. Si (K,v) € (L,w), 'k < T et
KK C Kr, car le noyeau de l'application O, —> O,/ M,, est My,nO, = M,,
donc

O/ My — O/ My,

est injective.
En général les inclusion seront strictes, on note f = f(L/K,w) := [kL : kK]
le degré d’inertie de w sur K, et e = e(L/K,w) := [w(L*) : T'k] indice de
ramification de v dans (L,w). On se demande, dans le cas o K < L est
une extension finie de corps valué, quand est-ce que on peut la décomposer
en une tour d’extensions simples qui vérifient chacune une des conditions
suivantes :
— f =[L: K] auquel cas on dit que I’extension est totalement résiduelle,
etona kg S krpet g =1;
— e = [L : K], auquel cas on dit que l'extension est totalement ramifié,
etona kg =rkp et 'g CI'p;
— kg = k1, et ' = ', auquel cas on dit que 'extension est immédiate.

Proposition 3.2.1. Soient (K,v) c (L,w) corps valués. Soient ay,...,a, €
O, tels que resaq,...,resa, soient linéairement indépendants sur Ki, et
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bi,...,bs € L* tels que w(by) + Tk, ..., w(bs) + Tk soient deuz-a-deux dis-
joints. Alors les éléments a;b; 1 <@ < r, 1 < j < s sont linéairement
indépendants, et, si les c;; € K sont non tous nuls,

w(Z aibjcij) = minfw(b;) + v(ei)}-

Démonstration. 11 suffit de montrer la deuxieme assertion. Soit I ’ensemble
des paires (i,j) telles que v(c;j) + w(bj) = § = min; j{v(c;;) + w(b;)}.
Alors dans [ apparait exactement un indice parmi les j, en effet si j #
7', w(eij) +w(b;) = v(cij) +w(by) alors w(b;) —w(bj) € Tk, contradiction.
Donc I = {(1, jo)| w(bjy) + v(cij,) = 6}. Montrons que

w (Z cijoaibjo) = 9.

3 e .. 71
En effet, si ¢;yj, # 0, et dj := ¢jjo¢; ;, on a

w (Z Cz‘joaz'bjo) = w(Cipjobjo) + w (Z di@i)
i i
avec v(d;) = 0, donc d; € O, et la combinaison linéaire

res(z dia;) = Z resd;resa; # 0

car res(d;,) = resl = 1 et les resa; sont linéairement indépendants. Donc,
comme Vr € Oy w(x) = 0 et w(z) > 0 «— resx = 0, on obtient que
w (3, Cijoaibjy) = w(Cigjobjo) = v(Cigjobj,) = . En conclusion, comme

wl D eyaid; | = min foley) +wb)} >d=w| D chaib; |,
(i) e (el

en utilisant 2. dans 1.3.1 on obtient le résultat. O

3.3 Groupes de décomposition et d’inertie

Soit (K,v) < (L,w), avec K — L extension de Galois de degré n,
G = Gal(L/K). On définit le groupe de décomposition de w dans L comme :

Giecw = {0 € G| 0(My) = My} < G.

Vu que O, est obtenu en localisant O en O N M,,, on peut définir de facon
équivalente

Giecw = {0 € G| 0(0O n My) = O n My}
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On a facilement que si w’ = w o o, alors
Gaecr = {7 € G| T(My) = My} = {7] ot (M) = o "My} = JflGdequ

et que les extensions distinctes de v correspondent aux classes latérales de
Gdecw, c'est a dire si [G : Ggee] = g et 71,...,7, sont des éléments de
G tels que GeeTi N Gaecj = & Vi@ # j, alors les extensions de v sont
{fwor|i=1,...,g}.

On définit L9 comme étant le corps fixé par Gge, alors pour la corres-
pondance de Galois on a que

Gee = Gal(L/L%).

L’extension L% ainsi construite est la plus petite sous-extension K <
L% < [ telle que la restriction de la valuation w & L% admette une unique
extension & L. En effet d’apres le théoreme 3.1.1 les extension de w|;ac. sont
du type woo, ot o € Aut(L/L%), mais par définition Aut(L/L%*®) = Gge. =
{o| wo o = w} donc il existe une unique extension.

On admet le résultat suivant :

Théoréme 3.3.1. K — L9%C est une extension immédiate.

3.4 Corps Hensélien

Définition 3.4.1. Soit (K, v) corps valué. (K,v) est dit Hensélien si pour
tout polynéme f(x) € Oy[z], pour tout a € O,, sires f(a) = 0, res f'(a) # 0
alors il existe b e O, tel que f(b) =0 et resb = resa.

Remarque 3.4.2. En ce cas b est 'unique élément de O, satisfaisant f(x) = 0
et v(z —a) > 0. En effet si ¢ # b est un autre tel élément, on a (x — b){x —
c)|f(x), donc res(x — b) res(z — ¢) = (z —resa)?|res f(z), donc res f'(a) = 0,

absurde.
Théoréme 3.4.3. Soit (K,v) un corps valué. Sont équivalents :
1. (K,v) est Hensélien ;
2. Si L extension algébrique de K, alors v a une unique extension a L ;

3. Si f(x) € Oyfx] est telle que v(f(0)) > 2v(f'(0)) alors il existe b e O,
tel que v(b) = o(f(0)) — v(f(0)) et F(b) = 0.

Le fait que les extensions algébriques d’un corps Hensélien prolongent de
fagon unique la valuation sera utilisé dans la démonstration de I’élimination
des quantificateurs dans le corps des p-adiques.

Démonstration. On a que pour toutes valuations sur L*P il existe une unique
extension a L. En effet 'existence est vrai en général et est un résultat
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classique (voir [6] chap. 3.1), et I'unicité suive du fait que si a € L\L*, et
2™ — a™ est le polynéme minimal de a sur L*%, alors v(a) = 2v(a"). D’aprés
le théoreme d’existence d’extensions cité ci-dessus on voit que la condition :

”pour toute L extension algébrique de K, alors v a une unique extension a L”
est équivalente a la condition
"pour toute L extension de Galois de K, alors v a une unique extension a L”.

On suppose donc L normale et séparable sur K, et soit w une extension de
v & L, Ggee son groupe de décomposition et L4 corps fixé par Gec.

1) = 2) Soit id = 7,...,7, un ensemble de représentant des classes
latérales de Gyee, et O la clotire intégrale de O, dans L9°. Vu que
Ti(My N O) + 7;(My, 0 O) = O on peut appliquer le théoreme du
reste chinois et obtenir un a € O tel que :

—ag¢ My

—a€eTiMysii=2

En particulier a € oMy, Yo ¢ Ggee. Si f(z) € Oy[x] est le polynome
minimal de a, f(z) = [[i, (x —a;) et a = ay, alors les autres ra-
cines sont de la forme a; = oa avec 0 ¢ Ggec, donc res f(x) =
[T, (x —resa;) = 2" !(z — resa) donc resa est une racine simple
de res f(x), ce que implique qu’il existe b € O, tel que f(b) = 0,
contradiction.

2) = 1) Soit f(z) € O[z], a € O, tels que v(f(a)) > 0, v(f'(a)) > 0.
On peut supposer f irréductible. On montre que deg f = 1, ce qui
entraine qu’il existe un b tel que f(b) = 0 et resb = resa.

Si by,...,b, sont des racines de f, pour tout i,j, w(b;) = w(b;) par
unicité de w (car Gal(L/K) agit transitivement sur {bi,...,b,}). Soit
v = w(b;). Soit

flx) = cn(x —bj)=c (Z akxnk>

i=1 k=0

Siy <0, v(an) < wv(a;) car v(a,) = ny < iy < v(a;) pour tout i < n,
donc res f(z) = res(ca,) sur O,, mais res f(x) n’est pas constant,
contradiction. Siy > 0 on a res f(z) = res(c)z"™ doncn =1 et f a une
racine dans O,.

Supposons alors que v = 0. On peut donc supposer ¢ = 1. res f(z) =
[1; (@ —resb;). Vu que f est irréductible, res f(x) est une puissance
du polynéme minimal d’une de ses racines. En effet Aut(xr/kx) agit
transitivement sur {resbi,...,resb,}, car si o € Gal(L/K) telle que
o(b;) = bj, alors l'application @ : k;, — £, telle que T(resa) =
reso(a) est dans Aut(kr/kK) et G(resb;) = resb;. Donc en particulier
tous les res b; sont racines du méme polynoéme irréductible g, et res f =
g*. Vu que res f a une racine simple, k = 1 et deg f = 1.
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3) = 1) Soit res f(a) = 0, res f'(a) # 0. Alors si g(z) = f(a + ),
v(g(0)) > 2v(g’(0)), et il existe b € O, tel que v(b) = v(g(0)) = v(f(a))
et f(a+b) = g(b) = 0. En particulier v(b) > 0 donc res(a + b) = resa.

1) = 3) Soit ¢ = —f(0)/'(0), et g(z) := f(cx)/f(0). Alors g(z) € Oy[],
g(0) € M, et ¢'(0) + 1 € M,,.
0

Corollaire 3.4.4. Si (K,v) corps valué, w une extension de v a K*P,
d’idéal mazimal My,

1. Une extension algébrique d’un corps Hensélien est Hensélienne.

2. Il existe un unique plus petit corps Hensélien contenant K, qui est
en particulier le sous-corps de K*% fizé par Ggecw- 1l est unique a
K -isomorphisme prés, et on le note K.

3. K" est une extension immédiate de K.

Démonstration. 1. D’apres le point 2. de 3.4.3.

2. Soit K" := KGaccw 11 suffit de montrer que, pour toute extension
finie de Galois L de K, w|n ~; admet une unique extension a L. Mais
c’est clair car si 7 € Gdec,leh r il existe un o € Ggecw tel que T =

0| jen A1, donc le corps fixé par G e, w| n ., €St exactement K"nL eton
’ la)

obtient le résultat. En particulier si K* < L est algébrique, w admet
une unique extension, donc K" est Hensélien. Inversement un corps
Hensélien contenant K doit contenir le corps fixé par Ggec,w, donc K h
est le minimal. D’apres le théoréme 3.1.1 si w’ est une autre extension
de v & K*°%P il existe 0 € Gal(L/K) tel que Ggecor = 0Giecwo 1,
donc KCaecn = K0CGuccwo™ = g Giccw ot donc K" est unique a
K-isomorphisme pres.

3. Si K < L est une extension finie, K" n L = L€ est une extension
immédiate de K par le théoreme 3.3.1, donc K <> K" est immédiate
aussi.

O]

On conclut cette section avec un important résultat dont on ne donne
pas la démonstration :

Théoréme 3.4.5. Soit (K,v) un corps valué Hensélien, L une extension
algébrique de K de degré n, et w l'unique extension de v a L. Alors n =
e(L/K)f(L/K)x? ot d > 0 entier et x est la caractéristique de kx si elle
est positive, et 1 sinon.

Remarque 3.4.6. Une conséquence importante du théoreme 3.4.5 est que en
caractéristique résiduelle nulle, un corps valué Hensélien n’a pas des exten-
sions immédiates propres.
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On va introduire des nouveaux outils pour démontrer le méme résultat
dans le cas ou la caractéristique résiduelle est p > 0 et le groupe de valeurs
a un plus petit élément 7 tel que v(p) soit un multiple entier de .

3.5 Suites pseudo-convergentes, pseudo-limites

Soit (K, v) un corps valué de groupe de valeurs T

Définition 3.5.1. Une suite {aq}o<) d’éléments de K indexée sur un ordi-
nal A limite, est dite pseudo-convergente si il existe un ag < A tel que

v(as — ar) > v(ar —ag) pour tout o > 7 > 3 = ay.

Dans la suite on va supposer «g = 0 pour simplifier, tous les résultats se
généralisent facilement au cas ag > 0.

Proposition 3.5.2. Soit {aq}a<) suite pseudo-convergente. Alors :
1. soit v(aq) > v(ag) pour tout o > 3
2. soit il existe un yo < A tel que v(aq) = v(ay,) pour tout o > 7p.

Démonstration. Supposons 1. ne soit pas vérifié , et soit v(aq) = v(a,)
pour o < 7. Alors pour tout o > vy v(as) = v(ay,), sinon v(a, — a,) =
min{v(as), v(ay,)} < v(ay,) et v(ay, —aa) = v(ay,), ce qui contredit v(as —
a’Yo) > v(a% - aa)-

0

Remarque 3.5.3. On note que si {a,} est une suite pseudo-convergente,
v(ay — aq) = V(aa+1 — Gq) pour tout o > «a. En effet v(a, — ay) =
V(A — Gat1 + Gat1 — Aa) = V(Aat1 — Ga).

Définition 3.5.4. Un élément z de K est dit pseudo-limite de {aq}a=x si
pour tout § < a v(x — ag) = v(agy1 —ag). On note ay = .

On va étudier les extensions immédiates des corps valués.

Théoréme 3.5.5. Soit (K,v) c (L, w) une extension immédiate. Alors tout
élément de L\K est une pseudo-limite d’une suite pseudo-convergente dans
K sans pseudo-limites dans K.

Démonstration. Soit a € L\K, I = {w(a—b)|be K}. Alors I n’est pas borné,
car si b e K, il existe c € K tel que w(a —b) = w(c), donc comme 'extension
est immédiate et w(“T_b) =0, il existe d € K tel que resd = res “T_b, c’est &
dire w(aT_b —d) > 0, donc w(a — b —dec) > w(c) = w(a —b).
On choisit {cq}a<r tel que {w(a — cq)}a<n soit croissante et cofinale en I.
Alors w(cat1 — €a) = w((a — o) — (@ — cat1)) = w(a — ¢o) donc {cata<a
est pseudo-convergente. De plus {c,}a<) n’a pas des pseudo-limites dans K
(sinon si ag € K lest, w(a — ap) = w((a — ¢ca) — (a0 — ¢a)) = w(car1 — Ca)
pour tout «, mais w(a — ag) € I, absurde).

]
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On veut obtenir des résultats dans 'autre direction : étant donnée une
suite pseudo-convergente dans K qui n’a pas de limites dans K, on se de-
mande s’il existe une extension immédiate de K ou il y a des pseudo-limites.
La réponse est toujours affirmative.

3.6 Formule de Taylor

Si K est un corps, f(z) € K|x], on appelle formule de Taylor de f(x)

deg(f) ‘
fle+y) = D, Di(f(2)y’
i=0
ou D; est 'application K-linéaire de K|z| dans K[z]| telle que D;(z") est le
coefficient de y* dans (z +y)". La formule ci-dessus généralise la formule de
Taylor standard aux corps de caractéristique quelconque.

Remarque 3.6.1. Si f € K|z|, et {an} est une suite pseudo-convergente
en K, alors {f(aq)} est pseudo-convergente aussi. En effet {v(z — aq) =
v(aa+1 — )| @ < A} est finiment réalisé dans K, donc par compacité il
existe L > K ol {aq}a<x & une pseudo-limite a. On a que

deg(f) '
f(a) - f(aa) = 2 D; f(a)(a - aa)l-

i=1

On montre facilement qu’il existe un ag < A et un ig avec 1 < ig < deg f
tels que pour tout o > ayg, @ # g,

v(Diy f(a)) +igv(a — aa) < v(D; f(a)) +iv(a — aq)
donc en particulier pour a > «g

v(f(a) = f(aa)) = v(Di; f(a)) +igv(a — aa),

en particulier v(f(a) — f(aq)) est ultimement croissante, et donc v(f(a) —

f(aa)) = U(f(anrl) - f(aa))a ce que implique que {f(aa)}a<)\ pseudo-
converge (avec la définition donnée au-dessus).

Remarque 3.6.2. En particulier on obtient que si a, = a alors f(ay) = f(a).
Définition 3.6.3. On déduit que pur toute suite pseudo-convergente {aq}
et pour tout f(z) € K[z], il y a deux cas possibles :

1. il existe ap < A tel que pour tout o > ag v(f(as)) = v(f(aa,))

2. pour tout o > a v(f(ay)) > v(f(ay)).

On dit que {aq}a<) est de type transcendant si pour tout f € K[z] la
condition 1. est vérifié, et de type algébrique si il existe f € K[x] pour lequel
la condition 2. est vérifié.
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Théoréme 3.6.4. Si {an}a<) est une suite pseudo-convergente de type
transcendant dans K sans pseudo-limites dans K, il existe une extension
immédiate transcendante (K,v) c (K(z),v), ot la valuation est définie sur
les polynomes f € K|z| par

v(f(2)) = lim v(f(aa))-
a—A
De plus z est une pseudo-limite de {a}.
Inversement si (K,v) < (K(u),w) est une extension immédiate telle que
aq = u, alors

est un isomorphisme de corps valués.

Démonstration. L’application v est bien définie car {aq}a<) est de type
transcendent, c¢’est de plus une valuation : pour ¢ suffisamment grand,

v(f(2)9(2)) = v(f(as)g(as)) = v(f(as)) +v(glas)) = v(f(2)) + v(g(2))

et de méme
v(f(2) +9(2)) Z min{v(f(2)), v(g(2))}.

L’extension (K,v) < (K(z),v) est immédiate : en effet le groupe de valeurs
est le méme, et pour o suffisamment grand

v(f(2) = flaa+1)) = v(f(ao) = faa+1)) > v(f(@at1) = f(aa)) =0

donc res(f(z) — f(aa+1)) = 0 ce qui implique res(f(z)) = res(f(an+1)) et
le corps résiduel est le méme. Par définition v(z — aq) = ( — ay) pour o
grand, donc z est une pseudo-limite de {aq}a<i-

Soit u comme ci-dessus, on sait que f(aq) = f(u), vu que w(f(aq)) est ulti-
mement constant, nécessairement w(f(u)) = v(f(aqs)) pour a suffisamment
grand, et en particulier w(f(u)) = v(f(z)). O

Théoréme 3.6.5. Si {an}a<) est une suite pseudo-convergente de type
algébrique en K, sans pseudo-limite dans K, et si q(x) est un polynome
de degré minimal qui satisfait la condition 2. dans 3.6.3, il existe une ex-
tension algébrique immédiate (K,v) c (K (z),v) telle que z est racine de q,
et pour tout f(x) avec deg f < degq, v(f(z)) = limy )\ v(f(ay)). De plus, z
est une pseudo-limite de {aq}a<x -

Inversement, si u est une racine de q(z), (K,v) c (K(u),w) avec aq = u,
alors

est un isomorphisme de corps valué.
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Démonstration. Notons que ¢g(x) est de degré > 1, sinon ¢(z) = x — a, et
on aurait a, = a. De plus, ¢(x) est irréductible, sinon si ¢(x) = ¢1(z)q2(z)
soit g1 soit g9 satisfait 2. dans 3.6.3, ce qui contredit la minimalité de deg q.
Toute la preuve du théoreme est similaire a celle du théoreme 3.6.4, sauf
la démonstration du fait que v est une valuation : si f, g € K[z], deg f <
degq, degg < deggq, on a f(z)g(x) = q(z)s(x) + r(z), avec degr < degq,
donc f(an)g(aq) — r(as) = qlaq)s(ay). Or, ultimement la valuation de
q(aq)s(ay) croit strictement, et celle de f(aq)g(aq), et de r(ay) est ultime-
ment constante. Donc pour avoir égalité il est nécessaire que v( f(aq)g(aq)) =
v(r(aq)) ultimement, c’est & dire v(f(2)g(z)) = v(r(z)). O

On obtient un important résultat sur les extensions des corps valué
Henséliens :

Théoréme 3.6.6. Soit (K,v) un corps valué Hensélien de caractéristique
nulle, de caractéristique résiduelle p > 0 et de groupe de valeurs isomorphe
a Z. Alors K n’a pas d’extension algébrique immédiate propre.

Démonstration. D’apres le théoreme 3.6.5, il suffit de montrer que toute
suite pseudo-convergente de type algébrique a une pseudo-limite dans K.
Soit {an}a<x une telle suite, a une pseudo-limite dans une extension L =
K(a), et soit f(z) le polynéme minimal de a sur K (d’apres le théoréme
3.6.5 on peut supposer a algébrique sur K). On a que f(ay,) = f(a) et
f(an) = f'(a) # 0. Vu que 'k est isomorphe & Z, {v(f(an))} est cofinale
dans T, et v(f'(an)) = v(f'(a)) ultimement. On a en particulier ultimement
20(f"(aq)) < v(f(aq)), et par le théoreme 3.4.3, existe un zéro de f dans K,
c’est a dire a € K.

O

En utilisant le théoreme 3.4.5 et 3.6.5 on peu démontrer le résultat sui-
vant, qu’on admettra dans la suite :

Théoréme 3.6.7. Soit (K,v) un corps valué Hensélien de caractéristique
nulle, de caractéristique résiduelle p > 0 et tel que le groupe de valeurs T’
ait un plus petit élément 1 avec v(p) = el, pour e entier strictement positif.
Alors K n’a pas d’extension algébrique immédiate propre.

On conclut le chapitre en démontrant que le corps Q, est Hensélien.

Théoréme 3.6.8. Soit (K, v) un corps valué de groupe de valeurs archimédien,
complet avec la topologie induite par v. Alors K est Hensélien.

Démonstration. Soit p(x) € O,[z] tel que v(p(a)) > 0 et v(p'(a)) = 0. On
construit une suite de Cauchy (ay), telle qu’elle converge vers une solution
de f(z) = 0. Soit ap = a, a1 = ap — p(a)/p'(a), v := v(f(a)). En utilisant la
formule de Taylor,

degp degp
plar) = p(ag)+p(ao)(ar1—ao)+ Y Di(p)(ao)(a1 —ao)’ = Y Di(p)(ao)(a1 — ap)’
=0 1=0
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on obtient que v(p(a1)) = 2v(ap — a;) = 2y. Comme resa = resaj, on a
aussi resp/(a1) # 0. On définit ainsi a1 = an — f(an)/f (an), et on vérifie
v(f(ans1)) = 2v(ans1 — an) = 2"y, La suite (a,) est de Cauchy, et si
b e O, est une limite de telle suite, vu que p(a,) pseudo-converge vers p(b),
et v(p(a,)) = 2"y est cofinale en I', on obtient v(p(b)) = o0, ce qui est
équivalent a p(b) = 0. O



Chapitre 4

Théorie des modeles et corps
valués

Le but de cette section est de démontrer que étant donnée une théorie
T, T admet I’élimination des quantificateurs si et seulement si pour tous
modeles N, M Ry-saturés, et pour tout isomorphisme partiel o : A — B,
avec A € N, B ¢ M dénombrables, et pour tout a € N\A, il existe 7 :
A v {a} > M un isomorphisme partiel qui prolonge o.

4.1 Types

Définition 4.1.1. On dit qu'une théorie T" dans un langage £ élimine les
quantificateurs (EQ) si pour toute ¢ = ¢(Z) € Fml* il existe une formule
sans quantificateurs ¢ = () telle que

T = VZ(p(T) «— (7))
On dit que ¢ est équivalente a 1 dans T', et on note ¢ ~7 1.

Remarque 4.1.2. Pour démontrer qu’une théorie T' a ’'EQ), il suffit de démontrer
que toute formule du type 3 yo (T, y), avec ¢ sans quantificateurs, est équivalente
dans T a une formule sans quantificateurs. En effet, si ¢1 ~7 11, ¢g ~7 ),
alors 3ygy ~7 Ay et @1 Ao ~1 Y1 A2, @1 ~7 —1P1, donc par induction
sur I’hauteur de ¢ on obtient que toute formule est équivalente dans 1" a une
formule sans quantificateurs.

Définition 4.1.3. Soit M une L-structure, A < M. On dit qu'un ensemble
de L g-formules, ¥(Z) = X(x1,...,2,) est un n-type sur A si pour tout sous-
ensemble fini de X(x1,...,z,), {$1(T), ..., 0x(T)}, il existe a € M™ tel que
M ¢1(@) A -+ A (@)

On dit que X(T) est compléte si c’est un sous-ensemble maximale de Fml~4
avec cette propriété. On note S, (A) 'ensemble des n-types complets sur A.

24
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On dit que M réalise X(7) ’il existe @ € M™ tel que pour toute ¢ € X(T)
ME¢(@). Siae M™ et Ac M on définit

tp(a/A) := {o(@)| M = ¢(@)}
et on l'appelle type de @ sur A. Evidemment tp(a/A) € Sy, (A).

— En général il existe des types qui ne sont pas réalisés, par exemple
dans (Q, <), le 1-type X(z) = {x < q| ¢ > 0} U {x > 0} est finiment
réalisé, mais pas réalisé.

~ Si M est une L-structure, A = M et a,b € M™ tels que tp(a/A) =
tp(b/A), alors I'application o : AU {a} —» A u {b} telle que o], = ida
et o(a;) = b; est un isomorphisme partiel élémentaire, i.e. pour toute
formule ¢ € Fmi*, x1,...,2, € AU {@}, M = ¢(x1,...,21) <
M = ¢(o(z1),...,0(xk)).

Proposition 4.1.4. Soit M une L-structure, p un n-type complet sur A C
M, alors il existe N = M qui réalise p.

Démonstration. On ajoute n constantes au langage, c1, ..., c,, et on considere
la théorie T" = DY(M) U {¢(c1,...,cn)| S(T) € p}, ot DH(M) est le dia-
gramme élémentaire de M. Alors par définition 7" est finiment consistante,
donc consistante, et si N |=T', M < N, et les interprétations de ¢y, ..., ¢,
dans la restriction de N au langage £ réalisent p.

O

Soit ¢ une formule en L4, soit <¢>= {p € S, (A)| ¢ € p}. L’ensemble
{<¢> | ¢ La-formule} est une base d’ouverts d’une topologie sur S, (A). En
effet <z = ax>= 5,,(A), <—¢>= Sp(A)\ <> et <> N <Y>=<p A ¢Y>. 1l
est alors clair que les <¢> sont aussi une base de fermés dans cette topologie.

Sn(A) est compact avec cette topologie. En effet si (), <¢;>= &, l'en-
semble de formules {¢;}; est incohérente, donc finiment incohérent, donc il
existent 71, ...,%, tels que ¢;,, ..., ¢;, sont incohérent, et

(%] =</\¢¢j>= ﬂ <¢j;>.
j=1 j=1

On a démontré que pour tout famille de fermés d’intersection vide, il existe
une sous-famille finie d’intersection vide, donc S,,(A) est compact.

Définition 4.1.5. Soit k cardinal infini. On dit que une L-structure M est
k-saturé si pour tout A € M avec |A| < k, p € S1(A), M réalise p.

Théoréme 4.1.6. Soit M est k-saturé, A < k, A € M avec |A| < k et
T un uplet de variables de longueur \. Alors pour tout X(T) ensemble de

L(A)-formules en T qui est finiment satisfaisable dans M, ¥(T) est réalisé
dans M.
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Démonstration. On peut supposer (%) maximal. On considére les ensembles
de formules

55 = {(324)12p0(T)| () € B(T)}

ou les variables libres sont indexé sur 3. Si (mq)a<~ réalise X, alors il existe
my € M tel que (Mqa)a<y+1 réalise X yq. En effet {¢p(m,z,)| J2,6(Z) €
Y.} est finiment réalisé dans M, donc réalisé. Avec cette remarque, une
facile induction sur 8 < A montre que il existe une suite (mq)a< telle que
(Ma)a<p réalise ¥ g d’olt la conclusion.

O]

Proposition 4.1.7. M L-structure, k cardinal infini. Alors il existe N >
M k-saturé.

Démonstration. On construit, a 'aide de la proposition 4.1.4, une chaine
élémentaire (M) o+ telle que :

- Mop=M

- May1 > M, et pour tout A € M, avec |A| < k, My41 réalise tout

les types dans S1(A)

— My = y<r Ma pour A limite.
Alors M.+ > M, et si A € M,.+, avec |A| < &, il existe @ < k™ tel que
A c M, (car cof(kT) = k™). Par construction M1 réalise S1(A), et donc
M.+ aussi. O

Remarque 4.1.8. Soit M une L-structure k-saturé. Soient A € M, B < M,
avec |A| < Kk, |B| < Kk, 0 : A — B un isomorphisme partiel élémentaire.
On peut montrer sans effort que pour tout a € M\ A il existe un morphisme
partiel élémentaire @ qui prolonge o et dont le domaine contient a. On dit
que M est k-homogeéne.

Théoreme 4.1.9. Soit T une théorie dans un langage L dénombrable. Sont
équivalents :

1. T a VEQ;

2. Pour tout M |= T, N = T modéles Nq-saturés, si A < M, B < N
sont des sous-structures dénombrables telles que o : A — B est un
isomorphisme, alors pour tout a € M\A on peut prolonger o a un
isomorphisme partiel dont le domaine contient a.

Démonstration.
1) = 2) On peut supposer A = B sous-structure commune de M et N.
Soit p = tp(a/A). Soit ¢ = ¢(b,x) € p avec b € A", ¢ € Fmi*, alors
M = Fzé(b, ). Mais T a 'EQ, donc Fzé(b, ) est équivalente dans
T a une formule sans quantificateurs ¢ = 1(y), donc

M= 32600, ) A8 M = F) S N w® N e 3260, ).
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Donc p est finiment réalisé dans N, et par Nj-saturation est réalisé
en b € N (JA] < Xg). Il est clair que A U {a} — A U {b} est un
isomorphisme partiel.

2) = 1) On démontre que chaque formule de la forme 3 yo(T, y), avec ¢
sans quantificateurs est équivalente dans 7' a une formule sans quan-
tificateurs. C’est suffisant d’apres la remarque 4.1.2. Par I'absurde,
supposons que p(T) := Jy¢(T, y) ne soit pas équivalente dans 7" & une
formule sans quantificateurs. L’ensemble

T' =T u {p(a) < (b)| ¥ sans quantificateurs} u {p(@) «— —p(b)}

est finiment consistante, sinon il existe 1, ..., 1 sans quantificateurs
tels que

k
T+ (/\ pi(@) «— wi(b)> — (p(@) «— p(b)) .
i=1
Supposons k£ = 1. On obtient
T+ vz, y(¢(T) < ¥ (@) — (p(@) < p(¥))
qui implique

T+ (VE((x) e p(T)) v (VE(=(T) < p(T))))

ce qui contredit 'hypothese, car ¥ et =1 sont sans quantificateurs. Le
cas k > 1 est similaire.
Soit M }=T" un modele N;-saturé, et EM,BM les interprétations res-
pectives de @ et de b dans M. Si A est la sous-structure engendrée par
@M et B celle engendré par BM, 'application o : A — B qui envoie g™
sur EM est un isomorphisme entre A et B. Si maintenant ¢ € M est tel
que M = ¢(@", ¢), par hypothese il existe @ un isomorphisme partiel
étendant o qui contient ¢ dans son domaine, donc M k= d)(BM, o(c))
et par construction M = —3 y(b(EM, y), contradiction.

O



Chapitre 5

EQ dans les corps
p-adiquement clos

5.1 Le langage Lpfac

On considere le langage Ly[,. = {+,—,-,0,1,div,P,| n € N} ou div
est une relation binaire, et P,, un prédicat unaire. Dans un corps valué le
symbole div est interprété par

adivh «— v(a) < v(b) « ba 1 € O,.

Le symbole P,, sera interprété par P, (z) «— Jy y" = z.
On note pCF la théorie des corps p-adiquement closes dans le langage
L\ [acs OU

— pCF contient la théorie des corps valués Henséliens

— le corps résiduel est ),

— le groupe de valeurs I est un Z-groupe ordonné, i.e. un groupe abélien
ordonné sans torsion tel que Vn € N [I" : nI'| = n et avec un plus petit
élément positif

— v(p) est le plus petit élément positive du groupe de valeurs

— pCF contient le schéma d’axiomes

{Ve(Pp(z) «—> 2 #0 A3y y" =2)| ne N}

On peut axiomatiser pCF dans le langage Ly, : en effet si K est une
L\ [ac-structure tel que K est un corps valué, et div interprété comme ci-
dessus, O, est définissable dans K par la formule ¢(x) = 1diva. D’apres
la remarque 1.3.3, M, ky,res,v, I, sont intérpretables dans K, donc en
particulier on peut axiomatiser dans Ly,c :

— la théorie des corps valué;

— Ky = IF,, par la formule

ﬂszi € EU(/\J?i * l‘j)
£
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— I'y = GAOSt (Groupes Abéliens Ordonnés Sans torsion), et on ajoute
I’énoncé
37"z, eT,Vy € FU(/\:EZ' —xj # ny)
i#j

— v(p) est le plus petit élément de T, se dit par —pdiv 1 et
Vz((ldive A —zdivl) — pdivz)

— finalement on ajoute pour chaque n € N, si f(z,7) = 2" + 2" 1yo +
ot yp et f/(z,7) =na" ' 4+ -+ + Yoo I'énoncé

vz, 7 (res f(z,7) =0 Ares f'(z,7) # 0 — F2f(2,7) = 0 Ares(z) = res(z)) .
Dans la suite on utilisera plusieurs fois le résultat suivant :

Théoréme 5.1.1. Soient (E,v) c (F,w) tels que E = pCF et F = pCF.
Alors :

1. Siu e F est tel que w(u) > 2w(n), alors 1 + u a une racine n-iéme
be F telle que w(b—1) = w(u) —w(n);

2. Soity € 'p, et supposons que ny € I'g pour n € N, avec n > 0 minimal
avec cette propriété. Alors il existe be F tel que b™ € E et w(b) = .

Démonstration. 1. On considere p(t) = t" — (1 + u). Alors w(p(1)) =
w(u) > 2w(n) = w(p'(1)). D’apres le théoreéme 3.4.3 il existe b € F tel
que b" =14+ wuet wb—1) = w(u) —w(n).

2. Supposons n Ap = 1, soient a € F, ¢ € E tels que w(a) = v, v(c) = ny.
Vu que le corps résiduel est le méme, on peut choisir ¢ de fagon que
res(ac™™) = 1, i.e. a = ¢(1 + u) avec w(u) > 0 = 2w(n). D’apres le
théoreme 3.4.3 1 + u a une racine n-ieme en F', et donc c aussi.

Si maintenant p|n, il existe m € N tel que p|m et w(u —m) > 2w(n)
(on utilise le fait que I'r est un Z-groupe). On a alors
14+u uUu—m

=1+ =14+,
1+m 1+m “

avec w(u') > 2v(n), donc 1 + «’ a une racine n-ieme d. On obtient
donc que

a"=c(l+u)=c(l+m)(1+u)=c(l+m)d"

donc v(c) = v(c) + v(1 +m) = v(($)") = nv(9).
0

Remarque 5.1.2. Le résultat est vrai si on suppose seulement que F et F'
sont Henséliens, ont méme corps résiduel et groupe de valeurs avec le méme
plus petit éléments positif.
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Théoréme 5.1.3. La théorie pCF admet l’élimination des quantificateurs.

Démonstration. On utilise le théoreme 4.1.9 : il suffit de montrer que pour
tout M,N | pCF, M,N Rj-saturés, pour tout A € M, B < N sous-
structures dénombrables et o : A — B isomorphisme, et tout a € M\A, il
existe un isomorphisme partiel @ qui étende o et dont le domaine contient
a.

Notons d’abord que o s’étend a un Ly, .-isomorphisme entre les corps
des fractions o’ : K(A) — K(B). En effet on a

% div 2 «—— addiv be,
et
P,(ab™!) «— P, (ab" 1),

donc on peut supposer que A et B sont des corps. On considére une sous-
structure élémentaire C < M dénombrable telle que A U {a} < C, et on va
prolonger o a cette sous-structure en deux étapes :

1. On étend o a un Ly[,.-isomorphisme entre Al et BP

2. On étend o a tout C.

1. Vu que C est Hensélien, A" c C, et de la méme facon B" c N. Par
unicité de I’Hensélianisée, o s’étend a un isomorphisme de corps valué
7 : A — B" 11 faut vérifier que A" = P, (z) «— B" |= P,(0(2)) :
soit x € A" alors A" =3y y" = x si et seulement si

Vbe B(z,v(z) +2v(n)) n A AM =3y y" =b.

En effet b € B(z,v(x) + 2v(n)) n A si et seulement si v(b — x) >
v(z) + 2v(n) — v(bz™! — 1) > 2v(n), en utilisant le lemme 5.1.1,
on a que bz~ a une racine n-itme dans A", donc b aussi. Il suffit
maintenant de remarquer que l'intersection est non-vide, ce qui suive
du fait que I = {v(x —a)| a € A} est non-borné en I' 4, que v(z) € I et
que v(n) est un multiple entier de 1.

En particulier & respecte les Py, i.e. est un Ly, -isomorphisme. Par
praticité on note ce isomorphisme ¢ au lieu de &.

2. D’abord on étend o : I'y — I'g & un plongement ¢’ : I'c — I'y qui
respecte les Py, i.e. si a € nI'¢ alors o/(a) € nI'y. Pour faire ¢a, on
énumere I'c\I'4 = {Va}a<x, et inductivement on construit o, : I'y, —
'y un plongement tel que v, € [y, Ua|rﬂ = og pour tout 8 < a. 1l
suffit de poser : 09 = 0, 05 = Ua<5 0q Si B limite, et

r 1:{ T, Si Yar1 € [q
ot <Ta,Yar1 > sivar1 ¢l
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et dans le deuxieme cas, 0,41 s’étende a I'y41 en envoyant v,41 en

Ba+1 ou Payr1 € 'y tel que tp(ﬁoﬂrl/r\a) = tp(’YaJrl/Fa) (On identi-
fie ici Ty, et o/(T'y)), qui existe par Nj-saturation de N. On a que
o' := o) : I'c = I'y est le plongement qui prolonge o désiré. Notons
que en admettant le résultat 1.1.2, et que les P,, définis en 1.1.2 sont
définissables en L)[,., on a tout suite que le plongement I'y — I'p
s’étend a ['¢.

On va prolonger o : A" — B" 4 C de facon & qu’elle coincide avec o’
sur le groupe des valeurs. On peut écrire C' comme union d’une chaine
croissante de sous-corps (Cp,)nen tels que :

- Co = (Ah)alg M C;

O AC =

— tr.deg(Cpn11/Ch) = 1.

Lemme 5.1.4. Soit E c C tel que E™ ~ C = E. Alors pour tout g
isomorphisme de E dans un sous-corps de N tel que g induit o’ sur
T'g, g respecte les prédicats P,,.

Démonstration. Si € = Pp(a) alors N' | P,(g(a)), car g est un iso-
morphisme. Inversement, supposons N = P, (g(a)). D’apres le lemme
5.1.1, T'3;/T'g est sans-torsion, car C < M et donc E "M = E. E
est donc Hensélien, car si f polyndome, a € E et b € M sont comme
dans la définition 3.4.1, alors b est algébrique sur FE, et donc est dans
E. Comme o' respecte les P, I‘N/Fg( E) aussi sera sans torsion. Or,
g(F) est Hensélien, donc par le théoréeme 3.6.7 g(F) n’a pas d’exten-
sion algébrique immédiate propre. De plus kyp)y = kn = Fp, donc
N/g(E) est purement ramifiée. Si par l'absurde N' = b"=g(a) et
9(E) E —3x 2"=g(a), on a que v(b) ¢ L'yg), nv(b) € Ty(py, ce qui
contredit I'y /Ty sans torsion. O

Extension de ¢ & C : Supposons E c Cj finiment engendré sur A",
Alors E/A" est totalement ramifié (car A" Hensélien, E/A" algébrique
et Kp = Ko = Kyn). Soit

FE/FAh =<7 +FAh >@"'(‘B<’}’m+FAh >

avec v; + I'yn d’ordre n;. Par le lemme 5.1.1, E étant Hensélien, ils
existent {a;} tels que

v(a;) =i , a" € AP et [AM (a1, ... a;) : AMay, ... ai1)] = ni

Comme [I'gn(q,, 4,  Tar] = [E: AP, on a A"(ay,...,ay) = E. En
plus pour tout i, N' = Py, (0(a;")). Il existent alors by, ..., by, dans N
tels que b;" = o(a;"). Alors

Ul:Ah(al,...,am) e Bh(bl,...,bm)

a; i bz



32

CHAPITRE 5. EQ DANS LES CORPS P-ADIQUEMENT CLOS

est un Ly [,c-isomorphisme. En effet oy est un isomorphisme de corps
valués : si m = 1 on a facilement

’U(Z aja{) = min{v(e;) + ju(a1)} Vo, € A"
i=1 ’

o(on(Y ajal)) = minfo(a(a)) +jolon).
j=1

Enfin o1 induit o’ sur le groupe de valeurs, donc par le lemme 5.1.4 o
est un Ly\[,c-isomorphisme. Une induction facile montre que ¢a vaut
pour tout m.

On a montré que pour tout k € N, z1,...,z; € Cp il existe un plon-
gement de A*(z1,...,x;) dans N. Cela entraine qu’il existe un plon-
gement de Cy dans N : d’apres le théoreme 4.1.6, di T est un uplet
de variables indexé sur |Cy A" |, I'ensemble X(Z) des £ 4n-formule sans
quantificateurs satisfaites par Cp est finiment réalisé dans M, donc
réalisé; ca entraine qu’il existe un plongement de Cy dans V.
Extension a (), ;1 : On a deux cas :

(a’) Fcn+1 ;é Fcn
(b) ]‘_‘Cn+1 = Fcn

(a) On démontre a nouveau que pour tout k € N, z1,...,z; € Cpy1,

il existe un plongement f : E = Cy,(x1,...,2x) — N qui induit
o' sur le groupes de valeurs. I'g/T'¢c, ~ Z car I'g/Tc, est sans
torsion, et tr.deg(Cy4+1/Cn) = 1. Donc I'g = I'c, @ < v(a) >
pour un a € E; soit b € N tel que v(b) = o'(v(a)). D’apres le
théoreme 5.1.1 et la proposition 3.2.1

Cnla) — o (Cn)(b)

a — b

est un Ly[,c-isomorphisme, et vu que E < Cpn(a)", on peut
étendre o a E tout entier. On peut donc étendre o a toutes les
corps finiment engendré sur C), et en raisonnant comme dans le
cas de Cy on étend o a C, .1 entiere.

(b) On considere le type {v(z — o(c)) = o(v(a —¢))| ce Cp} = p qui

est finiment réalisé en N, donc réalisé par Nj-saturation. Soit b
qui réalise p
Cn(a) — o(Cn)(b)
a — b
est un L[, -isomorphisme, et on peut I'étendre & Cp, 1 = Cp(a)"(car
Cp+1/Cr(a) est algébrique et immédiate, et C), 1 Hensélien).

O]



Chapitre 6

Décomposition cellulaire

6.1 Fonctions de Skolem définissables en pCF

Définition 6.1.1. Soit 7" une théorie dans un langage £. On dit que T «a
des fonction de Skolem définissables si pour toute L-formule ¢(Z, y) il existe
une formule ¥(Z, y) telle que :

(1) T+ Vz,y (¥(T,y) — 6(7,y))

(i) T+ vz 3y (T, y)

(it}) T - vz By 6(z,y) — 3y ¥(7,1))

On veut démontrer que si K = pCF alors K admet des fonctions de
Skolem définissables.

Théoréme 6.1.2. Si T est une L-théorie avec I’EQ, sont équivalentes :
— T admet des fonctions de Skolem définissables
- VA Ty il existe Ac B =T tel que B est algébrique sur A et rigide
sur A i.e. le seul 0 : B — B A-automorphisme est 'identité.

On démontre donc que les corps p-adiquement clos ont des fonctions de
Skolem en utilisant la deuxiéme condition.

Théoréme 6.1.3. Pour tout A = pCFy il existe A ¢ B = pCF tel que B
soit algébrique sur A et rigide sur A.

Démonstration. Soit A = pCFy. Alors il existe M tel que A € M = pCF.
On considere la clotiire algébrique de K (A) dans M, C = K(A)*~M. Alors
(M étant Hensélien) C' est un corps Hensélien, et P, (C) = {z"| x € C}. 1l
suffit de montrer que I'c est un Z-groupe pour obtenir C' < M, d’apres le
théoreme 5.1.3.

Lemme 6.1.4. I'¢ est un Z-groupe.

Démonstration. I'c est un sous-groupe d’un Z-groupe, donc il suffit de mon-
trer que [I'c : n'¢] = n pour tout n € N. Si p | n c’est évident. Supposons
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alors que p An = 1. Soit donc v € T'¢, b € C tel que v(b) = ~. Vu que '/ est
un Z-groupe, il existe i € {1,...,n — 1}, u € M tels que v(bp’) = nv(u). On
peut choisir a € C tel que v(a) = 0 et res(abp’u ") = 1, i.e. abp’ = u(1 + )
avec v(z) > 0. D’apres le théoreme 5.1.1, 1 + z a une racine n-ieme y dans
M, donc abp® = (uy)"™ et M |= P,,(abp’), ce qui implique C' = P,,(abp*). Soit
ce C tel que ¢" = abp', alors

v(b) = v(c"a"p™) =nv(c) +i=1i (mod nl¢).

On a donc démontré que [I'c : nl'c] < n, ce que implique [I'c : nl'¢] =
n. O

On conclut que C < M.
Montrons que C' est rigide sur A. Soit ¢ : C' — C un A-automorphisme. Soit
D < C le corps fixé par o, et b € C. Soit d € D tel que C' |= P,(d), et soit
b une racine n-iétme de d dans C. On trouve a et i tels que C' = Py, (bap?),
comme dans le lemme 6.1.4. Alors

cra

U(bapi)>

bap'

avec ”%Ziﬁz) = @ car ap’ € K(A). En plus @ est une racine n-ieme de

I'unité car o(b"™) = o(b)” = b". On obtient # € (=1 (@)™ = {1}, donc
ob) =bet D =C, et C est rigide sur A. O

La preuve montre aussi que si A c M =T, M n (K(A))* = dcl(A).

Théoréme 6.1.5. Si K = pCF, et § : K" — T est une fonction
définissable sur un ensemble B < K, alors 0 est simple, c’est a dire il existe
Dy, ..., D, partition de K™ en ensembles définissables sur B, f;, gi € K[T],
n; € Z\{0} pour i =1,...,r tels que

0(z) = 1“1%0 (5:8) Vi VT € D;.

Démonstration. Soient Fy := K(< @, B >)" et Fy :=<a@, B> nK. Si
a e K" 6(a) € dcl(<a,B>), car 0 est définissable sur B, et d’apres le
théoreme ci-dessus, §(a) € Fy. D’apres le théoreme 5.1.1, Vy € ', 3n € N tel
que ny € I'p . De plus, F) et K(< @, B >) ont mémes groupes de valeurs car
I'extension est immédiate. Donc si nf(a) € ', il existe f(T), g(T) € Z[B, 7]

tels que né(a) = v (g %) Soit maintenant ¢z(7) la formule

-3 (49)

alors <¢z> est un ouvert dans S, (B) contenant tp(a/B), et {<¢z> | a € K"}
est un recouvrement ouvert de S, (B). Par compacité il existe ay, ..., a, tels
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que S, (B) = J;_; <¢g, >, et en particulier si D; est 'ensemble défini par
la formule ¢g,, on a

0(z) = ;iv @222) Vi V7 € D;.

6.2 Mesure de Haar

Afin de pouvoir intégrer, il nous faut avant tout considérer une mesure.
Nous admettrons le théoreme suivant :

Théoreme 6.2.1. Soit G un groupe localement compact.
1l existe une mesure borélienne quasi-réguliere non-nulle sur G vérifiant :
- VAe B(4), pu(A) <w < IK compact : Ac K.
- Vge G, YAe B(G), u(g+ A)=pu(4).

De plus, cette mesure est unique a multiplication par une constante pres.

Or, Q, est localement compact (puisque, en décomposant en base p,
Z, est compact, or toute boule de Q) est isomorphe & Z,), donc on peut
considérer la mesure de Haar p de Q, définie en spécifiant p(Z,) = 1. On
munit Q) de la mesure produit, également notée p.

La littérature a consacré la notation |dz| = du(z) pour I'intégration.

On remarque le fait suivant, utile dans certains calculs :

Proposition 6.2.2. Va € Qy, VA€ B(Qy), u(ad) = p~ (@ (A).

Démonstration. 11 est clair qu’il suffit de le vérifier pour n = 1.

De plus, en itérant, il suffit de le vérifier pour a = p et a tel que v(a) = 0.

Soit v: A — u(pA).

Des propriétés analogues pour u, il découle immédiatement que v est
une mesure de Haar sur Q,. Par unicité, elle est donc proportionnelle & p.

Or, Zj, est I'union distincte des i+ pZj, pour ¢ = 1, ...,p—1. Mais de plus,
pour tout i, pu(i + pZy) = p(pZy) = v(Zy), Aot p(Zy) = pr(Zy).

On a donc p = pv et la conclusion pour a = p.

Supposons maintenant v(a) = 0.

Soit /1 A+ u(aA). Encore une fois, v/ est proportionnelle & p. Mais, a
étant inversible dans Zy, Z,, = aZ,, d’ou p = /' et la conclusion. ]

6.3 Séries de Poincaré

Soient fi(x),..., fr(z) € Zy[x] avec x = (x1,...,2y). Soit n € N et
a € Z', on dénote @ la classe de a dans (Z,/p"Z,)"™,

Ny := #{a € (Zp/p"Zp)"| v(fi(@)) Znpouri=1,... 7},
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et
Ny :=#{a € (Zy/p"Zy)"| 30 Z;' fi(b) = 0 pour i = 0,...,r, et @ = b}.

On définit le deux séries de Poincaré
_ 0 N o8]
P(t) = Y Nut" et P(t) = > Nyt".
n=0 i=0

Théoréme 6.3.1. P et P sont des fonctions rationnelles.
La démonstration se base sur le lemme suivant :

Lemme 6.3.2. Soit D [’ensemble définissable
{(z,w) € ZZL+1| yeZ, vz —y) =v(w),Vi=1,...,m, fi(y) = 0}
et D lensemble définissable
{(@w) € Z1 (@) = v(w), Yi = 1, .om, v(fi(y)) > v(w)}.

Pour tout s > 0, on pose
1(s) =J ol |delldwl, et I(s) = f [w]*|dz]|dw].
D D

Alors I(s) = L P(p=s—m=1Y ¢t I(s) = EELP(p—s—m1)

& I
Démonstration. Dans Z;', v(a) = v(b) signifiera v(a;) = v(b;)Vi € [[1;m].

I(s) = f jwl®|da|du]
D

|w|*|dz|dw|

0]
nZ:]o f(ﬂ?,w)eD,v(w):n

a0
=3 j |d||du]
n=0 (

zw)eD,v(w)=n

[e0]
=3 j |d||du]
n=0 (

z,p™)eD,v(w)=n

(car la propriété (x,w) € D ne dépend en w que de sa valuation)

©
S ( | |da:|> < | |dw|>
n—0 {z | (z,p™)eD} {w | v(w)=n}

N,
= Yo (J |dw|)
S P wlv=n)
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(car {x | (z,p") € D} est I'union disjointe des a; +(p"Z,)™,i = 1,..., N, avec
les a; des représentants de chaque élément de I'image modulo p™ des solutions
dans Z3* de A2, fi(T) = 0, chacun de mesure pu((p"Z,)™) = p~"™)

A s Ve (1 1
_Zp pmn ﬁ_anrl

De méme

O]

Pour la rationalité des séries P(t) et P(t) il suffira donc le résultat de
rationalité abstrait suivant, que on démontrera plus tard :

Théoreme 6.3.3. Soit S < Q' définissable contenu dans un compact, € un
entier strictement positif et g: S — Q, une fonction définissable a valuation
dans eZ v {0} telle que |g| soit bornée.

On pose pour tout s > 0

Z(s) = Jsrg<x>|s/erdx.

Alors, Z est une fonction rationnelle en p=* :

3QeQ(t) : Vs>0, Z(s) =Q(p™?%).

En effet avec ce résultat, on sait qu’il existe Q(t),Q(t) € Q(t) tels
que P(p~™17%) = Q(p~*) et P(p~™"1=%) = Q(p~*) pour tout s € R,
Alors P(t) = Q(tp™*1) et P(t) = Q(tp™*+!) sur ]0,p ™ [, ce qui implique
I’égalité en tant que séries formelles.
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Remarque 6.3.4. On s’apercoit que, plus généralement, pour toute formule
(7)) du langage des anneaux auquel on a ajouté des constantes pour chaque
élément de Zjy,, en notant Ny ,, le cardinal de I'image modulo p™ de ’ensemble
{a € 2| Zy = ¢(a)} et Ny le cardinal de {a € Z/p"Z| Z/p"Z E ¢(a)},
les séries Py(t) = 3% Npnt™ et Py(t) = 3% Nynt" sont des fonctions
rationnelles.

6.4 Décomposition cellulaire

Pour obtenir le théoreme 6.3.3 on va partitionner les domaines d’intégration
en ensembles beaucoup plus simples, ou l'intégration est facile.

Théoreme 6.4.1. Soit f(z,t) € Qplz,t] avec © = (z1,...,Tm), t une
variable, et soit n € N”O. Il existe une partition finie de Q;”H en sous-
ensembles définissables A de la forme

A={(z,t) € QZ”1| zeC, v(t—cj(x)) <i;vla;(z)), je S, 1€ S;}(6.1)

ou C < Qp est définissable, <€ {<,>,>,<}, S et les S; sont finis, et
cj(w), ayj(w) sont des fonction définissables Qp' — Qp, et qui sont tels que,
pour tout (x,t) € A, on a

fz,t) = u(e, )" h(z) [ [ (t = ¢j(2))", (6.2)

JES

avec v(u(z,t)) = 0, h(z) une fonction définissable de Q' dans Qp, u(w,1)
une fonction définissable de QZ”l dans Qp, et ej € N.

Démonstration. Soit f(z,t) = Y, a;(z)t". Alors f(z,t) a degré fixé sur les
ensembles définissables

n

Cr={reQ| /\ ailx)=0nay(z) 0} (6.3)
i=k+1

donc il suffit de démontrer la these sur un ensemble du type C' x Q, sur
lequel f(x,t) a degré fixé d en t et C est définissable. Si d = 0 la theése est
évident; si d =1 on a f(x,t) = a(x)t — b(x), et % est définissable sur C,
et le these est encore évident. Soit donc d > 1.

D’apres le théoreme A.0.1, il existe un nombre fini d’extensions de Q, de
degré < d, donc on se pose en K, le corps composite de toutes ces extensions.
Vu que K est algébrique sur Q,, d’apres le théoreme 3.6.7, N = [K : Q]
est égal au produit du degré d’inertie f pour I'indice de ramification e. Soit
I'k engendré par v(m), ol ev(m) = v(p) = 1, et soient 1 = ai,az...,ay
tels que resay,...,resay forment une base de ki sur Fy. Alors d’apres la
proposition 3.2.1, on sait que les a;7 pouri =1,..., fet 7 =0,...,e—1sont
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linéairement indépendants, donc engendrent K comme Q,-espace vectoriel.
Soit
1 sik=1
o = pa; sik=i 1<k<f
aml sik=jf4+1i, 1<j<e 0<i<f
alors {a;} est aussi une base de K sur Q,. En plus 0 < v(a;) < 1. Soit ¥
I’application
QpN - K
(@1, qn) > 2 qici

Si Z = C x Q, est 'ensemble des zéros de f(x,t), U71(Z) est un ensemble
définissable de QN donc d’apres le théoréeme 6.1.2 il existe 51 (z), ..., Bq(z)

de Q' dans Q, définissables telles que f(z,t) = aq(z )]_[ L (t = Bi(x)), et
b j(x ) définissables de Q, dans Q, tels que B;(z) = X, bji(x )a] Vu que Z
est définissable et f(xz,t) = 0 sur Z, on peut se restreindre a partitionner

C x Q\Z.

Soit I v J = {1,...,d} une partition et ¢ : J — {2,..., N} une application.
Soit A = Ay j; I'ensemble des (a,t) € C x Q,\Z tels que :

Vjielv(t—b,(a)

VjiedJ U( z(])j( ))

(a))

v(bij(a)) +v(ay) sii>2;
(@) < v(brj(a)) +v(ak) stk #i(j) (6.4)
(0‘1 _])) ( - 617]‘(&))

) <
a)) +uv
+v

<
a <

Vje J U( i(5),j

En particulier on a que
v(t—Bj(a)) = v(t—"bij(a))sijel
= v(big),j(a)ai) sijed

On obtient

fla,t) = aq(a) [ T (t = b1(a) [ [biy,s(@) [ [ Cilast)

jel jeJ 7

pour tout (a,t) € A, ou

oo [ E=Bi@)(t—bi(a)t sijel
Cj(a’t) B { (t B ﬁj(a))bz ]),j( ) ! sijed

Vu qu’il y a un nombre fini de I, J, i comme ci-dessus, et que A est définissable,
il suffit de trouver une décomposition de f(z,t) comme dans ’équation (6.2)
pour A.

Soit A = 2v(n) + 1. On considere les classes (mod p

bi,j(a)
t = byj(a)

Atd) des éléments :

jel, 2<i<N (6.5)
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et

t—byj(a)  bij(a)

, L jEJI<i<N (6.6
big),i(a) * bigy,(a) )

On a dans le premier cas,

bij(a) —olbs (@) — ot — b () > —v() > —
(295 = ) — o= by (a) > —v(a) > -1

donc vu que la valuation est entiere, v( t_bz’f (]a(zl)) = 0, et les éléments du type

(6.5) sont dans I’anneau de valuation Z,. Le méme raisonnement vaut pour
les éléments du type (6.6). On partition A en sous-ensembles définissables B
tels que toutes les images de (6.5) et (6.6) dans Z,/p**97Z,, soient constantes.
Alors sur B l'image (mod p**9) de v(Cj(z,t)) est constante, et si C(a,t) :=
]_[]- Cj(a,t), I'image de C(a,t) dans Z,/p*"97Z, est constante aussi, disons
C(a,t) = g. Notons que 0 < v(g) < d, car d’apres la définition des Cj,

v(g) = v(Cla, 1) = Y 0(Cjlart) = Y vlayy).
J jedJ

D’apres le théoreme 5.1.1, vu que v(C(a,t)/g — 1) = XA > 2v(n) on a
P, (C(a,t)/g)-

Proposition 6.4.2. L’ensemble B est bien de la forme (6.1), avec h(z) =
9aa(2) [ ey bij,j(x), et u(z,t) la seule racine de g~ 1C(x,t) congrue a 1
(mod p?).

Démonstration. En résumant, B est I’ensemble des (x,t) € Qz”l tels que :
1. z € Cy, avec Cy définissable définit par (6.3);
2. (z,t) satisfait les conditions données en (6.4), qui sont du type

v(t — cj(x)) <15 vla;(2));

3. les images des fonctions en (6.5) et (6.6) dans Z,/p*T97Z,, sont constantes.

Montrons que 'on peut exprimer la condition 3. par
o(t — dj(z)) <15 v(pri(z))
avec dj, pj; définissables sur Q)'. Sin €N, je I on a
b i(a
2 (” - n) > Atd
t —by,(a)
si et seulement si

v (t by j(a) - 2

n

) = A +d+v(t—byj(a)) —v(n).



6.4. DECOMPOSITION CELLULAIRE 41

De plus,comme v(n) < d, on a
bi,j(a) )
v|{ ———— ) =v(n), 6.7
(t—bl,j(a) ") 67
donc la condition voulue est la conjonction de (6.7) et

bij(a)

v (t —b1(a) — n ) = A +d+v(bj(a)) — 2v(n)

qui sont bien de la forme voulue. Sin,me N, j € J, on a

t— b17'(a)
v (bi(j)’jj(a) — n) > A\t+d e U(t—bLj( ) nbz(ﬂj( )) = )\—i—d—i—v(bi(j)’j(a))

qui est de la forme voulue, et v (biij; (_‘2) - m) > A+ d est un ensemble
wn72),3
définissable dans Q).
Enfin, sur B on a

fla,t) = ul@,t)"h(@) [ [ - b @) [ [t —B;@)° [t -

jel jedJ J
d’ou la conclusion. O
O

Théoreme 6.4.3. Soient fi(xz,t) € Qplz,t], i = 1,...,r, t variable, et
n € N>0. Alors il existe une partition finie de Q;J”H en sous-ensembles A de
la forme

{(z,t) € Q;1+1| x e C, v(a(x)) <1 v(t —c(x)) <9 v(az(z))} (6.8)
(

ot C est un ensemble définissable dans Qp', <; € {<, <}, ai(w) et ( ) sont
fonctions définissables : Q' — Qp, et pour tout (v,t) € A,i =1,.

filz,t) = ui(x, t)"hi(x)(t — c(z))™ (6.9)
avec v(ui(z,t)) = 0, hi(x) et u;(x,t) définissables, et n; € N.

Démonstration. D’apres le théoreme 6.4.1, on peut partitionner Q;”“ en
sous-ensembles définissables de la forme (6.1), et tels que la condition (6.2)
soit vérifiée pour chaque f;(z,t). Il y a plusieurs ¢;(z) et a;;(x) qui appa-
raissent dans ces décompositions, et on veut une seule fonction c¢;(z) et au
plus deux fonctions a;;(x). Si on démontre que 'on peut supposer que S
n’a qu’'un seul élément dans (6.1), on conclut facilement, car si par exemple
on a des conditions A;v(t — c(x)) < ai(z), il suffit de partitionner Q' en
ensembles définissables D; = {x € Q)'| a;(x) = min;{a;(z)}}, et dans D; la
condition ci-dessus est équivalente & v(t — ¢(z)) < a;(x).
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11 suffit donc de montrer que si ¢1(z), co(x) sont fonctions définissables
sur Q}, alors il existe une partition de QZ”I en sous-ensembles de la forme
(6.1) sur lesquels t — ¢;(z) = wi(z,t)"hi(z)(t — c(x))™, avec u;, h; comme
dans I’énoncé 6.4.3, c(x) définissable. On peut enlever I’ensemble définissable
D = {(z,1)] e1(x) = ca(x)}, soit A = Q**\D. On écrira ¢; au lieu de ¢;(x)
dans la suite. Soit A = 2v(n) + 1, on a

Pt—c) pMt—ca) |

C2—C1 C2—C

(6.10)

A est partitionné par les 4 sous-ensembles suivants (qui sont définissables et
de la forme voulue) :
1. A = {(a;,t)| v (%) > )\}
Alors P, <%) ett—cy =t—c1—(cg—c1) = —(co—cy)u(z, t)"
avec v(u(z,t)) =0;

2 Ay = {(@. 0] v (52) < -A}
Alorst—co =t—c1 —(ca —c1) = (t — e1)ulz, t)", avec v(u(x,t)) = 0;
3. Az = {(x,t)| v <((Ct2:cfl))) > )\}
Comme dans le cas 1., on obtient que ¢t — ¢; = (c2 — ¢1)u(x,t)", avec
v(u(x,t)) = 0.
4. Ay, = {(ac,t)| v (p)‘ﬂ - e) > 3)\} oi10 < e < p? e#0 (mod p*),

c2—C1

e #—p* (mod p*)
D’apres (6.10) on a que

t—c t—c
v(pAl—(e—l—p)‘)) Zv(p)‘Q—e) >3\
co — C1 C2 —C1
A t—c1

et v(e + p*) < 2), donc en appliquant le théoreme 5.1.1 p e =
(e + pMuy(z,t)" avec v(u(x,t)) = 0 définissable, donc

t—cy(z) = pMea(z) — er(2)) (e + pMug(z, )™

De méme,
A t_CQ A t_CQ
0w p'—— ) <2 etv|pt——— —€e ] =3A
C2—C1 C2—C1
donc .
A _CQ(x) _ BUQ({L',t)n

() — ()
pour un ug(x,t) définissable et tel que v(uz(z,t)) = 0.
Il suffit maintenant de remarquer que

Ay, Ag, A3, {As.| 0<e <3\ e£0—p* (mod p*)}

est une partition de A, ce qui est trivial. ]



Chapitre 7

Théoreme de rationalité
abstrait

7.1 Puissances n-iemes dans Q,

On a vu a de nombreuses reprises 'importance des puissances n-iémes
dans la théorie des modeles des p-adiques. Il est donc intéressant de bien
connaitre I’ensemble des z tel que P,(z).

On utilisera en particulier le théoreme suivant :

Corollaire 7.1.1. Qg /Q;n est fini et a un systéeme de représentants C Z.

Démonstration. n divisant la valuation de toute puissance n-ieme, il suffit de
vérifier que U = th,imes / Z;imesn est fini et admet un systéeme de représentants
dans Z : si M est un tel systeme, M = {pm | i € [0;n — 1], m € M} est
un systeme de représentant de Q, /Q;". Avec N = 2v(n) + 1, montrons que
U={k | ke[0;pN —1] : ptk}, ce qui concluera.

Soit x € Z;fmes. Posons k le reste de x modulo pv. Donc, par construc-
tion, da € Z, : = = k(1 + ap’), d'ott T = k par le lemme 5.1.1, ce qui
conclut. O

On démontre finalement un lemme technique utile dans la preuve du
théoreme de rationalité :

Lemme 7.1.2. p({a] v(a) =0 A P,(a)}) = ﬁ%n] € Q.

Démonstration. Considérons M comme dans la démonstration précédente.
Z,, est 'union distincte des ensembles de la forme m(Z;n) pour me M.

Or, VmNE Z — pZ, p(m(Z;")) = p M p({al v(a) = 0 A P,(a)}), dott
1(Zy) = §Mp({al v(a) = 0 A Pp(a)}).

43
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Or, en écrivant Z,\{0} comme I'union disjointe des pZYX,

i A i o PR(ZY)
L= p(Z\O}) = D n(p'Zy) = Y 07" nlZy) = ——
i=0 i=0 pP—
D’ou la conclusion. O

7.2 Forme des ensembles définissables de Q)

Une derniere condition pour pouvoir facilement intégrer est de bien
connaitre les formules définissant les ensembles définissables.

Q2 | Vavy, zdivy & (x =0 Ay = 0) v P3(z3 + 2y3)
Qp EVavy, zdivy © (=0 Ay =0) v Pa(2? + py?) pour p > 2
De plus, ces disjonctions sont exclusives.

Lemme 7.2.1. {

Démonstration. On suppose p > 2, le cas p = 2 étant en tout point analogue.

Si z =0, alors zdivy © y = 0 et Po(2? + py?) n'est jamais vérifié (car
= Pa(p)).

Si x # 0, alors la premiere condition n’est jamais vérifiée. De plus, en
divisant par 22, on peut supposer x = 1.

Si v(y) <0, v(py?) = 1+ 2v(y) < 0 d’ont

v(1+py?) =v(py?) =1 +2v(y) =1 mod 2,

d’ott = Pay(1 + py?).

Par contre, si v(y) > 0, X? — 1 — py? est un relevement dans Z,[X] de
X?-1¢€ F,[X], polynome séparable admettant une racine non nulle. Il suffit
donc d’utiliser I'hensélianité de Q, pour montrer Po(1 + py?).

D’ou la conclusion. O

Lemme 7.2.2. Un ensemble définissable D de Q)" est défini par une dis-
jonction exclusive de formules de la forme

7eC A \Pu, (i@ 1) A i@ 1) =0
( J

avec C' définissable, n; des entiers et f;, g; des polynomes de Qp|X].

Démonstration. pCF éliminant les quantificateurs, la formule ¢(7, t) définissant
D est équivalente & une combinaison booléenne de formules atomiques et
de leurs négations. Ces formules atomiques sont de la forme P, (t1(7,1)),
t1(Z, t) divte (T, t) et t1(T,t) = t2(T,t). Concrétement, les termes sont des
polynémes et on peut écrire les formules égalitaires sous la forme ¢ (Z, t) = 0.
On peut écrire cette combinaison booléenne comme disjonction de conjonc-
tions de formules atomiques et de leurs négations, puis comme disjonction
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exclusive de conjonctions de formules atomiques et de de leur négations : si
¢ < Vier Njes, @ig» on écrit ¢ <\ croyr Nier jes, 7@ ®ij O —o est vide
et =1 = —.

On fait disparaitre les formules du type ¢1(Z, t) div t2(, t) en utilisant le
lemme 7.2.1.

Notons pour n € N M, un systeme de représentants de Q /Q[fn qui
contient 1.

Alors, on fait disparaitre les négations des formules égalitaires en utilisant
la relation u # 0 < \/, .1/ Pn(mu).

Enfin, on fait disparaitre les relations de la forme — P, (¢1(Z,t)) en uti-
lisant la relation =Py (u) o (u =0 v\, cpr0 1y Pr(mu)).

On remarque que, dans ces trois cas, ¢a reste une disjonction exclusive
de conjonction puisque \/,, ¢y, Pr(mu), (u =0V cpp 0y Pr(mu)) et les
disjonctions du lemme 7.2.1 sont des disjonctions exclusives.

Ainsi, en isolant les termes ne contenant pas ¢, on a montré que ¢ était
équivalente & une disjonction exclusive de formules de la forme

zeC N\ Pn,(fi@ 1) A \ i@ 1) =0.
i J

7.3 Théoréme de rationalité abstrait

On en vient maintenant a I’application principale du théoreme de décomposition
cellulaire, le théoreéme de rationalité abstraite, dont le théoreme 6.3.1 sur la
rationalité des séries de Poincaré est une application relativement directe.

Théoréme (6.3.3). Soit S < Q) définissable contenu dans un compact,
e un entier strictement positif et g: S — Q, une fonction définissable a
valuation dans eZ o {0} telle que |g| soit bornée.

On pose pour tout s > 0

2(s) = Lrg<m>|s/e|dx.

Alors, Z est une fonction rationnelle en p=* :

3QeQ(t) : Vs>0, Z(s) = Q(p™?).

Démonstration. Soit S, e et g vérifiant les conditions du théoreme.

Nous allons éliminer les variables de l'intégrale une a une par induc-
tion, en commengant par la derniére. Les éléments de Q)" seront donc
généralement notés (z,t) avec x € Q;”_l et t € Q.

Afin de construire proprement 'induction, nous oublierons pour 'instant
la condition v(g(S)) < eZ v {o0} qui ne se transmet pas inductivement.
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En utilisant le théoreme 6.1.5, S se partitionne en un nombre fini de sous-
ensembles définissables ou la valuation de g est égale (& un facteur % pres)
a celle d’une fonction rationnelle. On se place sur un de ces sous-ensembles
définissables S ot 'on peut, quitte & remplacer e par € = ne, supposer
g = g1/92 avec g1 et ga des polynomes.

De plus, le lemme 7.2.2 nous assure que S peut étre partitionné en
un nombre fini de sous-ensembles définissables T' définis par une formule

de la forme (z € C) (/\ fi(x,t) = O) A (APn(fi(z, 1)) avec n entier, C

définissable et f;, f; des polynomes. A un a € Qg%l fixé, si fi(a,-) # 0,
I’ensemble des éléments de D commencant par a sera de mesure nulle, donc
on peut simplement supposer que T est défini par (z € C) A (A Prn(fi(x,1))).

Appliquons le théoreme 6.4.3 aux polynoémes f; 7 g1, go avec n le produit
des n;.

On partitionne T en un nombre fini de sous-ensembles de la forme 7' A
ou A ={(z,t)e Q) |re B A (v(a1(x)) <1 v(t—c(r)) <2 v(az(z)))} avec B
un sous-ensemble définissable de @m_l a1, as et ¢ des fonctions définissables,
<1, <9 des relations de {< <}, avec fi(z, t) = hi(x)u;(x, t)"(t — c(x))¢ pour
tout i et g;(z,t) = hl(z)u)(x,t)"(t —c(x))% pour i=1,2 pour des entiers ¢;
et e}, des fonctions définissables h;, hl, u; et u; avec les u;, ul de valuation
nulle. En particulier, on aura |g(z,t)|"/¢ = |go(x)|Y¢|t — c(z)|["/¢ avec go
définissable et v € Z.

Quitte a mettre de coté 'ensemble des zéros de f;, de mesure nulle, on
suppose que les f; ne s’annulent pas sur A. Donc sur A, P,(fi(x,t)) est
équivalent a P, (h;(x)(t — c(x))%).

Comme G = Q) /Q;n est fini, on peut partitionner 7" n A en de plus
petits sous-ensembles U ou les fonctions h; et (t—c(x)) vues comme & valeur
dans G sont constantes.

A fortiori, ces fonctions seront constantes sur les sous-ensembles U en
les considérant comme a valeur dans G; = Q, /Q;; "< Q.

On sait que

Py, (hi(2)(t = c(@)*) &= \/ (P, (k7' (t = c(2))) A P, (k" hi(2))) ,

EEGi

la disjonction étant exclusive. Pour chaque i, on trouve donc une unique
classe a; = k de G; satisfaisante, correspondant aux k tels que Py, (k~1(t —
o(2))-

Or, en considérant M < Z un systeme de représentants entiers de G, on
sait que Aeys Pk~ (¢ — c(z))), donc on trouve k € M tel que P, (k=1 (t —
c(z))). En particulier, pour chaque i, Py, (k=(t — ¢(z))), d’olt, dans Gj,
a; = k, donc la condition A Py, (k~!(t—c(z))) s’écrit simplement P,, (k1 (t—
o(2))-

Ainsi, les ensembles U de la partition seront définis par des formules de
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la forme

/\Pni(keihi(x)) Az,t) €S AAAPLET (= c(z)))

pour un certain entier k € M, i.e. :
U={(z,t) | z€ D, (v(ai(z)) <1 v(t—c(x)) <2 v(az(x))),Pn(k™" (t—c(x)))}

avec k un entier et D définissable.
On peut donc écrire, en notant [x] = {€ € Z| v(a1(z)) <1 ¢ <2 v{az(zx))} :

fU|g(x,t>|S/E|dx|dt|= fD lg0(2)[* f 1t — () |dt] | |de]
{t|(z,t)eU}

/ _tsv
- fD go@)e S p= f ] | |da

tefz] o(t—c(z))=¢
P (k™! (t—c()))

/ _tsv
- f @) S gt j dul | |dz]
D le[z]

v(u)=0
P (k= 'plu)

en faisant le changement de variable u = p~(t — ¢(x)).

La petite intégrale est non-nulle si et seulement si £ = v(k) mod n,
auquel cas elle vaut A := p({a|] v(a) =0 A P,(a)}) € Q (lemme 7.1.2).

On en déduit, en notant I(¢) = {z € D| v(a1(z)) <1 £ <2 v(az(x))} :

’ _ sy
f g )|/ da]|df] = A f @ pFpt ||l
u D te[z]

{=v(k) modn

Lsv ’
= pe’ef golx s/e'|dz| | .
> ( 1(@)‘ o(z)* |dz]

{=v(k) mod n

On itére ce processus, en se concentrant sur ’ensemble définissable I(¥)
et la fonction définissable gy a qui on applique également le lemme 7.2.2, le
théoréeme 6.4.3 et le raisonnement précédent pour éliminer la variable x,,_1
de l'intégrale et ainsi de suite jusqu’a obtenir une intégrale sur le vide.
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Finalement, en sommant sur toutes les partitions de toutes les étapes
de cette itération, on obtient que I'intégrale d’origine Z(s) = {¢|g(z)|<|dz|
s’écrit comme Q-combinaison linéaire de séries convergentes de la forme

2 p(,qlglf...,qmgm)sfgl,...,gm
(01, lom )EA
l;i=v; mod n;
pour des rationnels ¢;, des entiers v;, des entiers naturels n; et A ’espace
des solutions d’un systeme d’inégalités linéaires a coefficients entiers. (La
convergence vient du caractere borné de g et de la finitude de p(S).)
En écrivant les ¢; comme v;+\;n; et en notant d le dénominateur commun
des g; de tous les termes de Z, le lemme B.0.9 appliqué a chacune des séries
nous assure que Z est une fonction rationnelle en p=5/¢

IQeQ(t) : Vs> 0, Z(s) = Q(p~*9).

Or, en sommant dans la définition de Z selon les différentes valeurs de
v(g(z)), on a immédiatement Z(s) = Zkezpf%u(g_l(v_l(k‘))).

|g| étant supposée bornée, il n’y a qu'un nombre fini de coefficients non
nuls. De plus, comme v(g(5)) < eZ U {0}, les termes correspondant aux k
non multiples de e sont nuls. Donc Z est une série de Laurent en p~* :

AP e R((t)) : Vs >0, Z(s) = P(p™%).

Notons R = Q(t'/%) e Q(t/®). Alors, en considérant P et R comme des
éléments de R((tY/?)), on a :

Vs >0, P(p~%) = Z(s) = R(p™%).

Donc P = R e Q(tV%) nR((t)) = Q(t), d’ot la conclusion.



Annexe A

Extensions finies de

Dans cette partie, on se fixe une cloture algébrique Q, fixée > de Q.
D’apres le point 2. du théoreme 3.4.3, v, s’étend canoniquement a Q,.
On cherche a démontrer le théoréeme suivant :

Théoréme A.0.1. Q, a un nombre fini d’extensions de degré fini fixé.

Nous étudierons d’abord la partie résiduelle, fixe, de ces extensions avant
de traiter topologiquement leur partie ramifiée.

Pour f un entier, nous noterons G un élément générateur de F s, ﬁf
son polynéme minimal sur Fj,, Py un relévement unitaire de Py sur Z,[X],
(¢ la racine de P sur Q, avec res(y = (s (en utilisant I'hensélianité et
K;n = Qu[¢r]-

On remarque immédiatement que Py est irréductible : si il est produit
de deux polynémes unitaires non triviaux a et b, alors on sait a,b € Z,[X]
(sinon, avec i et j minimaux pour a; et b; de valuation minimale, on a
v((Pf)i+;) = v(a;) +v(b;) < 0), dott Py = res(a) res(b) et la contradiction.

Lemme A.0.2. K;n est une extension totalement résiduelle de degré f de

Qp.

Démonstration. Comme ﬁf est irréductible et G générateur,
deg(Pf) = deg(ﬁf) = [FP[G] 3Fp] = [pr 3Fp] =/,

d’olt, Py étant irréductible, [K;n :Qpl = f.
Or, res((y) étant de polynéme minimal ?f et engendrant donc F,r,
Fgcun = Fpr et K;n est de degré d’inertie f. Il est donc totalement résiduel.

O]

Lemme A.0.3. Toute extension de Q, de degré d et de degré d’inerte f est
une extension totalement ramifiée de K;".
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Démonstration. Soit K une telle extension. ki = F,;. K étant hensélien
et P s’annulant en @, P admet une racine de résidu G En utilisant dans
@p I'unicité dans le lemme de Hensel, cette racine est (y. Donc d’apres
I'existence dans le lemme précédent, K est une extension totalement ramifiée

de Qp[¢s] = K O

Remarque A.0.4. Le théoreme 3.6.7 montre alors que K ;n est en fait 'unique
extension totalement résiduelle de degré f de Q,.

Il suffira donc de montrer que pour toute extension finie totalement
résiduelle K de Q, et tout entier e fixé, il y a un nombre fini d’extensions
totalement ramifiées de degré e de K.

L’outil principal sera le lemme de Krasner.

Lemme A.0.5. Soit (K,v) un corps valué hensélien, o et B deux éléments
de sa cloture algébrique avec o séparable sur K(B) tels que

Vo € Gal(K[a]/K)\{id}, v(f—a)>v(ca—a).
Alors K(a) < K(B).

Démonstration. Soit T € Gal(L/K[f]) avec L la cloture normale de K[a, 5]/K|[f].
D’apres le point 2. du théoreme 3.4.3, on sait que v o 7 = v, d’ou

Vo € Gal(K[a]/K)\{id}, v(8 —Ta) = v(f — a) > v(oca — ).

En sommant, on en déduit v(ta — a) > v(ca — a) Vo € Gal(K[a]/K).
D’ou 7(a) = « et la conclusion. O

Deux polynémes engendrant des racines proches engendreront donc les
mémes extensions. Il s’impose alors de vérifier que les racines dépendent
continiment des polynomes.

Dans un corps normé, on définit la norme d’un polynéme comme le
maximum de la norme de ses coefficients.

Lemme A.0.6. Soit (K, |-|) algébriguement clos et P € K[X] de degré d.

Pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que si Q € K|X| de degré d vérifie
|P — Q| < 4§, alors chaque racine de Q est a distance < € d’une racine de P
et réciproquement.

Démonstration. Soit P = py + -+ + pgX? = pg - (X —x1) - (X — 1g) et
€ > 0. On pose :




o1

5<mm<\pd\ pal eIl )
9y d .9 d -9 *
2 oA 23, B

Soit Q = qo+ - -+ + qgX? de degré d vérifiant |P — Q| < § et z une racine
de Q.
En distinguant selon le signe de |z| — 1, |z| < max (1 Z ; ) Or

gl _ylal il + B Ipil
gal " |pdl |pdl |pdl

Vi,
Donc |z| < A, d’on on déduit :
d . d .
|P(2)] = [P(2) = Q(2) < Dlpi — aill2' <8 D A” < |pale”.

Ainsi, |pg||(X = z1)|--- (X — zq)| < |pale?, d’on la présence de z &
distance < € d’'une racine de P.
De méme, en considérant = une racine de P, |z| < B, d’ou

d|€
’<5ZBz ‘p| |Qd|5d

et on conclut pareillement que = est a distance < € d’une racine de ). [

Ces résultats généraux étant établis, il suffit maintenant d’étudier I’es-
pace des polynomes irréductibles engendrant des extensions totalement ra-
mifiées sur une extension totalement résiduelle K donnée de Q,.

Lemme A.0.7. Soit L une extension totalement ramifiée de degré e d’un tel
corps. Alors, L est engendrée au-dessus de K par une racine d’un polynéme
d’Eisenstein X¢+a.—1 X 1 +---+ag avec v(a;) > 0 pour touti et v(ag) = 1.

Démonstration. Soit m € L tel que ev(r) = 1. Comme L est une exten-
sion immédiate du corps hensélien K[r], le théoreme 3.6.7 assure que 7
engendre K. Or, en utilisant le point 2. du théoreme 3.4.3, on s’apercoit que
les conjugués de 7 sur K28 /K ont méme valuation que 7, donc le polynome
minimal IT de 7, de degré e, est a coefficients (non dominants) de valuation
strictement positive. De plus, la valuation du coeflicient est la somme des
valuations des racines de II, i.e. 1. II est donc un polynome d’Eisenstein. [J]

Remarque A.0.8. Les polynoémes d’Eisenstein sont irréductibles.
La réciproque du lemme précédent se démontre alors de la méme fagon.
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On déduit immédiatement des lemmes A.0.5 et A.0.6 que, a e fixé, dans
une extension totalement résiduelle K de Q,, tout polynéme P irréductible
de degré e admet un voisinage dans lequel les racines de chaque polynéme
de degré e engendrent exactement les mémes extensions de K que P.

Or, d’apres le lemme A.0.7, les extensions totalement ramifiées de degré
e de K sont engendrées par les racines des polynomes d’Eisenstein de degré
e, c’est-a-dire d'un point de Mg x --+ x Mg x v 1(1) : & un point de
cet ensemble correspond un polynéme auquel correspond un nombre fini
d’extensions totalement ramifiées, qui restent les mémes dans un voisinage
de ce point.

Or, cet ensemble est compact (en décomposant en base p, on voit que O
est compact, or My =~ O, dont v~ (1) est un fermé), donc en considérant
un sous-recouvrement fini de ces voisinages, le nombre d’extensions totale-
ment ramifiées de K est fini. D’ou la conclusion.



Annexe B

Rationnalité des séries
convergentes

Dans cette partie, un ”espace de solutions” sera un sous-ensemble de
Z" défini par un systeme fini d’inéquations linéaires a coefficients entiers
(c’est-a-dire de la forme > ;" | a;k; = B avec les oy et [ entiers).

Lemme B.0.9. Soit A un espace de solutions de Z™, p un entier > 1 et
A, ... A, des polynomes a coefficients entiers de degré < 1.
Soit J la série suivante, supposée convergente sur un ouvert U de R :

J(S) = Z p_ ?:1 klAZ(S)

(K1, kn)EA

S

Alors, J est une fonction rationnelle en p~° sur cet ouvert U :

Qe Q) : VseU, J(s)=Q(p ®).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. n = 0 est clair.

Quitte & partitionner A en un nombre fini de sous-espaces de solution
(correspondant au rajout des inéquations k; % 0), on peut supposer que
(ki,...,kn) € A implique ki, ..., k, = 0. On suppose de plus que A,, # 0.

Dans le systeme, apres d’éventuelles multiplications avec les constantes
idoines pour fixer A, les inéquations concernant k,, sont de la forme

Mep < ui(ky, ... kp—q) pouri=1,....¢
Mep = v(k1, ... k) pour j =1,...,m

avec A un entier fixé et les u;, v; des polynomes affines a coefficients entiers.
On sait que m > 1 et on suppose que £ = 1, le cas £ = 0 étant analogue.
Pour (4, j) € [[1; 4] x [[1;m]], on définit le sous-espace de solutions A;; de
A en lui rajoutant les £ + m — 2 inéquations suivantes en ki, ..., k,_1 :

wi(k1y ... kno1) < ug(ki, ..., kn—1) pour chaque x € [[1; £]\{i}
vj(k1, ..., kn—1) = ve(k1,...,kn—1) pour chaque k € [1;m[\{/j}
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Clairement, dans A;;, ces inéquations permettent de se restreindre a
uniquement deux équations en ce qui concerne ky, :

)\kn < ul-(k:l, ey k‘nfl)
Ak, = ’Uj(kl, ey kno1)

Les A;; formant une partition finie en sous-espaces de solutions de A,
cela justifie que 'on puisse supposer £ = m = 1. On note u = uy et v = v;.
Afin d’enlever A\, on décompose J selon les résidus modulo A des k; :

n—1 n—1
J(S) _ 2 p72i=1 riAi(s) Z p72i=1 A Ai(s)—knAn(s)
refo;a—1]" ! (c1,..mrCn )EL™
(Ac1471,0 A e 1470 —1,kn)EA

La premiere somme étant finie, la convergence de J est équivalente a
celle des
2 pi Z:Ln;ll AciAi(s)fknAn(s)
)

(C1,eesCn )EZ™
(Ac1+71,. . Aen—1+7Tn—1,kn)EA

or, ces sommes sont de la forme

2 P iy kiA(s)
(kl,...,kn)EA

avec A un espace de solutions de Z" et A; des polynémes a coefficients entiers
de degré < 1.

1l suffit en effet de poser A,, = A, et A; = M\A; si i # n et A Pespace des
solutions ot I'on a remplacé les inéquations de la forme > | a;k; = 8 de A
par Z?;ll Aok + anky, = 8 — Z?;ll QETE-

Etudions les inéquations définissant A.

Bien stir, il n’y a toujours que deux équations concernant k, :

M < u(Ner + 71,00, M1 + 7n—1)
My = v(Mkp + 71,00, M1 +71)

Ces équations s’écrivent pour des «;, o, 8, ' appropriés comme :

Men < S aihk; + 8
Nep = 0 Nk + B

(2

Or, ces deux équations sont clairement équivalentes a :

kn
kn

Cela justifie que I'on puisse supposer A = 1.

Sicy aaki + 5]
St adki + A5

VA
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De plus, lexistence de k;, impliquant u(ky,...,kn—1) = v(k1,..., kn—1),
on peut supposer que cette inéquation redondante fait partie du systeme.
On pose A,_; l'espace de solutions dans Z"~! du systeme de toutes les
inéquations définissant A qui ne concernent pas k,.

Posons U = U\A;.1(0). Pour s € U, on a alors :

J(s) = Z p~ Ziz1 kidi(s)
(kl,...,kn)EA
_Nxmn—1g.. 4. _
= Z p Zi:l k’LAZ(s) 2 p k?nAn(S)
(k1. kn—1)€An_1 v(k1,kn—1)<kn<u(ki,....kn—1)

U(kl’“-yk'nfl)An(S) _ pfu(klan-yknfl)An(S)

1— p—An(s)

_ D p i ki) P
(kla---vkn—l)eAn—l

1 X k1ot y P it FA) 011 A0 ()
1yeeshon—1 n—1

1 —p=An(s) D S ki Ai(s)—u(kr e kn—1)An(s)

(k1. kn_1)€An_1

Or, chacune de ces sommes est une sous-somme de celle définissant J
(en imposant la condition supplémentaire suffisante k,, = v(ki,...,kn—1) ou
kn = u(ky, ..., kn—1)) donc converge. Mais ces sommes s’écrivent clairement

_ _symn—=1lg 1.
P Bs Z P 21:1 kiAi(s)
(k1,.kn—1)eAn—1

pour des polyndmes A; & coefficents entiers et de degré < 1 appropriés en
notant (3 le coefficient constant de v (resp. u).

L’hypothese de récurrence permet donc d’affirmer que ce sont des fonc-
tions rationnelles en p~*%, d’ou J également.

Enfin, on étend a U tout entier par continuité (des fonctions rationnelles
et des séries de Laurent) puisque l'on a supposé A,, # 0. O

On remarque que le cas ¢ = 0 est effectivement totalement analogue : on
se réduit de la méme fagon a m = 1 puis & A = 1, puis on observe que la
convergence de J implique clairement la positivité de A,, ce qui permet de
conclure de la méme fagon en utilisant la série

—v(k1yeskn—1)An(s)

1— pA“ (s)

p
n<in j—
E P knAn(s)
kn=v(ki,....kn—1)
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