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Rationalité des séries de Poincaré
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3.1 Un résultat d’algèbre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.2 Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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A Extensions finies de Qp 49
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Introduction

Historiquement, les premières application de la théorie des modèles étaient
dues à l’élimination des quantificateurs dans certains modèles simples. Par
exemple, le théorème d’Ax a été déduit de l’élimination des quantificateurs
dans les corps algébriquement clos.

Suivant cette démarche, les modélistes ont tenté de démontrer l’élimination
des quantificateurs dans de nombreux modèles. L’étude des nombres p-
adiques, débutée par Ax et Cochen, s’est révélée particulièrement fructueuse
une fois l’élimination des quantificateurs démontrée par Macintyre en 1976,
débouchant en particulier sur la résolution de la conjecture d’Artin dans le
cas p-adique. Nous nous intéresserons une autre application : la rationalité
des séries de Poincaré P et P̃ .

Historiquement, la rationalité de P̃ a été démontrée par Igusa et Meuser
en utilisant le théorème d’Hironaka sur la résolution des singularités, celle
de P , après avoir été conjecturée par Serre et Oesterlé, par Denef.

C’est cette dernière approche que nous suivrons dans ce rapport.

Nous tenons à remercier Martin Hils et Silvain Rideau pour leur enca-
drement enrichissant et motivant.
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Résumé

Afin de démontrer l’élimination des quantificateurs dans Qp, nous uti-
liserons une stratégie de ”va-et-vient” (théorème 4.1.9) qui nécessitera une
bonne compréhension des extensions de corps valué. Nous étudierons donc
dans un premier temps l’algèbre des corps valués, nous concentrant sur
l’étude de leurs extensions et de leur théorie de Galos, avec une attention
particulière envers les corps Henséliens.

Nous en déduiront alors que, sur le langage LMac de Macintyre, la
théorie pCF des corps valués henséliens de corps résiduel isomorphe à Fp
dont le groupe de valeurs est un Z-groupe de plus petit élément vppq admet
l’élimination des quantificateurs et est donc la théorie de Qp.

Cette élimination des quantificateurs permet alors une bonne compréhension
des ensembles définissables dans Qn

p . Nous montrerons en particulier le
théorème de décomposition cellulaire 6.4.3 permettant de partitionner fi-
niment les ensembles définissables en de sous-ensembles sympathiques.

Cette bonne compréhension des ensembles définissables rend alors l’intégration
sur ces derniers aisée, ce dont nous déduirons le théorème de rationalité abs-
trait 6.3.3 affirmant que certaines fonctions définies par une intégrale sur des
ensembles définissables de Qn

p sont essentiellement des fonctions rationnelles.

Finalement, les séries de Poincaré P et P̃ , définies comme séries de
comptages associées à des variétés de Qp, seront essentiellement de la forme
précédente et nous prouverons donc qu’elles sont des fonctions rationnelles.
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Chapitre 1

Rappels sur les valuations

1.1 Groupes ordonnés

Un groupe ordonné est une structure pG,�,�, , 0q dans le langage
LGO � t�,�, , 0u qui respecte les axiomes qui disent que G est un groupe
et   est un ordre total sur G qui respecte l’opération, c’est à dire pour tout
g   h et u dans G, g � u   h � u et u � g   u � h. Le groupe sera dit
archimédien si @x, y ¡ 0, Dn P N : nx ¡ y. Il ne faut pas oublier que ce
n’est pas le cas général.

Définition 1.1.1. Le groupe des entiers Z est évidemment un groupe or-
donné. Soit ThpZq sa théorie dans le langage LGO,1 � LGOYt1u. On dit que
une LGO,1-structure G est un Z-groupe si G |ù ThpZq. C’est un résultat clas-
sique le fait que la théorie ThpZq est axiomatisé par la théorie des groupes
abéliens ordonnés sans torsion, à laquelle on rajoute les axiomes :

@x x ¡ 0 Ñ x ¥ 1

et le schéma d’axiomes

D�nx @y

�©
i�j

xi � xj � ny

�
@n P N¡0.

Remarque 1.1.2. Si on ajoute au langage LGO la constante 1 et les prédicats
1-aires tPn| n P Nu, et on ajoute à la théorie des Z-groupes les axiomes

@xpPnpxq ÐÑ D y ny � xq

la théorie ainsi obtenue admet l’élimination des quantificateurs.

1.2 Extension d’anneaux

Soit R un anneau intègre, R � K corps, a P K est dit entier sur R si
il existe un polynôme unitaire ppxq P Rrxs tel que ppaq � 0. Si tout a P K
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entier sur R est dans R, alors on dit que R est intégralement clos dans K.
Si R � S et tout élément de S est entier sur R on dit que R ãÑ S est une
extension entière.

Remarque 1.2.1. Sont équivalentes :

– a entier sur R ;
– Rras est un R-module de type fini ;
– il existe B � Rras anneau tel que B est un R-module de type fini.

Si A est un anneau intègre, on note KpAq le corps des fractions de A.

1.3 Valuations

Soit R un anneau intègre. Une valuation v sur R est une application
v : RÑ ΓY t8u où pΓ,�,�, 0, q est un groupe ordonné, satisfaisant pour
tout a, b P R et γ P Γ :

1. vpaq � 8 ÐÑ a � 0

2. vpa� bq ¥ mintvpaq, vpbqu

3. vpabq � vpaq � vpbq

4. γ   8 et γ �8 � 8

Remarque 1.3.1. Soit pK, vq un corps valué.

1. vp1q � vp�1q � 0, vpab�1q � vpaq � vpbq

2. vpaq   vpbq ñ vpa� bq � vpaq

3. si vp
ņ

i�1

aiq ¡ mintvpaiqu ñ D i � j tels que ai � aj

Soit Ov :� ta P K| vpaq ¥ 0u, Mv :� ta P K| vpaq ¡ 0u, Ov est
appelé anneau de valuation, dont M est l’unique idéal maximal. Clairement,
vpaq ¤ vpbq ñ vpba�1q ¥ 0 ñ ba�1 P Ov, et Ov est intégralement clos dans
K car si an � b1an�1 � � � � � bn � 0 avec bi P Ov, alors vpaq   0 ñ vpanq  
vpbian�iq ñ vp0q � vpanq ce qui est absurde.

Définition 1.3.2. Le corps Ov{Mv est appelé corps résiduel, noté κv et la
projection Ov

resÝÑ Ov{Mv est appelée application résiduelle.

Remarque 1.3.3. Dans la suite sera important de pouvoir, à partir de Ov,
retrouver le corps K et la valuation v. En effet :

– K est le corps des fractions de Ov ;
– Mv est l’ensemble des éléments non inversibles de Ov, et le seul idéal

maximal de Ov ;
– κv � Ov{Mv, res : Ov ÝÑ Ov{Mv ;
– Γ est naturellement isomorphe à K�{O�

v car K� vÝÑ Γ est surjective,
avec noyeau O�

v . L’ordre sur Γ est défini par vpaq ¤ vpbq ÐÑ ba�1 P Ov
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1.4 Anneaux de valuation

Si R est un anneau commutatif intègre, K son corps des fractions, on
dit que R est un anneau de valuation si @a P K a R Rñ a�1 P R. Avec la
construction ci-dessus, si R est un anneau de valuation, alors il est l’anneau
de valuation d’une unique valuation sur K, de groupe de valeurs K�{R�.

Définition 1.4.1. Soit K corps, et v : K Ñ Γv Y t8u, w : K Ñ Γw Y
t8u valuations sur K. On dit que v et w sont équivalents si il existe un
isomorphisme de groupes ordonnés φ : Γv Ñ Γw tel que w � φ � v.



Chapitre 2

Nombres p-adiques

2.1 Valuations sur Q

Si v est une valuation non triviale sur Q, par 1. et 3. dans 1.3.1 on a que
vpnq � vp1 � � � � � 1q ¥ vp1q � 0 donc Z � Ov. Soit I � Z XMv. I est
maximal et v non triviale, donc I � pZ avec p ¥ 2 premier. Alors, le groupe
des valeurs est isomorphe à Z, où 1 � vppq, et vppnaq � n si a ^ p � 1. Si
q P Q, il existe n, a, b tels que p^ a � p^ b � 1, q � a

bp
n, donc vpqq � n. On

appelle v valuation p-adique sur Q, de groupe de valeurs Z et corps résiduel
Fp � Z{pZ. On note vp la valuation p-adique sur Q.

2.2 Topologie, Zp, Qp

Soit pK, vq corps valué, Γ groupe de valeurs. On considère l’ensemble

τ :� tBpa, γq| a P K, γ P Γu où Bpa, γq � tx P K| vpa� xq ¡ γu.

Alors τ est base d’une topologie sur K, car si c P Bpa1, γ1q X Bpa2, γ2q
et γ1 ¡ γ2, alors Bpc, γ1q � Bpa1, γ1q X Bpa2, γ2q (en effet vpx � aiq �
vpx� c� c� aiq ¥ mintvpx� cq, vpc� aiqu).
Remarque 2.2.1. Quand Γ est archimédien on peut supposer Γ � R, donc
a ÞÑ e�vpaq est une norme qui induit la topologie ci-dessus sur le corps K.

Définition 2.2.2. Le corps des rationnels p-adiques Qp est la complétion
de Q avec la norme |q| � e�vppqq. Il est facile de voir que le suites de Cauchy
dans Q pour la topologie p-adique sont les pxnqn telles que pour tout N
il existe m avec vpxn�1 � xnq ¡ N @n ¡ M . Alors la limite x de pxnqn a
valuation vppxq � limxÑ�8 vppxnq.

On note Zp � OQp l’anneau des entiers p-adiques.

Remarque 2.2.3. vp est bien définie sur Qp car si vppxn�1 � xnq
nÝÑ �8

alors DN ; @n ¥ N, vppxnq � vppxN q. De plus on veut vppx � xnq
nÝÑ �8,

ce qui n’est possible que si on a ultimement vppxq � vppxnq.
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2.2. TOPOLOGIE, ZP , QP 11

Concrètement on peut penser Zp comme l’ensemble des suites panq d’en-
tiers tels que 0 ¤ an   pn et an�1 � an pmod pnq, avec les opérations
définies par

panq � pbnq � pcnq ÐÑ @n an � bn � cn pmod pnq

panqpbnq � pcnq ÐÑ @n anbn � cn pmod pnq,

où l’on identifie Z avec les suites ultimement constantes par

x ÞÑ px pmod pnqqn

et où la valuation vp est donnée par vpppanqnq � suptn| an � 0u.
En effet, la valuation y est positive, Q est dense dans le corps des fractions

Q̃p de cet anneau (muni de la valuation naturelle) et toute suite de Cauchy
de Q y est convergente, ce qui est bien suffisant pour affirmer Q̃p � Qp.

Effectivement, si panq
pbnq

P Q̃p, et paNn qn est défini par

aNn :�
"

an si n ¤ N
aN sinon

alors
paNn q
pbNn q

P Q et vp

�
panq
pbnq

�
paNn q
pbNn q



NÑ8ÝÑ 8.

d’où la densité de Q.
De plus, si pxkq est une suite de Cauchy de Q, sa valuation étant ulti-

mement constante, on peut après multiplication par le puissance de p idoine

la considérer comme appartenant à Z. Comme vppxk�1� xkq
kÝÑ �8, pour

tout n pxkq sera ultimement constante modulo pn, valant an P rr0; pn � 1ss.
Alors, la suite des pxkq convergera bien vers l’élément panq de Q̃p.



Chapitre 3

Extensions algébriques et
corps Henséliens

3.1 Un résultat d’algèbre

Le but de cette section est de démontrer le théorème suivant :

Théorème 3.1.1. Soit pK, vq corps valué et L une extension galoisienne
algébrique de K. Alors v s’étend à une valuation w de L, et si w1 est une
autre valuation de L étendant v, alors Dσ P AutpL{Kq : w1 � w � σ.

On utilisera sans démonstration les propriétés simples de la localisation,
et le lemme de Nakayama.

Lemme 3.1.2. Si R � S est une extension entière, P un idéal premier de
R, alors il existe un idéal premier Q � S tel que QXR � P. On dit que Q
est au-dessus de P. De plus, P est maximal si et seulement si Q l’est.

Démonstration. On peut se réduire au cas où R est un anneau local : il
y a une correspondance entre idéaux premiers de RP et idéaux de R qui
intersectent P en p0q, de plus RP ãÑ SP est encore une extension entière,
et les idéaux premiers de SP au-dessus de PRP correspondent à idéaux
premiers de S au-dessus de P. On suppose donc R local ; il suffit de montrer
que PS � S, car dans ce cas PS est contenu dans un idéal maximal de S,
et si Q est un tel idéal, P � Q X R, et Q X R est un idéal de R, qui ne
contient pas 1, donc est égal à P.
Si par l’absurde PS � S, on a

1 �
ņ

i�1

aisi ai P P, si P S.

Alors Rrs1, . . . , sns est un R-module fini (car si est entier sur R) avec
PRrs1, . . . , sns � Rrs1, . . . , sns, donc par le lemme de NakayamaRrs1, . . . , sns �
0, contradiction.
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3.1. UN RÉSULTAT D’ALGÈBRE 13

Supposons maintenant que P est maximal dans R. Alors R{P est un
corps, R{P ãÑ S{Q est une extension entière, donc S{Q est un corps aussi,
et Q est maximal (si b P S{Q alors R{Prbs est un corps, donc b�1 P R{Prbs �
S{Q).

Inversement si Q est maximal, S{Q est un corps, et R{P ãÑ S{Q est
une extension entière. Si R{P n’est pas un corps, il existe un idéal maximal
M dans R{P, donc il existe un idéal premier M1 � S{Q au-dessus de M,
contradiction.

Théorème 3.1.3. Soir R un anneau de valuation, K son corps des frac-
tions, K ãÑ L une extension de Galois finie, S � L la clotûre intégrale de R
dans L. Si P est l’idéal maximal de R, et Q,Q1 des idéaux de S au-dessus
de P, alors

1. SQ est un anneau de valuation, L � KpSQq et la valuation induite sur
L étend v.

2. il existe σ P G � GalpL{Kq tel que σpQq � Q1, et les valuation corres-
pondants à Q et Q1 ne sont pas équivalentes.

Inversement si w est une valuation sur L que étende v, il existe Q � S idéal
tel que Ow � SQ.

Démonstration. 1. Soit y P L, et soit Pypxq � xn � a0x
n�1 � � � � � an P

Krxs le polynôme minimal de y sur K. On a y P S si et seule-
ment si Pypxq P Rrxs. Supposons ça ne soit pas le cas, alors vpanq �
mintvpaiq| i ¤ nu, et Py�1 � a�1

n XnPypX�1q est dans Rrxs, et donc
y�1 P S. L’idéal maximal de SQ est QSQ, et QSQ X R � P, donc la
valuation induite par SQ sur L étend celle induite par R sur K.

2. Supposons σpQq � Q1 @σ P G c’est à dire σQ � τQ1 @σ, τ P G.
D’après le théorème du reste Chinois, (Q,Q1 maximauxñ σQ�τQ1 �
S) on obtient un x P S tel que

x � 1 pmod σQq @σ P G

x � 0 pmod σQ1q @σ P G

Le produit

y �
¹
σPG

σx

est fixé par l’action du Galois, donc y P Q1 X R � P (car R est
intégralement clos dans K). x R σQ pour tout σ P G, donc σx R Q
pour tout σ P G, mais Q est premier, donc x R Q, contradiction.

Or, si w est une valuation sur L étendant v, S � Ow. En effet soit a P S,
et an�b1an�1�� � ��bn � 0 avec bi P R ; alors si wpaq   0, wpanq   wpan�ibiq
pour tout i ¡ 0, donc 8 � wp0q � wpan � b1a

n�1 � � � � � bnq � wpanq ce
qui implique a � 0. Mw X S � Q est un idéal maximal de S donc l’anneau
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SQ est exactement l’anneau de valuation de w, d’après la première partie du
théorème. De plus, deux valuations équivalentes sur L ont même anneaux
de valuation, donc évidemment les valuations induites par deux différents
idéaux au-dessus de P ne sont pas équivalents.

On obtient comme corollaire le théorème 3.1.1 :

Démonstration. Soit R l’anneau de valuation de v, P l’idéal maximal de R.
Si S est la clotûre intégrale de R dans L et Q est un idéal de S au-dessus
de P, alors SQ est un anneau de valuation dont la valuation étend v.
Si maintenant w,w1 sont des valuations étendant v à L, Mw,Mw1 sont des
idéaux de S au-dessus de P, et pour le théorème 3.1.3 il existe σ P GalpL{Kq
tel que σMw � Mw1 , de plus σ laissant invariant S, σpOwq � σpSMwq �
SσpMwq � SMw1

� Ow1 , donc w � σ � w1

Dans la suite on va étudier certaines propriétés des extensions des corps
valués.

3.2 Notation

Si K � L corps, v une valuation sur K et w une valuation sur L qui
étend v, on note pK, vq � pL,wq. On note les corps résiduels et les groupes
de valeurs, respectivement κK , κL,ΓK ,ΓL. Si pK, vq � pL,wq, ΓK � ΓL et
κK � κL, car le noyeau de l’application Ov ÝÑ Ow{Mw est MwXOv �Mv,
donc

Ov{Mv ÝÑ Ow{Mw

est injective.
En général les inclusion seront strictes, on note f � fpL{K,wq :� rκL : κKs
le degré d’inertie de w sur K, et e � epL{K,wq :� rwpL�q : ΓKs l’indice de
ramification de v dans pL,wq. On se demande, dans le cas où K � L est
une extension finie de corps valué, quand est-ce que on peut la décomposer
en une tour d’extensions simples qui vérifient chacune une des conditions
suivantes :

– f � rL : Ks auquel cas on dit que l’extension est totalement résiduelle,
et on a κK � κL et ΓK � ΓL ;

– e � rL : Ks, auquel cas on dit que l’extension est totalement ramifié,
et on a κK � κL et ΓK � ΓL ;

– κK � κL et ΓK � ΓL auquel cas on dit que l’extension est immédiate.

Proposition 3.2.1. Soient pK, vq � pL,wq corps valués. Soient a1, . . . , ar P
Ow tels que res a1, . . . , res ar soient linéairement indépendants sur κK , et
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b1, . . . , bs P L� tels que wpb1q � ΓK , . . . , wpbsq � ΓK soient deux-à-deux dis-
joints. Alors les éléments aibj 1 ¤ i ¤ r, 1 ¤ j ¤ s sont linéairement
indépendants, et, si les cij P K sont non tous nuls,

wp
¸
i,j

aibjcijq � min
i,j
twpbjq � vpcijqu.

Démonstration. Il suffit de montrer la deuxième assertion. Soit I l’ensemble
des paires pi, jq telles que vpcijq � wpbjq � δ :� mini,jtvpcijq � wpbjqu.
Alors dans I apparâıt exactement un indice parmi les j, en effet si j �
j1, vpcijq�wpbjq � vpci1j1q�wpbj1q alors wpbjq�wpbj1q P ΓK , contradiction.
Donc I � tpi, j0q| wpbj0q � vpcij0q � δu. Montrons que

w

�¸
i

cij0aibj0

�
� δ.

En effet, si ci0j0 � 0, et di :� cij0c
�1
i0j0

on a

w

�¸
i

cij0aibj0

�
� wpci0j0bj0q � w

�¸
i

diai

�

avec vpdiq � 0, donc di P Ov et la combinaison linéaire

resp
¸
diaiq �

¸
res di res ai � 0

car respdi0q � res 1 � 1 et les res ai sont linéairement indépendants. Donc,
comme @x P Ow wpxq ¥ 0 et wpxq ¡ 0 ÐÑ resx � 0, on obtient que
w p
°
i cij0aibj0q � wpci0j0bj0q � vpci0j0bj0q � δ. En conclusion, comme

w

�
� ¸
pi,jqRI

cijaibj

�

¥ min

pi,jqRI
tvpcijq � wpbjqu ¡ δ � w

�
� ¸
pi,jqPI

cijaibj

�

,

en utilisant 2. dans 1.3.1 on obtient le résultat.

3.3 Groupes de décomposition et d’inertie

Soit pK, vq � pL,wq, avec K ãÑ L extension de Galois de degré n,
G � GalpL{Kq. On définit le groupe de décomposition de w dans L comme :

Gdec,w :� tσ P G| σpMwq �Mwu   G.

Vu que Ow est obtenu en localisant O en OXMw, on peut définir de façon
équivalente

Gdec,w � tσ P G| σpO XMwq � O XMwu.
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On a facilement que si w1 � w � σ, alors

Gdec,w1 � tτ P G| τpMw1q �Mw1u � tτ | τσ�1pMwq � σ�1Mwu � σ�1Gdec,wσ

et que les extensions distinctes de v correspondent aux classes latérales de
Gdec,w, c’est à dire si rG : Gdecs � g et τ1, . . . , τg sont des éléments de
G tels que Gdecτi X Gdecτj � H @ i � j, alors les extensions de v sont
tw � τi| i � 1, . . . , gu.

On définit Ldec comme étant le corps fixé par Gdec, alors pour la corres-
pondance de Galois on a que

Gdec � GalpL{Ldecq.

L’extension Ldec ainsi construite est la plus petite sous-extension K �
Ldec � L telle que la restriction de la valuation w à Ldec admette une unique
extension à L. En effet d’après le théorème 3.1.1 les extension de w|Ldec sont
du type w�σ, où σ P AutpL{Ldecq, mais par définition AutpL{Ldecq � Gdec �
tσ| w � σ � wu donc il existe une unique extension.

On admet le résultat suivant :

Théorème 3.3.1. K ãÑ Ldec est une extension immédiate.

3.4 Corps Hensélien

Définition 3.4.1. Soit pK, vq corps valué. pK, vq est dit Hensélien si pour
tout polynôme fpxq P Ovrxs, pour tout a P Ov, si res fpaq � 0, res f 1paq � 0
alors il existe b P Ov tel que fpbq � 0 et res b � res a.

Remarque 3.4.2. En ce cas b est l’unique élément de Ov satisfaisant fpxq � 0
et vpx� aq ¡ 0. En effet si c � b est un autre tel élément, on a px� bqpx�
cq|fpxq, donc respx� bq respx� cq � px� res aq2| res fpxq, donc res f 1paq � 0,
absurde.

Théorème 3.4.3. Soit pK, vq un corps valué. Sont équivalents :

1. pK, vq est Hensélien ;

2. Si L extension algébrique de K, alors v a une unique extension à L ;

3. Si fpxq P Ovrxs est telle que vpfp0qq ¡ 2vpf 1p0qq alors il existe b P Ov

tel que vpbq � vpfp0qq � vpf 1p0qq et fpbq � 0.

Le fait que les extensions algébriques d’un corps Hensélien prolongent de
façon unique la valuation sera utilisé dans la démonstration de l’élimination
des quantificateurs dans le corps des p-adiques.

Démonstration. On a que pour toutes valuations sur Lsep il existe une unique
extension à L. En effet l’existence est vrai en général et est un résultat
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classique (voir [6] chap. 3.1), et l’unicité suive du fait que si a P LzLsep, et
xn�an est le polynôme minimal de a sur Lsep, alors vpaq � 1

nvpa
nq. D’après

le théorème d’existence d’extensions cité ci-dessus on voit que la condition :

”pour toute L extension algébrique de K, alors v a une unique extension à L”

est équivalente à la condition

”pour toute L extension de Galois de K, alors v a une unique extension à L”.

On suppose donc L normale et séparable sur K, et soit w une extension de
v à L, Gdec son groupe de décomposition et Ldec corps fixé par Gdec.

1q ñ 2q Soit id � τ1, . . . , τg un ensemble de représentant des classes
latérales de Gdec, et O la clotûre intégrale de Ov dans Ldec. Vu que
τipMw X Oq � τjpMw X Oq � O on peut appliquer le théorème du
reste chinois et obtenir un a P O tel que :
– a RMw

– a P τiMw si i ¥ 2
En particulier a P σMw @σ R Gdec. Si fpxq P Ovrxs est le polynôme
minimal de a, fpxq �

±n
i�1 px� aiq et a � a1, alors les autres ra-

cines sont de la forme aj � σa avec σ R Gdec, donc res fpxq �±n
i�1 px� res aiq � xn�1px � res aq donc res a est une racine simple

de res fpxq, ce que implique qu’il existe b P Ov tel que fpbq � 0,
contradiction.

2q ñ 1q Soit fpxq P Orxs, a P Ov tels que vpfpaqq ¡ 0, vpf 1paqq ¡ 0.
On peut supposer f irréductible. On montre que deg f � 1, ce qui
entraine qu’il existe un b tel que fpbq � 0 et res b � res a.
Si b1, . . . , bn sont des racines de f , pour tout i, j, wpbiq � wpbjq par
unicité de w (car GalpL{Kq agit transitivement sur tb1, . . . , bnu). Soit
γ :� wpbiq. Soit

fpxq � c
n¹
i�1

px� biq � c

�
ņ

k�0

akx
n�k

�

Si γ   0, vpanq   vpaiq car vpanq � nγ   iγ ¤ vpaiq pour tout i   n,
donc res fpxq � respcanq sur Ov, mais res fpxq n’est pas constant,
contradiction. Si γ ¡ 0 on a res fpxq � respcqxn donc n � 1 et f a une
racine dans Ov.
Supposons alors que γ � 0. On peut donc supposer c � 1. res fpxq �±
i px� res biq. Vu que f est irréductible, res fpxq est une puissance

du polynôme minimal d’une de ses racines. En effet AutpκL{κKq agit
transitivement sur tres b1, . . . , res bnu, car si σ P GalpL{Kq telle que
σpbiq � bj , alors l’application σ : κL ÝÑ κL telle que σpres aq �
resσpaq est dans AutpκL{κKq et σpres biq � res bj . Donc en particulier
tous les res bi sont racines du même polynôme irréductible g, et res f �
gk. Vu que res f a une racine simple, k � 1 et deg f � 1.
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3q ñ 1q Soit res fpaq � 0, res f 1paq � 0. Alors si gpxq � fpa � xq,
vpgp0qq ¡ 2vpg1p0qq, et il existe b P Ov tel que vpbq � vpgp0qq � vpfpaqq
et fpa� bq � gpbq � 0. En particulier vpbq ¡ 0 donc respa� bq � res a.

1q ñ 3q Soit c � �fp0q{f 1p0q, et gpxq :� fpcxq{fp0q. Alors gpxq P Ovrxs,
gp0q PMv et g1p0q � 1 PMv.

Corollaire 3.4.4. Si pK, vq corps valué, w une extension de v à Ksep,
d’idéal maximal Mw.

1. Une extension algébrique d’un corps Hensélien est Hensélienne.

2. Il existe un unique plus petit corps Hensélien contenant K, qui est
en particulier le sous-corps de Ksep fixé par Gdec,w. Il est unique à
K-isomorphisme près, et on le note Kh.

3. Kh est une extension immédiate de K.

Démonstration. 1. D’après le point 2. de 3.4.3.

2. Soit Kh :� KGdec,w . Il suffit de montrer que, pour toute extension
finie de Galois L de K, w|KhXL admet une unique extension à L. Mais
c’est clair car si σ P Gdec,w|

KhXL
, il existe un σ P Gdec,w tel que σ �

σ|KhXL, donc le corps fixé par Gdec,w|
KhXL

est exactement KhXL et on

obtient le résultat. En particulier si Kh � L est algébrique, w admet
une unique extension, donc Kh est Hensélien. Inversement un corps
Hensélien contenant K doit contenir le corps fixé par Gdec,w, donc Kh

est le minimal. D’après le théorème 3.1.1 si w1 est une autre extension
de v à Ksep, il existe σ P GalpL{Kq tel que Gdec,w1 � σGdec,wσ

�1,

donc KGdec,w1 � KσGdec,wσ
�1
� σKGdec,w et donc Kh est unique à

K-isomorphisme près.

3. Si K ãÑ L est une extension finie, Kh X L � Ldec est une extension
immédiate de K par le théorème 3.3.1, donc K ãÑ Kh est immédiate
aussi.

On conclut cette section avec un important résultat dont on ne donne
pas la démonstration :

Théorème 3.4.5. Soit pK, vq un corps valué Hensélien, L une extension
algébrique de K de degré n, et w l’unique extension de v à L. Alors n �
epL{KqfpL{Kqχd où d ¥ 0 entier et χ est la caractéristique de κK si elle
est positive, et 1 sinon.

Remarque 3.4.6. Une conséquence importante du théorème 3.4.5 est que en
caractéristique résiduelle nulle, un corps valué Hensélien n’a pas des exten-
sions immédiates propres.
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On va introduire des nouveaux outils pour démontrer le même résultat
dans le cas où la caractéristique résiduelle est p ¡ 0 et le groupe de valeurs
a un plus petit élément π tel que vppq soit un multiple entier de π.

3.5 Suites pseudo-convergentes, pseudo-limites

Soit pK, vq un corps valué de groupe de valeurs Γ.

Définition 3.5.1. Une suite taαuα λ d’éléments de K indexée sur un ordi-
nal λ limite, est dite pseudo-convergente si il existe un α0   λ tel que

vpaσ � aτ q ¡ vpaτ � aβq pour tout σ ¡ τ ¡ β ¥ α0.

Dans la suite on va supposer α0 � 0 pour simplifier, tous les résultats se
généralisent facilement au cas α0 ¡ 0.

Proposition 3.5.2. Soit taαuα λ suite pseudo-convergente. Alors :

1. soit vpaαq ¡ vpaβq pour tout α ¡ β

2. soit il existe un γ0   λ tel que vpaαq � vpaγ0q pour tout α ¡ γ0.

Démonstration. Supposons 1. ne soit pas vérifié , et soit vpaαq ¥ vpaγ0q
pour α   γ0. Alors pour tout σ ¡ γ0 vpaσq � vpaγ0q, sinon vpaσ � aγ0q �
mintvpaσq, vpaγ0qu ¤ vpaγ0q et vpaγ0�aαq ¥ vpaγ0q, ce qui contredit vpaσ�
aγ0q ¡ vpaγ0 � aαq.

Remarque 3.5.3. On note que si taαu est une suite pseudo-convergente,
vpaσ � aαq � vpaα�1 � aαq pour tout σ ¡ α. En effet vpaσ � aαq �
vpaσ � aα�1 � aα�1 � aαq � vpaα�1 � aαq.

Définition 3.5.4. Un élément x de K est dit pseudo-limite de taαuα¡λ si
pour tout β   α vpx� aβq � vpaβ�1 � aβq. On note aα ñ x.

On va étudier les extensions immédiates des corps valués.

Théorème 3.5.5. Soit pK, vq � pL,wq une extension immédiate. Alors tout
élément de LzK est une pseudo-limite d’une suite pseudo-convergente dans
K sans pseudo-limites dans K.

Démonstration. Soit a P LzK, I � twpa�bq| b P Ku. Alors I n’est pas borné,
car si b P K, il existe c P K tel que wpa� bq � wpcq, donc comme l’extension
est immédiate et wpa�bc q � 0, il existe d P K tel que res d � res a�bc , c’est à

dire wpa�bc � dq ¡ 0, donc wpa� b� dcq ¡ wpcq � wpa� bq.
On choisit tcαuα λ tel que twpa � cαquα λ soit croissante et cofinale en I.
Alors wpcα�1 � cαq � wppa � cαq � pa � cα�1qq � wpa � cαq donc tcαuα λ
est pseudo-convergente. De plus tcαuα λ n’a pas des pseudo-limites dans K
(sinon si a0 P K l’est, wpa � a0q � wppa � cαq � pa0 � cαqq ¥ wpcα�1 � cαq
pour tout α, mais wpa� a0q P I, absurde).
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On veut obtenir des résultats dans l’autre direction : étant donnée une
suite pseudo-convergente dans K qui n’a pas de limites dans K, on se de-
mande s’il existe une extension immédiate de K où il y a des pseudo-limites.
La réponse est toujours affirmative.

3.6 Formule de Taylor

Si K est un corps, fpxq P Krxs, on appelle formule de Taylor de fpxq

fpx� yq �
degpfq¸
i�0

Dipfpxqqyi

où Di est l’application K-linéaire de Krxs dans Krxs telle que Dipxnq est le
coefficient de yi dans px� yqn. La formule ci-dessus généralise la formule de
Taylor standard aux corps de caractéristique quelconque.

Remarque 3.6.1. Si f P Krxs, et taαu est une suite pseudo-convergente
en K, alors tfpaαqu est pseudo-convergente aussi. En effet tvpx � aαq �
vpaα�1 � aαq| α   λu est finiment réalisé dans K, donc par compacité il
existe L © K où taαuα λ a une pseudo-limite a. On a que

fpaq � fpaαq �
degpfq¸
i�1

Di fpaqpa� aαqi.

On montre facilement qu’il existe un α0   λ et un i0 avec 1 ¤ i0 ¤ deg f
tels que pour tout α ¡ α0, i � i0,

vpDi0 fpaqq � i0vpa� aαq   vpDi fpaqq � ivpa� aαq

donc en particulier pour α ¡ α0

vpfpaq � fpaαqq � vpDi0 fpaqq � i0vpa� aαq,

en particulier vpfpaq � fpaαqq est ultimement croissante, et donc vpfpaq �
fpaαqq � vpfpaα�1q � fpaαqq, ce que implique que tfpaαquα λ pseudo-
converge (avec la définition donnée au-dessus).

Remarque 3.6.2. En particulier on obtient que si aα ñ a alors fpaαq ñ fpaq.

Définition 3.6.3. On déduit que pur toute suite pseudo-convergente taαu
et pour tout fpxq P Krxs, il y a deux cas possibles :

1. il existe α0   λ tel que pour tout σ ¡ α0 vpfpaσqq � vpfpaα0qq

2. pour tout σ ¡ α vpfpaσqq ¡ vpfpaαqq.

On dit que taαuα λ est de type transcendant si pour tout f P Krxs la
condition 1. est vérifié, et de type algébrique si il existe f P Krxs pour lequel
la condition 2. est vérifié.
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Théorème 3.6.4. Si taαuα λ est une suite pseudo-convergente de type
transcendant dans K sans pseudo-limites dans K, il existe une extension
immédiate transcendante pK, vq � pKpzq, vq, où la valuation est définie sur
les polynômes f P Krxs par

vpfpzqq � lim
αÑλ

vpfpaαqq.

De plus z est une pseudo-limite de taαu.
Inversement si pK, vq � pKpuq, wq est une extension immédiate telle que
aα ñ u, alors

Kpuq ÝÑ Kpzq
u ÞÝÑ z

est un isomorphisme de corps valués.

Démonstration. L’application v est bien définie car taαuα λ est de type
transcendent, c’est de plus une valuation : pour σ suffisamment grand,

vpfpzqgpzqq � vpfpaσqgpaσqq � vpfpaσqq � vpgpaσqq � vpfpzqq � vpgpzqq

et de même

vpfpzq � gpzqq ¥ mintvpfpzqq, vpgpzqqu.

L’extension pK, vq � pKpzq, vq est immédiate : en effet le groupe de valeurs
est le même, et pour σ suffisamment grand

vpfpzq � fpaα�1qq � vpfpaσq � fpaα�1qq ¡ vpfpaα�1q � fpaαqq ¥ 0

donc respfpzq � fpaα�1qq � 0 ce qui implique respfpzqq � respfpaα�1qq et
le corps résiduel est le même. Par définition vpz � aαq � vpaσ � aαq pour σ
grand, donc z est une pseudo-limite de taαuα λ.
Soit u comme ci-dessus, on sait que fpaαq ñ fpuq, vu que wpfpaαqq est ulti-
mement constant, nécessairement wpfpuqq � vpfpaαqq pour α suffisamment
grand, et en particulier wpfpuqq � vpfpzqq.

Théorème 3.6.5. Si taαuα λ est une suite pseudo-convergente de type
algébrique en K, sans pseudo-limite dans K, et si qpxq est un polynôme
de degré minimal qui satisfait la condition 2. dans 3.6.3, il existe une ex-
tension algébrique immédiate pK, vq � pKpzq, vq telle que z est racine de q,
et pour tout fpxq avec deg f   deg q, vpfpzqq � limαÑλ vpfpaαqq. De plus, z
est une pseudo-limite de taαuα λ .
Inversement, si u est une racine de qpxq, pK, vq � pKpuq, wq avec aα ñ u,
alors

Kpuq ÝÑ Kpzq
u ÞÝÑ z

est un isomorphisme de corps valué.
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Démonstration. Notons que qpxq est de degré ¡ 1, sinon qpxq � x � a, et
on aurait aα ñ a. De plus, qpxq est irréductible, sinon si qpxq � q1pxqq2pxq
soit q1 soit q2 satisfait 2. dans 3.6.3, ce qui contredit la minimalité de deg q.
Toute la preuve du théorème est similaire à celle du théorème 3.6.4, sauf
la démonstration du fait que v est une valuation : si f, g P Krxs, deg f  
deg q, deg g   deg q, on a fpxqgpxq � qpxqspxq � rpxq, avec deg r   deg q,
donc fpaαqgpaαq � rpaαq � qpaαqspaαq. Or, ultimement la valuation de
qpaαqspaαq crôıt strictement, et celle de fpaαqgpaαq, et de rpaαq est ultime-
ment constante. Donc pour avoir égalité il est nécessaire que vpfpaαqgpaαqq �
vprpaαqq ultimement, c’est à dire vpfpzqgpzqq � vprpzqq.

On obtient un important résultat sur les extensions des corps valué
Henséliens :

Théorème 3.6.6. Soit pK, vq un corps valué Hensélien de caractéristique
nulle, de caractéristique résiduelle p ¡ 0 et de groupe de valeurs isomorphe
à Z. Alors K n’a pas d’extension algébrique immédiate propre.

Démonstration. D’après le théorème 3.6.5, il suffit de montrer que toute
suite pseudo-convergente de type algébrique a une pseudo-limite dans K.
Soit taαuα λ une telle suite, a une pseudo-limite dans une extension L �
Kpaq, et soit fpxq le polynôme minimal de a sur K (d’après le théorème
3.6.5 on peut supposer a algébrique sur K). On a que fpaαq ñ fpaq et
f 1paαq ñ f 1paq � 0. Vu que ΓK est isomorphe à Z, tvpfpaαqqu est cofinale
dans ΓK , et vpf 1paαqq � vpf 1paqq ultimement. On a en particulier ultimement
2vpf 1paαqq   vpfpaαqq, et par le théorème 3.4.3, existe un zéro de f dans K,
c’est à dire a P K.

En utilisant le théorème 3.4.5 et 3.6.5 on peu démontrer le résultat sui-
vant, qu’on admettra dans la suite :

Théorème 3.6.7. Soit pK, vq un corps valué Hensélien de caractéristique
nulle, de caractéristique résiduelle p ¡ 0 et tel que le groupe de valeurs Γ
ait un plus petit élément 1 avec vppq � e1, pour e entier strictement positif.
Alors K n’a pas d’extension algébrique immédiate propre.

On conclut le chapitre en démontrant que le corps Qp est Hensélien.

Théorème 3.6.8. Soit pK, vq un corps valué de groupe de valeurs archimédien,
complet avec la topologie induite par v. Alors K est Hensélien.

Démonstration. Soit ppxq P Ovrxs tel que vpppaqq ¡ 0 et vpp1paqq � 0. On
construit une suite de Cauchy panqn telle qu’elle converge vers une solution
de fpxq � 0. Soit a0 � a, a1 � a0 � ppaq{p1paq, γ :� vpfpaqq. En utilisant la
formule de Taylor,

ppa1q � ppa0q�p1pa0qpa1�a0q�
deg p̧

i�0

Dippqpa0qpa1 � a0qi �
deg p̧

i�0

Dippqpa0qpa1 � a0qi
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on obtient que vpppa1qq ¥ 2vpa0 � a1q � 2γ. Comme res a � res a1, on a
aussi res p1pa1q � 0. On définit ainsi an�1 � an � fpanq{f 1panq, et on vérifie
vpfpan�1qq ¥ 2vpan�1 � anq ¥ 2n�1γ. La suite panq est de Cauchy, et si
b P Ov est une limite de telle suite, vu que ppanq pseudo-converge vers ppbq,
et vpppanqq ¥ 2nγ est cofinale en Γ, on obtient vpppbqq � 8, ce qui est
équivalent à ppbq � 0.



Chapitre 4

Théorie des modèles et corps
valués

Le but de cette section est de démontrer que étant donnée une théorie
T , T admet l’élimination des quantificateurs si et seulement si pour tous
modèles N , M ℵ1-saturés, et pour tout isomorphisme partiel σ : A Ñ B,
avec A � N , B � M dénombrables, et pour tout a P NzA, il existe σ :
AY tau ÑM un isomorphisme partiel qui prolonge σ.

4.1 Types

Définition 4.1.1. On dit qu’une théorie T dans un langage L élimine les
quantificateurs (EQ) si pour toute φ � φpxq P FmlL il existe une formule
sans quantificateurs ψ � ψpxq telle que

T $ @xpφpxq ÐÑ ψpxqq

On dit que φ est équivalente à ψ dans T , et on note φ �T ψ.

Remarque 4.1.2. Pour démontrer qu’une théorie T a l’EQ, il suffit de démontrer
que toute formule du type D yφpx, yq, avec φ sans quantificateurs, est équivalente
dans T à une formule sans quantificateurs. En effet, si φ1 �T ψ1, φ2 �T ψ2,
alors D yφ1 �T D yψ1 et φ1^φ2 �T ψ1^ψ2,  φ1 �T  ψ1, donc par induction
sur l’hauteur de φ on obtient que toute formule est équivalente dans T à une
formule sans quantificateurs.

Définition 4.1.3. Soit M une L-structure, A �M . On dit qu’un ensemble
de LA-formules, Σpxq � Σpx1, . . . , xnq est un n-type sur A si pour tout sous-
ensemble fini de Σpx1, . . . , xnq, tφ1pxq, . . . , φkpxqu, il existe a P Mn tel que
M |ù φ1paq ^ � � � ^ φkpaq.
On dit que Σpxq est complète si c’est un sous-ensemble maximale de FmlLA
avec cette propriété. On note SnpAq l’ensemble des n-types complets sur A.

24
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On dit que M réalise Σpxq s’il existe a P Mn tel que pour toute φ P Σpxq
M |ù φpaq. Si a PMn et A �M on définit

tppa{Aq :� tφpxq| M |ù φpaqu

et on l’appelle type de a sur A. Evidemment tppa{Aq P SnpAq.

– En général il existe des types qui ne sont pas réalisés, par exemple
dans pQ, q, le 1-type Σpxq � tx   q| q ¡ 0u Y tx ¡ 0u est finiment
réalisé, mais pas réalisé.

– Si M est une L-structure, A � M et a, b P Mn tels que tppa{Aq �
tppb{Aq, alors l’application σ : AY tau Ñ AY tbu telle que σ|A � idA
et σpaiq � bi est un isomorphisme partiel élémentaire, i.e. pour toute
formule φ P FmlL, x1, . . . , xn P A Y tau, M |ù φpx1, . . . , xkq ÐÑ
M |ù φpσpx1q, . . . , σpxkqq.

Proposition 4.1.4. Soit M une L-structure, p un n-type complet sur A �
M , alors il existe N © M qui réalise p.

Démonstration. On ajoute n constantes au langage, c1, . . . , cn, et on considère
la théorie T 1 � DelpMq Y tφpc1, . . . , cnq| φpxq P pu, où DelpMq est le dia-
gramme élémentaire de M. Alors par définition T 1 est finiment consistante,
donc consistante, et si N |ù T 1, M ¨ N , et les interprétations de c1, . . . , cn
dans la restriction de N au langage L réalisent p.

Soit φ une formule en LA, soit  φ¡� tp P SnpAq| φ P pu. L’ensemble
t φ¡ | φ LA-formuleu est une base d’ouverts d’une topologie sur SnpAq. En
effet  x � x¡� SnpAq,   φ¡� SnpAqz  φ¡ et  φ¡ X  ψ¡� φ^ ψ¡. Il
est alors clair que les  φ¡ sont aussi une base de fermés dans cette topologie.

SnpAq est compact avec cette topologie. En effet si
�
i  φi¡� H, l’en-

semble de formules tφiui est incohérente, donc finiment incohérent, donc il
existent i1, . . . , in tels que φi1 , . . . , φin sont incohérent, et

H � 
n©
j�1

φij¡�
n£
j�1

 φij¡.

On a démontré que pour tout famille de fermés d’intersection vide, il existe
une sous-famille finie d’intersection vide, donc SnpAq est compact.

Définition 4.1.5. Soit κ cardinal infini. On dit que une L-structure M est
κ-saturé si pour tout A �M avec |A|   κ, p P S1pAq, M réalise p.

Théorème 4.1.6. Soit M est κ-saturé, λ   κ, A � M avec |A|   κ et
x un uplet de variables de longueur λ. Alors pour tout Σpxq ensemble de
LpAq-formules en x qui est finiment satisfaisable dans M, Σpxq est réalisé
dans M.
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Démonstration. On peut supposer Σpxqmaximal. On considère les ensembles
de formules

Σβ :� tpDxγqγ¥βφpxq| φpxq P Σpxqu

où les variables libres sont indexé sur β. Si pmαqα γ réalise Σγ , alors il existe
mγ P M tel que pmαqα γ�1 réalise Σγ�1. En effet tφpm,xγq| Dxγφpxq P
Σγu est finiment réalisé dans M , donc réalisé. Avec cette remarque, une
facile induction sur β   λ montre que il existe une suite pmαqα λ telle que
pmαqα β réalise Σβ d’où la conclusion.

Proposition 4.1.7. M L-structure, κ cardinal infini. Alors il existe N ©
M κ-saturé.

Démonstration. On construit, à l’aide de la proposition 4.1.4, une chaine
élémentaire pMαqα κ� telle que :

– M0 �M
– Mα�1 © Mα et pour tout A �Mα avec |A|   κ, Mα�1 réalise tout

les types dans S1pAq
– Mλ �

�
α λMα pour λ limite.

Alors Mκ� © M, et si A � Mκ� , avec |A|   κ, il existe α   κ� tel que
A �Mα (car cofpκ�q � κ�). Par construction Mα�1 réalise S1pAq, et donc
Mκ� aussi.

Remarque 4.1.8. Soit M une L-structure κ-saturé. Soient A �M , B �M ,
avec |A|   κ, |B|   κ, σ : A Ñ B un isomorphisme partiel élémentaire.
On peut montrer sans effort que pour tout a PMzA il existe un morphisme
partiel élémentaire σ qui prolonge σ et dont le domaine contient a. On dit
que M est κ-homogène.

Théorème 4.1.9. Soit T une théorie dans un langage L dénombrable. Sont
équivalents :

1. T a l’EQ ;

2. Pour tout M |ù T , N |ù T modèles ℵ1-saturés, si A � M , B � N
sont des sous-structures dénombrables telles que σ : A Ñ B est un
isomorphisme, alors pour tout a P MzA on peut prolonger σ à un
isomorphisme partiel dont le domaine contient a.

Démonstration.
1q ñ 2q On peut supposer A � B sous-structure commune de M et N .

Soit p � tppa{Aq. Soit φ � φpb, xq P p avec b P An, φ P FmlL, alors
M |ù Dxφpb, xq. Mais T a l’EQ, donc Dxφpb, xq est équivalente dans
T à une formule sans quantificateurs ψ � ψpyq, donc

M |ù Dxφpb, xq
M|ùT
ðñ M |ù ψpbq

ψ s.q.
ðñ N |ù ψpbq

N |ùT
ðñ N |ù Dxφpb, xq.
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Donc p est finiment réalisé dans N , et par ℵ1-saturation est réalisé
en b P N (|A| ¤ ℵ0). Il est clair que A Y tau ÝÑ A Y tbu est un
isomorphisme partiel.

2q ñ 1q On démontre que chaque formule de la forme D yφpx, yq, avec φ
sans quantificateurs est équivalente dans T à une formule sans quan-
tificateurs. C’est suffisant d’après la remarque 4.1.2. Par l’absurde,
supposons que ρpxq :� D yφpx, yq ne soit pas équivalente dans T à une
formule sans quantificateurs. L’ensemble

T 1 � T Ytψpaq ÐÑ ψpbq| ψ sans quantificateursuY tρpaq ÐÑ  ρpbqu

est finiment consistante, sinon il existe ψ1, . . . , ψk sans quantificateurs
tels que

T 1 $

�
k©
i�1

ψipaq ÐÑ ψipbq

�
ÝÑ

�
ρpaq ÐÑ ρpbq

�
.

Supposons k � 1. On obtient

T $ @x, yppψpxq ÐÑ ψpyqq ÝÑ pρpxq ÐÑ ρpyqq

qui implique

T $ p@xpψpxq ÐÑ ρpxqq _ p@xp ψpxq ÐÑ ρpxqqqq

ce qui contredit l’hypothèse, car ψ et  ψ sont sans quantificateurs. Le
cas k ¡ 1 est similaire.
Soit M |ù T 1 un modèle ℵ1-saturé, et aM, b

M
les interprétations res-

pectives de a et de b dans M. Si A est la sous-structure engendrée par

aM et B celle engendré par b
M

, l’application σ : AÑ B qui envoie aM

sur b
M

est un isomorphisme entre A et B. Si maintenant c PM est tel
que M |ù φpaM, cq, par hypothèse il existe σ un isomorphisme partiel

étendant σ qui contient c dans son domaine, donc M |ù φpbM, σpcqq
et par construction M |ù  D yφpbM, yq, contradiction.



Chapitre 5

EQ dans les corps
p-adiquement clos

5.1 Le langage LMac

On considère le langage LMac � t�,�, �, 0, 1,div,Pn | n P Nu où div
est une relation binaire, et Pn un prédicat unaire. Dans un corps valué le
symbole div est interprété par

a div bÐÑ vpaq ¤ vpbq ÐÑ ba�1 P Ov.

Le symbole Pn sera interprété par Pnpxq ÐÑ D y yn � x.
On note pCF la théorie des corps p-adiquement closes dans le langage

LMac, où :
– pCF contient la théorie des corps valués Henséliens
– le corps résiduel est Fp
– le groupe de valeurs Γ est un Z-groupe ordonné, i.e. un groupe abélien

ordonné sans torsion tel que @n P N rΓ : nΓs � n et avec un plus petit
élément positif

– vppq est le plus petit élément positive du groupe de valeurs
– pCF contient le schéma d’axiomes

t@xpPnpxq ÐÑ x � 0^ D y yn � xq| n P Nu.

On peut axiomatiser pCF dans le langage LMac : en effet si K est une
LMac-structure tel que K est un corps valué, et div interprété comme ci-
dessus, Ov est définissable dans K par la formule φpxq � 1 div x. D’après
la remarque 1.3.3, Mv, κv, res, v,Γv sont intérpretables dans K, donc en
particulier on peut axiomatiser dans LMac :

– la théorie des corps valué ;
– κv � Fp par la formule

D�pxi P κvp
©
i�j

xi � xjq

28
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– Γv |ù GAOSt (Groupes Abéliens Ordonnés Sans torsion), et on ajoute
l’énoncé

D�nxi P Γv@y P Γvp
©
i�j

xi � xj � nyq

– vppq est le plus petit élément de Γv se dit par  p div 1 et

@xpp1 div x^ x div 1q ÝÑ pdiv xq

– finalement on ajoute pour chaque n P N, si fpx, yq � xn � xn�1y0 �
� � � � yn�1 et f 1px, yq � nxn�1 � � � � � yn�2 l’énoncé

@x, y
�
res fpx, yq � 0^ res f 1px, yq � 0 ÝÑ D zfpz, yq � 0^ respzq � respxq

�
.

Dans la suite on utilisera plusieurs fois le résultat suivant :

Théorème 5.1.1. Soient pE, vq � pF,wq tels que E |ù pCF et F |ù pCF .
Alors :

1. Si u P F est tel que wpuq ¡ 2wpnq, alors 1 � u a une racine n-ième
b P F telle que wpb� 1q � wpuq � wpnq ;

2. Soit γ P ΓF , et supposons que nγ P ΓE pour n P N, avec n ¡ 0 minimal
avec cette propriété. Alors il existe b P F tel que bn P E et wpbq � γ.

Démonstration. 1. On considère pptq � tn � p1 � uq. Alors wppp1qq �
wpuq ¡ 2wpnq � wpp1p1qq. D’après le théorème 3.4.3 il existe b P F tel
que bn � 1� u et wpb� 1q � wpuq � wpnq.

2. Supposons n^p � 1, soient a P F , c P E tels que wpaq � γ, vpcq � nγ.
Vu que le corps résiduel est le même, on peut choisir c de façon que
respac�nq � 1, i.e. an � cp1 � uq avec wpuq ¡ 0 � 2wpnq. D’après le
théorème 3.4.3 1� u a une racine n-ième en F , et donc c aussi.

Si maintenant p|n, il existe m P N tel que p|m et wpu �mq ¡ 2wpnq
(on utilise le fait que ΓF est un Z-groupe). On a alors

1� u
1�m

� 1�
u�m
1�m

� 1� u1,

avec wpu1q ¡ 2vpnq, donc 1 � u1 a une racine n-ième d. On obtient
donc que

an � cp1� uq � cp1�mqp1� u1q � cp1�mqdn

donc vpcq � vpcq � vp1�mq � vppadq
nq � nvpadq.

Remarque 5.1.2. Le résultat est vrai si on suppose seulement que E et F
sont Henséliens, ont même corps résiduel et groupe de valeurs avec le même
plus petit éléments positif.
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Théorème 5.1.3. La théorie pCF admet l’élimination des quantificateurs.

Démonstration. On utilise le théorème 4.1.9 : il suffit de montrer que pour
tout M,N |ù pCF , M,N ℵ1-saturés, pour tout A � M , B � N sous-
structures dénombrables et σ : A Ñ B isomorphisme, et tout a P MzA, il
existe un isomorphisme partiel σ qui étende σ et dont le domaine contient
a.

Notons d’abord que σ s’étend à un LMac-isomorphisme entre les corps
des fractions σ1 : KpAq Ñ KpBq. En effet on a

a

b
div

c

d
ÐÑ addiv bc,

et

Pnpab�1q ÐÑ Pnpabn�1q,

donc on peut supposer que A et B sont des corps. On considère une sous-
structure élémentaire C ¨ M dénombrable telle que AY tau � C, et on va
prolonger σ à cette sous-structure en deux étapes :

1. On étend σ à un LMac-isomorphisme entre Ah et Bh

2. On étend σ à tout C.

1. Vu que C est Hensélien, Ah � C, et de la même façon Bh � N . Par
unicité de l’Hensélianisée, σ s’étend à un isomorphisme de corps valué
σ : Ah Ñ Bh. Il faut vérifier que Ah |ù Pnpxq ÐÑ Bh |ù Pnpσpxqq :
soit x P Ah, alors Ah |ù D y yn � x si et seulement si

@b P Bpx, vpxq � 2vpnqq XA Ah |ù D y yn � b.

En effet b P Bpx, vpxq � 2vpnqq X A si et seulement si vpb � xq ¡
vpxq � 2vpnq ÝÑ vpbx�1 � 1q ¡ 2vpnq, en utilisant le lemme 5.1.1,
on a que bx�1 a une racine n-ième dans Ah, donc b aussi. Il suffit
maintenant de remarquer que l’intersection est non-vide, ce qui suive
du fait que I � tvpx� aq| a P Au est non-borné en ΓA, que vpxq P I et
que vpnq est un multiple entier de 1.

En particulier σ respecte les Pn i.e. est un LMac-isomorphisme. Par
praticité on note ce isomorphisme σ au lieu de σ.

2. D’abord on étend σ : ΓA Ñ ΓB à un plongement σ1 : ΓC Ñ ΓN qui
respecte les Pn, i.e. si α P nΓC alors σ1pαq P nΓN . Pour faire ça, on
énumère ΓCzΓA � tγαuα λ, et inductivement on construit σα : Γα Ñ
ΓN un plongement tel que γα P Γα, σα|Γβ � σβ pour tout β   α. Il

suffit de poser : σ0 � σ, σβ �
�
α β σα si β limite, et

Γα�1 �
"

Γα si γα�1 P Γα
  Γα, γα�1 ¡ si γα�1 R Γα
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et dans le deuxième cas, σα�1 s’étende à Γα�1 en envoyant γα�1 en
βα�1 où βα�1 P ΓN tel que tppβα�1{Γαq � tppγα�1{Γαq (on identi-
fie ici Γα et σ1pΓαq), qui existe par ℵ1-saturation de N . On a que
σ1 :� σλ : ΓC Ñ ΓN est le plongement qui prolonge σ désiré. Notons
que en admettant le résultat 1.1.2, et que les Pn définis en 1.1.2 sont
définissables en LMac, on a tout suite que le plongement ΓA Ñ ΓB
s’étend à ΓC .

On va prolonger σ : Ah Ñ Bh à C de façon à qu’elle coincide avec σ1

sur le groupe des valeurs. On peut écrire C comme union d’une châıne
croissante de sous-corps pCnqNPN tels que :
– C0 � pAhqalg X C ;

– Calgn X C � Cn ;
– tr.degpCn�1{Cnq � 1.

Lemme 5.1.4. Soit E � C tel que Ealg X C � E. Alors pour tout g
isomorphisme de E dans un sous-corps de N tel que g induit σ1 sur
ΓE, g respecte les prédicats Pn.

Démonstration. Si E |ù Pnpaq alors N |ù Pnpgpaqq, car g est un iso-
morphisme. Inversement, supposons N |ù Pnpgpaqq. D’après le lemme
5.1.1, ΓM{ΓE est sans-torsion, car C ¨ M et donc Ealg XM � E. E
est donc Hensélien, car si f polynôme, a P E et b P M sont comme
dans la définition 3.4.1, alors b est algébrique sur E, et donc est dans
E. Comme σ1 respecte les Pn, ΓN{ΓgpEq aussi sera sans torsion. Or,
gpEq est Hensélien, donc par le théorème 3.6.7 gpEq n’a pas d’exten-
sion algébrique immédiate propre. De plus κgpEq � κN � Fp, donc
N{gpEq est purement ramifiée. Si par l’absurde N |ù bn�gpaq et
gpEq |ù  Dx xn�gpaq, on a que vpbq R ΓgpEq, nvpbq P ΓgpEq, ce qui
contredit ΓN{ΓgpEq sans torsion.

Extension de σ à C0 : Supposons E � C0 finiment engendré sur Ah.
Alors E{Ah est totalement ramifié (car Ah Hensélien, E{Ah algébrique
et κE � κC � κAh). Soit

ΓE{ΓAh �  γ1 � ΓAh ¡ ` � � �`   γm � ΓAh ¡

avec γi � ΓAh d’ordre ni. Par le lemme 5.1.1, E étant Hensélien, ils
existent taiu tels que

vpaiq � γi , ani P Ah et rAhpa1, . . . , aiq : Ahpa1, . . . , ai�1qs � ni.

Comme rΓAhpa1,...,amq : ΓAhs � rE : Ahs, on a Ahpa1, . . . , amq � E. En
plus pour tout i, N |ù Pnipσpa

ni
i qq. Il existent alors b1, . . . , bm dans N

tels que bnii � σpanii q. Alors

σ1 : Ahpa1, . . . , amq ÝÑ Bhpb1, . . . , bmq
ai ÞÝÑ bi
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est un LMac-isomorphisme. En effet σ1 est un isomorphisme de corps
valués : si m � 1 on a facilement

vp
ni̧

j�1

αja
j
1q � min

j
tvpαjq � jvpa1qu @αj P Ah

et

vpσ1p
ni̧

j�1

αja
j
1qq � min

j
tvpσpαjqq � jvpb1qu.

Enfin σ1 induit σ1 sur le groupe de valeurs, donc par le lemme 5.1.4 σ1

est un LMac-isomorphisme. Une induction facile montre que ça vaut
pour tout m.

On a montré que pour tout k P N, x1, . . . , xk P C0 il existe un plon-
gement de Ahpx1, . . . , xkq dans N . Cela entraine qu’il existe un plon-
gement de C0 dans N : d’après le théorème 4.1.6, di x est un uplet
de variables indexé sur |C0 Ah |, l’ensemble Σpxq des LAh-formule sans
quantificateurs satisfaites par C0 est finiment réalisé dans M , donc
réalisé ; ça entraine qu’il existe un plongement de C0 dans N .

Extension à Cn�1 : On a deux cas :

(a) ΓCn�1 � ΓCn
(b) ΓCn�1 � ΓCn

(a) On démontre à nouveau que pour tout k P N, x1, . . . , xk P Cn�1,
il existe un plongement f : E � Cnpx1, . . . , xkq ÝÑ N qui induit
σ1 sur le groupes de valeurs. ΓE{ΓCn � Z car ΓE{ΓCn est sans
torsion, et tr.degpCn�1{Cnq � 1. Donc ΓE � ΓCn `   vpaq ¡
pour un a P E ; soit b P N tel que vpbq � σ1pvpaqq. D’après le
théorème 5.1.1 et la proposition 3.2.1

Cnpaq ÝÑ σpCnqpbq
a ÞÝÑ b

est un LMac-isomorphisme, et vu que E � Cnpaqh, on peut
étendre σ à E tout entier. On peut donc étendre σ à toutes les
corps finiment engendré sur Cn et en raisonnant comme dans le
cas de C0 on étend σ à Cn�1 entière.

(b) On considère le type tvpx� σpcqq � σpvpa� cqq| c P Cnu � p qui
est finiment réalisé en N , donc réalisé par ℵ1-saturation. Soit b
qui réalise p

Cnpaq ÝÑ σpCnqpbq
a ÞÝÑ b

est un LMac-isomorphisme, et on peut l’étendre à Cn�1 � Cnpaqh(car
Cn�1{Cnpaq est algébrique et immédiate, et Cn�1 Hensélien).
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Décomposition cellulaire

6.1 Fonctions de Skolem définissables en pCF

Définition 6.1.1. Soit T une théorie dans un langage L. On dit que T a
des fonction de Skolem définissables si pour toute L-formule φpx, yq il existe
une formule ψpx, yq telle que :

(i) T $ @x, y pψpx, yq ÝÑ φpx, yqq
(ii) T $ @x D¤1y ψpx, yq
(iii) T $ @x pD y φpx, yq ÝÑ D y ψpx, yqq

On veut démontrer que si K |ù pCF alors K admet des fonctions de
Skolem définissables.

Théorème 6.1.2. Si T est une L-théorie avec l’EQ, sont équivalentes :

– T admet des fonctions de Skolem définissables
– @A |ù T@ il existe A � B |ù T tel que B est algébrique sur A et rigide

sur A i.e. le seul σ : B Ñ B A-automorphisme est l’identité.

On démontre donc que les corps p-adiquement clos ont des fonctions de
Skolem en utilisant la deuxième condition.

Théorème 6.1.3. Pour tout A |ù pCF@ il existe A � B |ù pCF tel que B
soit algébrique sur A et rigide sur A.

Démonstration. Soit A |ù pCF@. Alors il existe M tel que A �M |ù pCF.
On considère la clotûre algébrique deKpAq dansM , C � KpAqalgXM . Alors
(M étant Hensélien) C est un corps Hensélien, et PnpCq � txn| x P Cu. Il
suffit de montrer que ΓC est un Z-groupe pour obtenir C ¨ M, d’après le
théorème 5.1.3.

Lemme 6.1.4. ΓC est un Z-groupe.

Démonstration. ΓC est un sous-groupe d’un Z-groupe, donc il suffit de mon-
trer que rΓC : nΓCs � n pour tout n P N. Si p | n c’est évident. Supposons
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alors que p^n � 1. Soit donc γ P ΓC , b P C tel que vpbq � γ. Vu que ΓM est
un Z-groupe, il existe i P t1, . . . , n� 1u, u PM tels que vpbpiq � nvpuq. On
peut choisir a P C tel que vpaq � 0 et respabpiu�nq � 1, i.e. abpi � unp1�xq
avec vpxq ¡ 0. D’après le théorème 5.1.1, 1� x a une racine n-ième y dans
M , donc abpi � puyqn et M |ù Pnpabpiq, ce qui implique C |ù Pnpabpiq. Soit
c P C tel que cn � abpi, alors

vpbq � vpcna�1p�iq � nvpcq � i � i pmod nΓCq.

On a donc démontré que rΓC : nΓCs ¤ n, ce que implique rΓC : nΓCs �
n.

On conclut que C ¨ M.
Montrons que C est rigide sur A. Soit σ : C Ñ C un A-automorphisme. Soit
D � C le corps fixé par σ, et b P C. Soit d P D tel que C |ù Pnpdq, et soit
b une racine n-ième de d dans C. On trouve a et i tels que C |ù Pmpbapiq,
comme dans le lemme 6.1.4. Alors

C |ù Pm

�
σpbapiq
bapi




avec σpbapiq
bapi

� σpbq
b car api P KpAq. En plus σpbq

b est une racine n-ième de

l’unité car σpbnq � σpbqn � bn. On obtient σpbq
b P

�
m¥1 pQ�

pqm � t1u, donc
σpbq � b et D � C, et C est rigide sur A.

La preuve montre aussi que si A �M |ù T , M X pKpAqqalg � dclpAq.

Théorème 6.1.5. Si K |ù pCF , et θ : Kn ÝÑ ΓK est une fonction
définissable sur un ensemble B � K, alors θ est simple, c’est à dire il existe
D1, . . . , Dr partition de Kn en ensembles définissables sur B, fi, gi P Krxs,
ni P Zzt0u pour i � 1, . . . , r tels que

θpxq �
1

ni
v

�
fipxq
gipxq



@i @x P Di.

Démonstration. Soient F1 :� Kp  a,B ¡qh et F2 :� a,B¡alg XK. Si
a P Kn, θpaq P dclp  a,B¡q, car θ est définissable sur B, et d’après le
théorème ci-dessus, θpaq P F2. D’après le théorème 5.1.1, @γ P ΓF2 Dn P N tel
que nγ P ΓF1 . De plus, F1 et Kp  a,B ¡q ont mêmes groupes de valeurs car
l’extension est immédiate. Donc si nθpaq P ΓF1 , il existe fpxq, gpxq P ZrB, xs
tels que nθpaq � v

�
fpaq
gpaq

	
. Soit maintenant φapxq la formule

θpxq �
1

n
v

�
fpxq
gpxq



,

alors  φa¡ est un ouvert dans SnpBq contenant tppa{Bq, et t φa¡ | a P Knu
est un recouvrement ouvert de SnpBq. Par compacité il existe a1, . . . , ar tels



6.2. MESURE DE HAAR 35

que SnpBq �
�r
i�1  φai¡, et en particulier si Di est l’ensemble défini par

la formule φai , on a

θpxq �
1

ni
v

�
fipxq
gipxq



@i @x P Di.

6.2 Mesure de Haar

Afin de pouvoir intégrer, il nous faut avant tout considérer une mesure.
Nous admettrons le théorème suivant :

Théorème 6.2.1. Soit G un groupe localement compact.
Il existe une mesure borélienne quasi-régulière non-nulle sur G vérifiant :
– @A P BpAq, µpAq   8 ô DK compact : A � K.
– @g P G, @A P BpGq, µpg �Aq � µpAq.
De plus, cette mesure est unique à multiplication par une constante près.

Or, Qp est localement compact (puisque, en décomposant en base p,
Zp est compact, or toute boule de Qp est isomorphe à Zp), donc on peut
considérer la mesure de Haar µ de Qp définie en spécifiant µpZpq � 1. On
munit Qn

p de la mesure produit, également notée µ.
La littérature a consacré la notation |dx| � dµpxq pour l’intégration.
On remarque le fait suivant, utile dans certains calculs :

Proposition 6.2.2. @a P Qp, @A P BpQn
p q, µpaAq � p�nvpaqµpAq.

Démonstration. Il est clair qu’il suffit de le vérifier pour n � 1.
De plus, en itérant, il suffit de le vérifier pour a � p et a tel que vpaq � 0.
Soit ν : A ÞÑ µppAq.
Des propriétés analogues pour µ, il découle immédiatement que ν est

une mesure de Haar sur Qp. Par unicité, elle est donc proportionnelle à µ.
Or, Zp est l’union distincte des i�pZp pour i � 1, ..., p�1. Mais de plus,

pour tout i, µpi� pZpq � µppZpq � νpZpq, d’où µpZpq � pνpZpq.
On a donc µ � pν et la conclusion pour a � p.
Supposons maintenant vpaq � 0.
Soit ν 1 : A ÞÑ µpaAq. Encore une fois, ν 1 est proportionnelle à µ. Mais, a

étant inversible dans Zp, Zp � aZp, d’où µ � ν 1 et la conclusion.

6.3 Séries de Poincaré

Soient f1pxq, . . . , frpxq P Zprxs avec x � px1, . . . , xmq. Soit n P N et
a P Zmp , on dénote a la classe de a dans pZp{pnZpqm,

Ñn :� #ta P pZp{pnZpqm| vpfipaqq ¥ n pour i � 1, . . . , ru,
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et

Nn :� #ta P pZp{pnZpqm| D b P Zmp fipbq � 0 pour i � 0, . . . , r, et a � bu.

On définit le deux séries de Poincaré

P̃ ptq �
8̧

n�0

Ñnt
n et P ptq �

8̧

i�0

Nnt
n.

Théorème 6.3.1. P et P̃ sont des fonctions rationnelles.

La démonstration se base sur le lemme suivant :

Lemme 6.3.2. Soit D l’ensemble définissable

tpx,wq P Zm�1
p | Dy P Zmp : vpx� yq ¥ vpwq,@i � 1, . . . ,m, fipyq � 0u

et D̃ l’ensemble définissable

tpx,wq P Zm�1
p | vpxq ¥ vpwq,@i � 1, ...,m, vpfipyqq ¥ vpwqu.

Pour tout s ¡ 0, on pose

Ipsq �
»
D
|w|s|dx||dw|, et Ĩpsq �

»
D̃
|w|s|dx||dw|.

Alors Ipsq � p�1
p P pp�s�m�1q et Ĩpsq � p�1

p P̃ pp�s�m�1q

Démonstration. Dans Zmp , vpaq ¥ vpbq signifiera vpaiq ¥ vpbiq@i P rr1;mss.

Ipsq �
»
D
|w|s|dx||dw|

�
8̧

n�0

»
px,wqPD,vpwq�n

|w|s|dx||dw|

�
8̧

n�0

p�ns
»
px,wqPD,vpwq�n

|dx||dw|

�
8̧

n�0

p�ns
»
px,pnqPD,vpwq�n

|dx||dw|

(car la propriété px,wq P D ne dépend en w que de sa valuation)

�
8̧

n�0

p�ns

�»
tx | px,pnqPDu

|dx|

��»
tw | vpwq�nu

|dw|

�

�
8̧

n�0

p�ns
Nn

pmn

�»
tw | vpwq�nu

|dw|

�
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(car tx | px, pnq P Du est l’union disjointe des ai�ppnZpqm, i � 1, . . . , Nn avec
les ai des représentants de chaque élément de l’image modulo pn des solutions
dans Zmp de

�m
i�1 fipxq � 0, chacun de mesure µpppnZpqmq � p�nm)

�
8̧

n�0

p�ns
Nn

pmn

�
1

pn
�

1

pn�1




(car tw | vpwq � nu � pnZp � pn�1Zp, de mesure respectives 1
pn et 1

pn�1 )

�
p� 1

p
P pp�m�1p�sq.

De même

Ĩpsq �
»
D̃
|w|s|dx||dw|

�
8̧

n�0

p�ns

�»
tx | px,pnqPD̃u

|dx|

��»
tw| vpwq�nu

|dw|

�

�
8̧

n�0

p�ns
Ñn

pmn

�
1

pn
�

1

pn�1




�
p� 1

p
P̃ pp�m�1p�sq.

Pour la rationalité des séries P ptq et P̃ ptq il suffira donc le résultat de
rationalité abstrait suivant, que on démontrera plus tard :

Théorème 6.3.3. Soit S � Qm
p définissable contenu dans un compact, e un

entier strictement positif et g : S Ñ Qp une fonction définissable à valuation
dans eZY t8u telle que |g| soit bornée.

On pose pour tout s ¡ 0

Zpsq �
»
S
|gpxq|s{e|dx|.

Alors, Z est une fonction rationnelle en p�s :

DQ P Qptq : @s ¡ 0, Zpsq � Qpp�sq.

En effet avec ce résultat, on sait qu’il existe Qptq, Q̃ptq P Qptq tels
que P pp�m�1�sq � Qpp�sq et P̃ pp�m�1�sq � Q̃pp�sq pour tout s P R¡0.
Alors P ptq � Qptpm�1q et P̃ ptq � Q̃ptpm�1q sur s0, p�m�1r, ce qui implique
l’égalité en tant que séries formelles.
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Remarque 6.3.4. On s’aperçoit que, plus généralement, pour toute formule
φpxq du langage des anneaux auquel on a ajouté des constantes pour chaque
élément de Zp, en notant Nφ,n le cardinal de l’image modulo pn de l’ensemble
ta P Zmp | Zp |ù φpaqu et Ñφ,n le cardinal de ta P Z{pnZ| Z{pnZ |ù φpaqu,
les séries P̃φptq �

°8
n�0 Ñφ,nt

n et Pφptq �
°8
n�0Nφ,nt

n sont des fonctions
rationnelles.

6.4 Décomposition cellulaire

Pour obtenir le théorème 6.3.3 on va partitionner les domaines d’intégration
en ensembles beaucoup plus simples, où l’intégration est facile.

Théorème 6.4.1. Soit fpx, tq P Qprx, ts avec x � px1, . . . , xmq, t une
variable, et soit n P N¡0. Il existe une partition finie de Qm�1

p en sous-
ensembles définissables A de la forme

A � tpx, tq P Qm�1
p | x P C, vpt� cjpxqq  l,j vpal,jpxqq, j P S, l P Sju (6.1)

où C � Qm
p est définissable,  l,jP t¤,¥,¡, u, S et les Sj sont finis, et

cjpxq, al,jpxq sont des fonction définissables Qm
p Ñ Qp, et qui sont tels que,

pour tout px, tq P A, on a

fpx, tq � upx, tqnhpxq
¹
jPS

pt� cjpxqqej , (6.2)

avec vpupx, tqq � 0, hpxq une fonction définissable de Qm
p dans Qp, upx, tq

une fonction définissable de Qm�1
p dans Qp, et ej P N.

Démonstration. Soit fpx, tq �
°
i aipxqt

i. Alors fpx, tq a degré fixé sur les
ensembles définissables

Ck � tx P Qm
p |

n©
i�k�1

aipxq � 0^ akpxq � 0u (6.3)

donc il suffit de démontrer la thèse sur un ensemble du type C � Qp sur
lequel fpx, tq a degré fixé d en t et C est définissable. Si d � 0 la thèse est

évident ; si d � 1 on a fpx, tq � apxqt � bpxq, et bpxq
apxq est définissable sur C,

et le thèse est encore évident. Soit donc d ¡ 1.
D’après le théorème A.0.1, il existe un nombre fini d’extensions de Qp de
degré ¤ d, donc on se pose en K, le corps composite de toutes ces extensions.
Vu que K est algébrique sur Qp, d’après le théorème 3.6.7, N � rK : Qps
est égal au produit du degré d’inertie f pour l’indice de ramification e. Soit
ΓK engendré par vpπq, où evpπq � vppq � 1, et soient 1 � a1, a2 . . . , af
tels que res a1, . . . , res af forment une base de κK sur Fp. Alors d’après la
proposition 3.2.1, on sait que les aiπ

j pour i � 1, . . . , f et j � 0, . . . , e�1 sont
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linéairement indépendants, donc engendrent K comme Qp-espace vectoriel.
Soit

αk �

$&
%

1 si k � 1
pai si k � i, 1   k ¤ f
aiπ

j si k � jf � i, 1 ¤ j   e, 0 ¤ i ¤ f

alors tαiu est aussi une base de K sur Qp. En plus 0 ¤ vpαiq ¤ 1. Soit Ψ
l’application

Qp
N Ñ K

pq1, . . . , qN q ÞÑ
°
i qiαi

Si Z � C �Qp est l’ensemble des zéros de fpx, tq, Ψ�1pZq est un ensemble
définissable de QN

p , donc d’après le théorème 6.1.2 il existe β1pxq, . . . , βdpxq
de Qm

p dans Qp définissables telles que fpx, tq � adpxq
±d
i�1 pt� βipxqq, et

bi,jpxq définissables de Qp dans Qp tels que βipxq �
°
j bj,ipxqαj . Vu que Z

est définissable et fpx, tq � 0 sur Z, on peut se restreindre à partitionner
C �QpzZ.
Soit I Y J � t1, . . . , du une partition et i : J Ñ t2, . . . , Nu une application.
Soit A � AI,J,i l’ensemble des pa, tq P C �QpzZ tels que :

@j P I vpt� b1,jpaqq   vpbi,jpaqq � vpαjq si i ¥ 2;

@j P J vpbipjq,jpaqq � vpαipjqq ¤ vpbk,jpaqq � vpαkq si k � ipjq (6.4)

@j P J vpbipjq,jpaqq � vpαipjqq ¤ vpt� b1,jpaqq

En particulier on a que

vpt� βjpaqq � vpt� b1,jpaqq si j P I
� vpbipjq,jpaqαipjqq si j P J

On obtient

fpa, tq � adpaq
¹
jPI

pt� b1,jpaqq
¹
jPJ

bipjq,jpaq
¹
j

Cjpa, tq

pour tout pa, tq P A, où

Cjpa, tq �
"
pt� βjpaqqpt� b1,jpaqq�1 si j P I
pt� βjpaqqbipjq,jpaq�1 si j P J

Vu qu’il y a un nombre fini de I, J, i comme ci-dessus, et queA est définissable,
il suffit de trouver une décomposition de fpx, tq comme dans l’équation (6.2)
pour A.

Soit λ � 2vpnq � 1. On considère les classes pmod pλ�dq des éléments :

bi,jpaq
t� b1,jpaq

j P I, 2 ¤ i ¤ N (6.5)
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et

t� b1,jpaq
bipjq,jpaq

,
bi,jpaq
bipjq,jpaq

, j P J, 1 ¤ i ¤ N (6.6)

On a dans le premier cas,

v

�
bi,jpaq

t� b1,jpaq
q


� vpbi,jpaqq � vpt� b1,jpaqq ¡ �vpαjq ¥ �1

donc vu que la valuation est entière, vp bi,jpaq
t�b1,jpaq

q ¥ 0, et les éléments du type

(6.5) sont dans l’anneau de valuation Zp. Le même raisonnement vaut pour
les éléments du type (6.6). On partition A en sous-ensembles définissables B
tels que toutes les images de (6.5) et (6.6) dans Zp{pλ�dZp soient constantes.
Alors sur B l’image pmod pλ�dq de vpCjpx, tqq est constante, et si Cpa, tq :�±
j Cjpa, tq, l’image de Cpa, tq dans Zp{pλ�dZp est constante aussi, disons

Cpa, tq � g. Notons que 0 ¤ vpgq ¤ d, car d’après la définition des Cj ,

vpgq � vpCpa, tqq �
¸
j

vpCjpa, tqq �
¸
jPJ

vpαipjqq.

D’après le théorème 5.1.1, vu que vpCpa, tq{g � 1q ¥ λ ¡ 2vpnq on a
PnpCpa, tq{gq.

Proposition 6.4.2. L’ensemble B est bien de la forme (6.1), avec hpxq �
gadpxq

±
jPJ bipjq,jpxq, et upx, tq la seule racine de g�1Cpx, tq congrue a 1

pmod pλq.

Démonstration. En résumant, B est l’ensemble des px, tq P Qm�1
p tels que :

1. x P Cd, avec Cd définissable définit par (6.3) ;

2. px, tq satisfait les conditions données en (6.4), qui sont du type

vpt� cjpxqq  l,j vpal,jpxqq;

3. les images des fonctions en (6.5) et (6.6) dans Zp{pλ�dZp sont constantes.

Montrons que l’on peut exprimer la condition 3. par

vpt� djpxqq  l,j vppl,jpxqq

avec dj , pl,j définissables sur Qm
p . Si n P N, j P I on a

v

�
bi,jpaq

t� b1,jpaq
� n


¥ λ� d

si et seulement si

v

�
t� b1,jpaq �

bi,jpaq
n



¥ λ� d� vpt� b1,jpaqq � vpnq.
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De plus,comme vpnq ¤ d, on a

v

�
bi,jpaq

t� b1,jpaq



� vpnq, (6.7)

donc la condition voulue est la conjonction de (6.7) et

v

�
t� b1,jpaq �

bi,jpaq
n



¥ λ� d� vpb1,jpaqq � 2vpnq

qui sont bien de la forme voulue. Si n,m P N, j P J , on a

v

�
t� b1,jpaq
bipjq,jpaq

� n


¥ λ�dô vpt�b1,jpaq�nbipjq,jpaqq ¥ λ�d�vpbipjq,jpaqq

qui est de la forme voulue, et v
�

bi,jpxq
bipjq,jpxq

�m
	
¥ λ � d est un ensemble

définissable dans Qm
p .

Enfin, sur B on a

fpx, tq � upx, tqnhpxq
¹
jPI

pt� b1,jptqq
¹
jPJ

pt� βjpxqq0
¹
j

pt� djpxqq0

d’où la conclusion.

Théorème 6.4.3. Soient fipx, tq P Qprx, ts, i � 1, . . . , r, t variable, et
n P N¡0. Alors il existe une partition finie de Qm�1

p en sous-ensembles A de
la forme

tpx, tq P Qm�1
p | x P C, vpa1pxqq  1 vpt� cpxqq  2 vpa2pxqqu (6.8)

où C est un ensemble définissable dans Qm
p ,  i P t ,¤u, aipxq et cpxq sont

fonctions définissables : Qm
p Ñ Qp, et pour tout px, tq P A,i � 1, . . . , r

fipx, tq � uipx, tqnhipxqpt� cpxqqni (6.9)

avec vpuipx, tqq � 0, hipxq et uipx, tq définissables, et ni P N.

Démonstration. D’après le théorème 6.4.1, on peut partitionner Qm�1
p en

sous-ensembles définissables de la forme (6.1), et tels que la condition (6.2)
soit vérifiée pour chaque fipx, tq. Il y a plusieurs cjpxq et aj,lpxq qui appa-
raissent dans ces décompositions, et on veut une seule fonction cjpxq et au
plus deux fonctions aj,lpxq. Si on démontre que l’on peut supposer que S
n’a qu’un seul élément dans (6.1), on conclut facilement, car si par exemple
on a des conditions

�
i vpt� cpxqq ¤ aipxq, il suffit de partitionner Qm

p en
ensembles définissables Di � tx P Qm

p | aipxq � minjtajpxquu, et dans Di la
condition ci-dessus est équivalente à vpt� cpxqq ¤ aipxq.
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Il suffit donc de montrer que si c1pxq, c2pxq sont fonctions définissables
sur Qm

p , alors il existe une partition de Qm�1
p en sous-ensembles de la forme

(6.1) sur lesquels t � cipxq � uipx, tqnhipxqpt � cpxqqni , avec ui, hi comme
dans l’énoncé 6.4.3, cpxq définissable. On peut enlever l’ensemble définissable
D � tpx, tq| c1pxq � c2pxqu, soit A � Qm�1

p zD. On écrira ci au lieu de cipxq
dans la suite. Soit λ � 2vpnq � 1, on a

pλpt� c1q
c2 � c1

�
pλpt� c2q
c2 � c1

� pλ. (6.10)

A est partitionné par les 4 sous-ensembles suivants (qui sont définissables et
de la forme voulue) :

1. A1 �
!
px, tq| v

�
t�c1
c2�c1

	
¥ λ
)

Alors Pn

�
pt�c1q�pc2�c1q

c2�c1

	
et t�c2 � t�c1�pc2�c1q � �pc2�c1qupx, tqn

avec vpupx, tqq � 0 ;

2. A2 �
!
px, tq| v

�
t�c1
c2�c1

	
  �λ

)
Alors t� c2 � t� c1 � pc2 � c1q � pt� c1qupx, tqn, avec vpupx, tqq � 0 ;

3. A3 �
!
px, tq| v

�
pt�c2q
pc2�c1q

	
¥ λ
)

Comme dans le cas 1., on obtient que t � c1 � pc2 � c1qupx, tqn, avec
vpupx, tqq � 0.

4. A4,e �
!
px, tq| v

�
pλ t�c2

c2�c1
� e
	
¥ 3λ

)
où 0 ¤ e   p3λ, e � 0 pmod p2λq,

e � �pλ pmod p2λq
D’après (6.10) on a que

v

�
pλ

t� c1

c2 � c1
� pe� pλq



� v

�
pλ

t� c2

c2 � c1
� e


¥ 3λ

et vpe � pλq ¤ 2λ, donc en appliquant le théorème 5.1.1 pλ t�c1
c2�c1

�
pe� pλqu1px, tqn avec vpupx, tqq � 0 définissable, donc

t� c1pxq � p�λpc2pxq � c1pxqqpe� pλqu1px, tqn.

De même,

0 ¤ v

�
pλ

t� c2

c2 � c1



  2λ et v

�
pλ

t� c2

c2 � c1
� e


¥ 3λ

donc

pλ
t� c2pxq

c2pxq � c1pxq
� eu2px, tqn

pour un u2px, tq définissable et tel que vpu2px, tqq � 0.

Il suffit maintenant de remarquer que

A1, A2, A3, tA4,e| 0 ¤ e   3λ, e � 0� pλ pmod p3λqu

est une partition de A, ce qui est trivial.



Chapitre 7

Théorème de rationalité
abstrait

7.1 Puissances n-ièmes dans Qp

On a vu à de nombreuses reprises l’importance des puissances n-ièmes
dans la théorie des modèles des p-adiques. Il est donc intéressant de bien
connâıtre l’ensemble des x tel que Pnpxq.

On utilisera en particulier le théorème suivant :

Corollaire 7.1.1. Q�
p {Q�

p
n

est fini et a un système de représentants � Z.

Démonstration. n divisant la valuation de toute puissance n-ième, il suffit de
vérifier que U � Ztimesp {Ztimesp

n
est fini et admet un système de représentants

dans Z : si M̃ est un tel système, M � tpim | i P rr0;n � 1ss, m P M̃u est
un système de représentant de Q�

p {Q�
p
n
. Avec N � 2vpnq�1, montrons que

U � tk | k P rr0; pN � 1ss : p - ku, ce qui concluera.

Soit x P Ztimesp . Posons k le reste de x modulo pN . Donc, par construc-

tion, Da P Zp : x � kp1 � apN q, d’où x � k par le lemme 5.1.1, ce qui
conclut.

On démontre finalement un lemme technique utile dans la preuve du
théorème de rationalité :

Lemme 7.1.2. µpta| vpaq � 0^ Pnpaquq � p�1

prZ�p :Z�p
n
s
P Q.

Démonstration. Considérons M̃ comme dans la démonstration précédente.

Z�p est l’union distincte des ensembles de la forme mpZ�p
nq pour m P M̃ .

Or, @m P Z � pZ, µpmpZ�p
nqq � p�vpmqµpta| vpaq � 0 ^ Pnpaquq, d’où

µpZ�p q � 7M̃µpta| vpaq � 0^ Pnpaquq.

43
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Or, en écrivant Zpzt0u comme l’union disjointe des piZ�p ,

1 � µpZpzt0uq �
8̧

i�0

µppiZ�p q �
8̧

i�0

p�iµpZ�p q �
pµpZ�p q
p� 1

D’où la conclusion.

7.2 Forme des ensembles définissables de Qn
p

Une dernière condition pour pouvoir facilement intégrer est de bien
connâıtre les formules définissant les ensembles définissables.

Lemme 7.2.1.

"
Q2 |ù @x@y, x div y Ø px � 0^ y � 0q _ P3px3 � 2y3q
Qp |ù @x@y, x div y Ø px � 0^ y � 0q _ P2px2 � py2q pour p ¡ 2

De plus, ces disjonctions sont exclusives.

Démonstration. On suppose p ¡ 2, le cas p � 2 étant en tout point analogue.
Si x � 0, alors x div y ô y � 0 et P2px2 � py2q n’est jamais vérifié (car

 P2ppq).
Si x � 0, alors la première condition n’est jamais vérifiée. De plus, en

divisant par x2, on peut supposer x � 1.
Si vpyq   0, vppy2q � 1� 2vpyq   0 d’où

vp1� py2q � vppy2q � 1� 2vpyq � 1 mod 2,

d’où  P2p1� py2q.
Par contre, si vpyq ¡ 0, X2 � 1 � py2 est un relèvement dans ZprXs de

X2�1 P FprXs, polynôme séparable admettant une racine non nulle. Il suffit
donc d’utiliser l’hensélianité de Qp pour montrer P2p1� py2q.

D’où la conclusion.

Lemme 7.2.2. Un ensemble définissable D de Qm
p est défini par une dis-

jonction exclusive de formules de la forme

x P C ^
©
i

Pnipfipx, tqq ^
©
j

gjpx, tq � 0

avec C définissable, ni des entiers et fi, gj des polynômes de QprXs.

Démonstration. pCF éliminant les quantificateurs, la formule φpx, tq définissant
D est équivalente à une combinaison booléenne de formules atomiques et
de leurs négations. Ces formules atomiques sont de la forme Pnpt1px, tqq,
t1px, tq div t2px, tq et t1px, tq � t2px, tq. Concrètement, les termes sont des
polynômes et on peut écrire les formules égalitaires sous la forme t1px, tq � 0.

On peut écrire cette combinaison booléenne comme disjonction de conjonc-
tions de formules atomiques et de leurs négations, puis comme disjonction
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exclusive de conjonctions de formules atomiques et de de leur négations : si
φØ

�
iPI

�
jPJi

φij , on écrit φØ
�
εPt0;1uI

�
iPI,jPJi

 εpiqφij où  0 est vide
et  1 �  .

On fait disparâıtre les formules du type t1px, tqdiv t2px, tq en utilisant le
lemme 7.2.1.

Notons pour n P N Mn un système de représentants de Q�
p {Q�

p
n

qui
contient 1.

Alors, on fait disparâıtre les négations des formules égalitaires en utilisant
la relation u � 0 Ø

�
mPMn

Pnpmuq.
Enfin, on fait disparâıtre les relations de la forme  Pnpt1px, tqq en uti-

lisant la relation  Pnpuq Ø pu � 0_
�
mPMnzt1u

Pnpmuqq.
On remarque que, dans ces trois cas, ça reste une disjonction exclusive

de conjonction puisque
�
mPMn

Pnpmuq, pu � 0_
�
mPMnzt1u

Pnpmuqq et les
disjonctions du lemme 7.2.1 sont des disjonctions exclusives.

Ainsi, en isolant les termes ne contenant pas t, on a montré que φ était
équivalente à une disjonction exclusive de formules de la forme

x P C
©
i

Pnipfipx, tqq ^
©
j

gjpx, tq � 0.

7.3 Théorème de rationalité abstrait

On en vient maintenant à l’application principale du théorème de décomposition
cellulaire, le théorème de rationalité abstraite, dont le théorème 6.3.1 sur la
rationalité des séries de Poincaré est une application relativement directe.

Théorème (6.3.3). Soit S � Qm
p définissable contenu dans un compact,

e un entier strictement positif et g : S Ñ Qp une fonction définissable à
valuation dans eZY t8u telle que |g| soit bornée.

On pose pour tout s ¡ 0

Zpsq �
»
S
|gpxq|s{e|dx|.

Alors, Z est une fonction rationnelle en p�s :

DQ P Qptq : @s ¡ 0, Zpsq � Qpp�sq.

Démonstration. Soit S, e et g vérifiant les conditions du théorème.
Nous allons éliminer les variables de l’intégrale une à une par induc-

tion, en commençant par la dernière. Les éléments de Qm
p seront donc

généralement notés px, tq avec x P Qm�1
p et t P Qp.

Afin de construire proprement l’induction, nous oublierons pour l’instant
la condition vpgpSqq � eZY t8u qui ne se transmet pas inductivement.
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En utilisant le théorème 6.1.5, S se partitionne en un nombre fini de sous-
ensembles définissables où la valuation de g est égale (à un facteur 1

n près)
à celle d’une fonction rationnelle. On se place sur un de ces sous-ensembles
définissables S̃ où l’on peut, quitte à remplacer e par e1 � ne, supposer
g � g1{g2 avec g1 et g2 des polynômes.

De plus, le lemme 7.2.2 nous assure que S̃ peut être partitionné en
un nombre fini de sous-ensembles définissables T définis par une formule

de la forme px P Cq ^
��

f̃ipx, tq � 0
	
^ p
�

Pnpfipx, tqqq avec n entier, C

définissable et fi, f̃i des polynômes. A un a P Qm�1
p fixé, si f̃ipa, �q � 0,

l’ensemble des éléments de D commençant par a sera de mesure nulle, donc
on peut simplement supposer que T est défini par px P Cq^p

�
Pnpfipx, tqqq.

Appliquons le théorème 6.4.3 aux polynômes fi ? g1, g2 avec n le produit
des ni.

On partitionne T en un nombre fini de sous-ensembles de la forme T XA
où A � tpx, tq P Qm

p | x P B ^ pvpa1pxqq  1 vpt�cpxqq  2 vpa2pxqqqu avec B
un sous-ensemble définissable de Qm�1

p , a1, a2 et c des fonctions définissables,
 1,  2 des relations de t ,¤u, avec fipx, tq � hipxquipx, tqnpt�cpxqqei pour
tout i et gipx, tq � h1ipxqu

1
ipx, tq

npt� cpxqqe
1
i pour i � 1, 2 pour des entiers ei

et e1i, des fonctions définissables hi, h
1
i, ui et u1i avec les ui, u

1
i de valuation

nulle. En particulier, on aura |gpx, tq|1{e � |g0pxq|1{e
1 |t � cpxq|ν{e1 avec g0

définissable et ν P Z.

Quitte à mettre de côté l’ensemble des zéros de fi, de mesure nulle, on
suppose que les fi ne s’annulent pas sur A. Donc sur A, Pnpfipx, tqq est
équivalent à Pnphipxqpt� cpxqqeiq.

Comme G � Q�
p {Q�

p
n

est fini, on peut partitionner T X A en de plus
petits sous-ensembles U où les fonctions hi et pt�cpxqq vues comme à valeur
dans G sont constantes.

A fortiori, ces fonctions seront constantes sur les sous-ensembles U en
les considérant comme à valeur dans Gi � Q�

p {Q�
p
ni   G.

On sait que

Pniphipxqpt� cpxqq
eiq ðñ

ª
kPGi

�
Pnipk

�1pt� cpxqqq ^ Pnipk
eihipxqq

�
,

la disjonction étant exclusive. Pour chaque i, on trouve donc une unique
classe αi � k de Gi satisfaisante, correspondant aux k tels que Pnipk

�1pt�
cpxqqq.

Or, en considérant M � Z un système de représentants entiers de G, on
sait que

�
kPM Pnpk�1pt� cpxqqq, donc on trouve k PM tel que Pnpk�1pt�

cpxqqq. En particulier, pour chaque i, Pnipk
�1pt � cpxqqq, d’où, dans Gi,

αi � k, donc la condition
�

Pnipk
�1pt�cpxqqq s’écrit simplement Pnpk�1pt�

cpxqqq.
Ainsi, les ensembles U de la partition seront définis par des formules de
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la forme ©
i

Pnipk
eihipxqq ^ px, tq P S XA^ Pnpk�1pt� cpxqqq

pour un certain entier k PM , i.e. :

U � tpx, tq | x P D, pvpa1pxqq  1 vpt�cpxqq  2 vpa2pxqqq,Pnpk�1pt�cpxqqqu

avec k un entier et D définissable.

On peut donc écrire, en notant rxs � t` P Z| vpa1pxqq  1 `  2 vpa2pxqqu :

»
U
|gpx, tq|s{e|dx||dt| �

»
D

�
��|g0pxq|s{e

1

»
tt|px,tqPUu

|t� cpxq|sν{e1 |dt|

�
�
|dx|

�
»
D

�
�����|g0pxq|s{e

1
¸
`Prxs

p�
`sν
e1

»
vpt�cpxqq�`

Pnpk�1pt�cpxqqq

|dt|

�
����
|dx|

�
»
D

�
����� |g0pxq|s{e

1
¸
`Prxs

p�
`sν
e1 p�`

»
vpuq�0

Pnpk�1p`uq

|du|

�
����
|dx|

en faisant le changement de variable u � p�`pt� cpxqq.
La petite intégrale est non-nulle si et seulement si ` � vpkq mod n,

auquel cas elle vaut λ :� µpta| vpaq � 0^ Pnpaquq P Q (lemme 7.1.2).

On en déduit, en notant Ip`q � tx P D| vpa1pxqq  1 `  2 vpa2pxqqu :

»
U
|gpx, tq|s{e|dx||dt| � λ

»
D

�
���|g0pxq|s{e

1
¸
`Prxs

`�vpkq mod n

p�
`sν
e1 p�`

�
��
|dx|

� λ
¸

`�vpkq mod n

�
p�

`sν
e1
�`

»
Ip`q

|g0pxq|s{e
1 |dx|

�
.

On itère ce processus, en se concentrant sur l’ensemble définissable Ip`q
et la fonction définissable g0 à qui on applique également le lemme 7.2.2, le
théorème 6.4.3 et le raisonnement précédent pour éliminer la variable xm�1

de l’intégrale et ainsi de suite jusqu’à obtenir une intégrale sur le vide.
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Finalement, en sommant sur toutes les partitions de toutes les étapes
de cette itération, on obtient que l’intégrale d’origine Zpsq �

³
S |gpxq|

s
e |dx|

s’écrit comme Q-combinaison linéaire de séries convergentes de la forme¸
p`1,...,`mqPΛ
li�νi mod ni

pp�q1`1�����qm`mqs�`1�����`m

pour des rationnels qi, des entiers νi, des entiers naturels ni et Λ l’espace
des solutions d’un système d’inégalités linéaires à coefficients entiers. (La
convergence vient du caractère borné de g et de la finitude de µpSq.)

En écrivant les `i comme νi�λini et en notant d le dénominateur commun
des qi de tous les termes de Z, le lemme B.0.9 appliqué à chacune des séries
nous assure que Z est une fonction rationnelle en p�s{d :

DQ P Qptq : @s ¡ 0, Zpsq � Qpp�s{dq.

Or, en sommant dans la définition de Z selon les différentes valeurs de

vpgpxqq, on a immédiatement Zpsq �
°
kPZ p

� ks
e µpg�1pv�1pkqqq.

|g| étant supposée bornée, il n’y a qu’un nombre fini de coefficients non
nuls. De plus, comme vpgpSqq � eZY t8u, les termes correspondant aux k
non multiples de e sont nuls. Donc Z est une série de Laurent en p�s :

DP P Rpptqq : @s ¡ 0, Zpsq � P pp�sq.

Notons R � Qpt1{dq P Qpt1{dq. Alors, en considérant P et R comme des
éléments de Rppt1{dqq, on a :

@s ¡ 0, P pp�sq � Zpsq � Rpp�sq.

Donc P � R P Qpt1{dq X Rpptqq � Qptq, d’où la conclusion.



Annexe A

Extensions finies de Qp

Dans cette partie, on se fixe une clôture algébrique Qp fixée de Qp.
D’après le point 2. du théorème 3.4.3, vp s’étend canoniquement à Qp.

On cherche à démontrer le théorème suivant :

Théorème A.0.1. Qp a un nombre fini d’extensions de degré fini fixé.

Nous étudierons d’abord la partie résiduelle, fixe, de ces extensions avant
de traiter topologiquement leur partie ramifiée.

Pour f un entier, nous noterons ζf un élément générateur de Fpf , Pf
son polynôme minimal sur Fp, Pf un relèvement unitaire de Pf sur ZprXs,
ζf la racine de P sur Qp avec res ζf � ζf (en utilisant l’hensélianité et
K

un

f � Qprζf s.
On remarque immédiatement que Pf est irréductible : si il est produit

de deux polynômes unitaires non triviaux a et b, alors on sait a, b P ZprXs
(sinon, avec i et j minimaux pour ai et bj de valuation minimale, on a
vppPf qi�jq � vpaiq � vpbjq   0), d’où Pf � respaq respbq et la contradiction.

Lemme A.0.2. K
un

f est une extension totalement résiduelle de degré f de
Qp.

Démonstration. Comme Pf est irréductible et ζf générateur,

degpPf q � degpPf q � rFprζf s : Fps � rFpf : Fps � f,

d’où, Pf étant irréductible, rK
un

f : Qps � f .

Or, respζf q étant de polynôme minimal Pf et engendrant donc Fpf ,

κKun
f
� Fpf et K

un

f est de degré d’inertie f . Il est donc totalement résiduel.

Lemme A.0.3. Toute extension de Qp de degré d et de degré d’inerte f est
une extension totalement ramifiée de K

un

f .

49
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Démonstration. Soit K une telle extension. κK � Fpf . K étant hensélien

et Pf s’annulant en ζf , P admet une racine de résidu ζf . En utilisant dans
Qp l’unicité dans le lemme de Hensel, cette racine est ζf . Donc d’après
l’existence dans le lemme précédent, K est une extension totalement ramifiée
de Qprζf s � K

un

f .

Remarque A.0.4. Le théorème 3.6.7 montre alors que K
un

f est en fait l’unique
extension totalement résiduelle de degré f de Qp.

Il suffira donc de montrer que pour toute extension finie totalement
résiduelle K de Qp et tout entier e fixé, il y a un nombre fini d’extensions
totalement ramifiées de degré e de K.

L’outil principal sera le lemme de Krasner.

Lemme A.0.5. Soit pK, vq un corps valué hensélien, α et β deux éléments
de sa clôture algébrique avec α séparable sur Kpβq tels que

@σ P GalpKrαs{Kqztidu, vpβ � αq ¡ vpσα� αq.

Alors Kpαq � Kpβq.

Démonstration. Soit τ P GalpL{Krβsq avec L la clôture normale deKrα, βs{Krβs.
D’après le point 2. du théorème 3.4.3, on sait que v � τ � v, d’où

@σ P GalpKrαs{Kqztidu, vpβ � ταq � vpβ � αq ¡ vpσα� αq.

En sommant, on en déduit vpτα� αq ¡ vpσα� αq @σ P GalpKrαs{Kq.
D’où τpαq � α et la conclusion.

Deux polynômes engendrant des racines proches engendreront donc les
mêmes extensions. Il s’impose alors de vérifier que les racines dépendent
continûment des polynômes.

Dans un corps normé, on définit la norme d’un polynôme comme le
maximum de la norme de ses coefficients.

Lemme A.0.6. Soit pK, |�|q algébriquement clos et P P KrXs de degré d.
Pour tout ε ¡ 0 il existe δ ¡ 0 tel que si Q P KrXs de degré d vérifie

|P �Q|   δ, alors chaque racine de Q est à distance   ε d’une racine de P
et réciproquement.

Démonstration. Soit P � p0 � � � � � pdX
d � pd � pX � x1q � � � pX � xdq et

ε ¡ 0. On pose :

A :�
d�1̧

i�0

�
1� 2

|pi|
|pd|



.

B :� max

�
1,
d�1̧

i�0

|pi|
|pd|

�
.
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δ   min

�
|pd|
2
,
εd|pd|°d
i�0A

i
,

εd|pd|
2
°d
i�0B

i
,

�
.

Soit Q � q0�� � �� qdXd de degré d vérifiant |P �Q|   δ et z une racine
de Q.

En distinguant selon le signe de |z|� 1, |z| ¤ max
�

1,
°d�1
i�0

|qi|
|qd|

	
. Or

@i,
|qi|
|qd|

¤ 2
|qi|
|pd|

¤ 2
|pi|� |pd|

2

|pd|
� 1� 2

|pi|
|pd|

.

Donc |z| ¤ A, d’où on déduit :

|P pzq| � |P pzq �Qpzq| ¤
ḑ

i�0

|pi � qi||z|i   δ
ḑ

i�0

Ai   |pd|εd.

Ainsi, |pd||pX � x1q| � � � |pX � xdq|   |pd|εd, d’où la présence de z à
distance   ε d’une racine de P .

De même, en considérant x une racine de P , |x| ¤ B, d’où

|Qpxq|   δ
ḑ

i�0

Bi  
|pd|εd

2
  |qd|εd

et on conclut pareillement que x est à distance   ε d’une racine de Q.

Ces résultats généraux étant établis, il suffit maintenant d’étudier l’es-
pace des polynômes irréductibles engendrant des extensions totalement ra-
mifiées sur une extension totalement résiduelle K donnée de Qp.

Lemme A.0.7. Soit L une extension totalement ramifiée de degré e d’un tel
corps. Alors, L est engendrée au-dessus de K par une racine d’un polynôme
d’Eisenstein Xe�ae�1X

e�1�� � ��a0 avec vpaiq ¡ 0 pour tout i et vpa0q � 1.

Démonstration. Soit π P L tel que evpπq � 1. Comme L est une exten-
sion immédiate du corps hensélien Krπs, le théorème 3.6.7 assure que π
engendre K. Or, en utilisant le point 2. du théorème 3.4.3, on s’aperçoit que
les conjugués de π sur Kalg{K ont même valuation que π, donc le polynôme
minimal Π de π, de degré e, est à coefficients (non dominants) de valuation
strictement positive. De plus, la valuation du coefficient est la somme des
valuations des racines de Π, i.e. 1. Π est donc un polynôme d’Eisenstein.

Remarque A.0.8. Les polynômes d’Eisenstein sont irréductibles.

La réciproque du lemme précédent se démontre alors de la même façon.
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On déduit immédiatement des lemmes A.0.5 et A.0.6 que, à e fixé, dans
une extension totalement résiduelle K de Qp, tout polynôme P irréductible
de degré e admet un voisinage dans lequel les racines de chaque polynôme
de degré e engendrent exactement les mêmes extensions de K que P .

Or, d’après le lemme A.0.7, les extensions totalement ramifiées de degré
e de K sont engendrées par les racines des polynômes d’Eisenstein de degré
e, c’est-à-dire d’un point de MK � � � � � MK � v�1p1q : à un point de
cet ensemble correspond un polynôme auquel correspond un nombre fini
d’extensions totalement ramifiées, qui restent les mêmes dans un voisinage
de ce point.

Or, cet ensemble est compact (en décomposant en base p, on voit que OK

est compact, or MK � OK , dont v�1p1q est un fermé), donc en considérant
un sous-recouvrement fini de ces voisinages, le nombre d’extensions totale-
ment ramifiées de K est fini. D’où la conclusion.



Annexe B

Rationnalité des séries
convergentes

Dans cette partie, un ”espace de solutions” sera un sous-ensemble de
Zn défini par un système fini d’inéquations linéaires à coefficients entiers
(c’est-à-dire de la forme

°n
i�1 αiki ¥ β avec les αi et β entiers).

Lemme B.0.9. Soit Λ un espace de solutions de Zn, p un entier ¡ 1 et
A1, . . . An des polynômes à coefficients entiers de degré ¤ 1.

Soit J la série suivante, supposée convergente sur un ouvert U de R :

Jpsq �
¸

pk1,...,knqPΛ

p�
°n
i�1 kiAipsq.

Alors, J est une fonction rationnelle en p�s sur cet ouvert U :

DQ P Qptq : @s P U, Jpsq � Qpp�sq.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. n � 0 est clair.
Quitte à partitionner Λ en un nombre fini de sous-espaces de solution

(correspondant au rajout des inéquations ki ½ 0), on peut supposer que
pk1, ..., knq P Λ implique k1, ..., kn ¥ 0. On suppose de plus que An � 0.

Dans le système, après d’éventuelles multiplications avec les constantes
idoines pour fixer λ, les inéquations concernant kn sont de la forme"

λkn ¤ uipk1, . . . , kn�1q pour i � 1, . . . , `
λkn ¥ vjpk1, . . . , kn�1q pour j � 1, . . . ,m

avec λ un entier fixé et les ui, vj des polynômes affines à coefficients entiers.
On sait que m ¥ 1 et on suppose que ` ¥ 1, le cas ` � 0 étant analogue.
Pour pi, jq P rr1; `ss� rr1;mss, on définit le sous-espace de solutions Λij de

Λ en lui rajoutant les `�m� 2 inéquations suivantes en k1, ..., kn�1 :"
uipk1, . . . , kn�1q ¤ uκpk1, . . . , kn�1q pour chaque κ P rr1; `ssztiu
vjpk1, . . . , kn�1q ¥ vκpk1, . . . , kn�1q pour chaque κ P rr1;mssztju
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Clairement, dans Λij , ces inéquations permettent de se restreindre à
uniquement deux équations en ce qui concerne kn :"

λkn ¤ uipk1, . . . , kn�1q
λkn ¥ vjpk1, . . . , kn�1q

Les Λij formant une partition finie en sous-espaces de solutions de Λ,
cela justifie que l’on puisse supposer ` � m � 1. On note u � u1 et v � v1.

Afin d’enlever λ, on décompose J selon les résidus modulo λ des ki :

Jpsq �
¸

rPrr0;λ�1ssn�1

p�
°n�1
i�1 riAipsq

¸
pc1,...,cnqPZn

pλc1�r1,...,λcn�1�rn�1,knqPΛ

p�
°n�1
i�1 λciAipsq�knAnpsq

La première somme étant finie, la convergence de J est équivalente à
celle des ¸

pc1,...,cnqPZn
pλc1�r1,...,λcn�1�rn�1,knqPΛ

p�
°n�1
i�1 λciAipsq�knAnpsq,

or, ces sommes sont de la forme¸
pk1,...,knqPΛ̃

p�
°n
i�1 kiÃipsq.

avec Λ̃ un espace de solutions de Zn et Ãi des polynômes à coefficients entiers
de degré ¤ 1.

Il suffit en effet de poser Ãn � An et Ãi � λAi si i � n et Λ̃ l’espace des
solutions où l’on a remplacé les inéquations de la forme

°n
i�1 αiki � β de Λ

par
°n�1
i�1 λαiki � αnkn � β �

°n�1
i�1 αkrk.

Etudions les inéquations définissant Λ̃.

Bien sûr, il n’y a toujours que deux équations concernant kn :"
λkn ¤ upλk1 � r1, . . . , λkn�1 � rn�1q
λkn ¥ vpλk1 � r1, . . . , λkn�1 � rn�1q

Ces équations s’écrivent pour des αi, α
1
i, β, β1 appropriés comme :

"
λkn ¤

°n�1
i�1 αiλki � β

λkn ¥
°n�1
i�1 α

1
iλki � β

1

Or, ces deux équations sont clairement équivalentes à :#
kn ¤

°n�1
i�1 αiki � tβλ u

kn ¥
°n�1
i�1 α

1
iki � λr

β1

λ s

Cela justifie que l’on puisse supposer λ � 1.
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De plus, l’existence de kn impliquant upk1, ..., kn�1q ¥ vpk1, ..., kn�1q,
on peut supposer que cette inéquation redondante fait partie du système.
On pose Λn�1 l’espace de solutions dans Zn�1 du système de toutes les
inéquations définissant Λ qui ne concernent pas kn.

Posons Ũ � UzA�1
m p0q. Pour s P Ũ , on a alors :

Jpsq �
¸

pk1,...,knqPΛ

p�
°n
i�1 kiAipsq

�
¸

pk1,...,kn�1qPΛn�1

p�
°n�1
i�1 kiAipsq

¸
vpk1,...,kn�1q¤kn¤upk1,...,kn�1q

p�knAnpsq

�
¸

pk1,...,kn�1qPΛn�1

p�
°n�1
i�1 kiAipsq

p�vpk1,...,kn�1qAnpsq � p�upk1,...,kn�1qAnpsq

1� p�Anpsq

�
1

1� p�Anpsq

�
��
°
pk1,...,kn�1qPΛn�1

p�
°n�1
i�1 kiAipsq�vpk1,...,kn�1qAnpsq

�°
pk1,...,kn�1qPΛn�1

p�
°n�1
i�1 kiAipsq�upk1,...,kn�1qAnpsq

�
�


Or, chacune de ces sommes est une sous-somme de celle définissant J
(en imposant la condition supplémentaire suffisante kn � vpk1, ..., kn�1q ou
kn � upk1, ..., kn�1q) donc converge. Mais ces sommes s’écrivent clairement

p�βs
¸

pk1,...,kn�1qPΛn�1

p�
°n�1
i�1 kiÃipsq

pour des polynômes Ãi à coefficents entiers et de degré ¤ 1 appropriés en
notant β le coefficient constant de v (resp. u).

L’hypothèse de récurrence permet donc d’affirmer que ce sont des fonc-
tions rationnelles en p�s, d’où J également.

Enfin, on étend à U tout entier par continuité (des fonctions rationnelles
et des séries de Laurent) puisque l’on a supposé An � 0.

On remarque que le cas ` � 0 est effectivement totalement analogue : on
se réduit de la même façon à m � 1 puis à λ � 1, puis on observe que la
convergence de J implique clairement la positivité de An, ce qui permet de
conclure de la même façon en utilisant la série

8̧

kn�vpk1,...,kn�1q

p�knAnpsq �
p�vpk1,...,kn�1qAnpsq

1� pAnpsq
.
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points on a variety. Inventiones mathematicae 77, 1-23 (1984)

[3] S.Lang Algebraic number theory

[4] S. Lang Algebra. Springer Verlag, Graduate Texts in Mathematics

[5] I. Kaplansky Maximal fields with valuations. Duke Math. J. Volume 9,
Number 2 (1942), 303-321.

[6] A.J.Engler, A.Prestle Valued fields. Springer monographs in mathematics

56


