EcoLE NORMALE SUPERIEURE 1ERE ANNEE
ANNEE 2018-2019 ALGEBRE 1

TD1 : Généralités sur les groupes

Exercice 1.

1. Soit E un ensemble. Décrire le quotient de E par la relation d’égalité, puis le quotient de F par la relation R = E X E.

2. Soit E un ensemble, R une relation sur F, et P la conjonction d’une ou plusieurs des propriétés suivantes : “réflexi-
ve”, “symétrique”; “transitive”. Démontrer qu’il existe une plus petite relation sur £ contenant R et vérifiant P. En
particulier, il existe une plus petite relation d’équivalence contenant R : c’est la relation d’équivalence engendrée par

R.
3. Soit F un ensemble et < une relation d’ordre totale sur E. Identifier le quotient de E par la relation <.

4. Sur P'ensemble Z des entiers relatifs, on définit une relation R comme suit : xRy si et seulement s’il existe un nombre
premier p tel que y = px. Identifier la plus petite relation réflexive et transitive sur Z contenant R, ainsi que la relation
d’équivalence sur Z engendrée par R. Décrire le quotient de Z par la relation R.

Solution

1. Les classes d’équivalence pour la relation = sont les singletons {z} avec « € E. L’ensemble E/ = est donc {{z}|z € E},
qui mis en bijection avec E par Papplication = — {z}. Pour la relation R = E x E, il n’y a qu’une seule classe
d’équivalence, de sorte que E/R est un singleton.

2. Soit F I’ensemble des relations sur E contenant R et vérifiant P; on a F' # () puisque F x E € F. Soit R’ I'intersection
des éléments de F. C’est une relation sur E contenant R, et on vérifie que R’ satisfait P. On conclut en remarquant
que R’ est contenue dans toute autre relation sur E contenant R et vérifiant P.

3. Pour tous z,y € E, on a ou bien 2 < y, ou bien y < x. Dans tous les cas, z et y ont la méme image dans E/ <, de
sorte que K / < est un singleton.

4. Soit s: Z — {—1,0, 1} Papplication qui envoie 0 sur 0, et tout entier relatif non nul sur son signe, et soit R’ = {(z,y) €
Z2|s(z) = s(y), et z|y}. La relation R’ est réflexive, transitive, et contient R. Si R” est un autre relation réflexive,
transitive, contenant R, alors pour tout (z,y) € R, ou bien x = y = 0, au quel cas (x,y) € R”, ou bien x et y sont
non nuls, auquel cas y/x est un entier strictement positif, que 'on peut alors écrire

T

0<i<N

avec N > 0, et les (p;); sont des nombres premiers. Si on pose z; = « H0§i<j pi,alorsonaxg =z, oy =y et ;R x4
pour tout j < N (car z;4+1 = p;x;). Puisque R” est réflexive et transitive, on a zR"y. On en déduit que R’ est la plus
petite relation réflexive et transitive sur Z contenant R.

Soit ~r= {(x,y) € Z*|s(z) = s(y)}. La relation ~x est une relation d’équivalence contenant R et R’. Si R” est un
autre relation d’équivalence contenant R (et contenant donc R'), alors pour tout (z,y) €~g, on a que (z,z|y|) € R’ et
(y,z|y|) € R/, et donc que (z,y) € R”. On en déduit que R’ est la plus petite relation d’équivalence et transitive sur
7 contenant R.

Exercice 2.

Soit F un ensemble muni d’une loi de composition, associative, avec élément neutre e, et telle que tout élément de E posséde
un inverse a gauche. Démontrer que tout élément de F posséde un inverse a droite qui coincide avec son inverse & gauche.
En déduire que E est un groupe.

Solution

Soit g € E. Par hypothése, il existe h € E tel que h- g = e.

De méme, il existe k € F tel que k- h = e. L’associativité assure alors que g = (k-h)-g=k-(h-g) =k, donc g-h = e, donc
h est aussi inverse a droite de g.

Par conséquent, tout élément de E' admet un inverse (& droite et & gauche), donc E est un groupe.

Exercice 3.
Soit G un groupe tel que g2 = e pour tout ¢ € G. Démontrer que G est abélien.
Solution

Pour tous g,h € G,on a (g-h)? = e, i.e. g-h-g-h = e, donc en multipliant & droite par h-g,ona g-h = h-g, i.e. G est
commutatif.



Exercice 4.

Soit G un groupe et soit H un sous-ensemble fini non vide de G stable pour la loi de composition du groupe G.

1.

Démontrer que H est un sous-groupe de G.

2. Trouver un exemple d’un groupe G et d’un sous-ensemble non vide de G stable pour la loi de composition du groupe
G qui ne soit pas un sous-groupe de G.
Solution
1. Soit h € H. Comme H est fini et h™ € H pour tout n € N, il existe deux entiers n > m > 0 tels que h™ = h™. Or h

admet un inverse dans G, donc on en déduit I'égalité suivante de G : h"~™ = e. Or H est stable par multiplication,
donce € Het h~! =h" ™ 1 ¢ H, donc H est stable par inverse. Cela assure que H est un sous-groupe de G.

On peut prendre G = (Z,+) et H =N.

Exercice 5.

Démontrer qu'il n’existe pas de morphisme de groupes surjectif de (Q, +) dans (Q7, x).

Solution

Soit ¢ : (Q,+) = (Q7%, x) un morphisme surjectif. Alors 2 € Q¥ admet un antécédent = par ¢. Alors y := § € Q vérifie que
2y = x, donc ¢(y)? = ¢(x) = 2. Par conséquent, on a construit un rationnel p(y) € Q% tel que p(y)* = 2, ce qui contredit
lirrationnalité de /2.

Exercice 6.

Donner la liste de tous les groupes (& isomorphisme prés) de cardinal inférieur ou égal a 7.

Solution
— le seul groupe de cardinal 1 est le groupe trivial.
— si p est un nombre premier et si GG est de cardinal p, alors tout élément g € G distinct de I’élément neutre est d’ordre p,

ce qui assure que G est isomorphe a Z/pZ. Il y a donc un unique groupe de cardinal p (qui est Z/pZ) pour p = 2,3,5,7.
Soit G un groupe d’ordre 4. Si G admet un élément d’ordre 4, G est isomorphe & Z/4Z. Sinon, tous ses éléments
sont d’ordre 1 ou 2. Donc G est abélien, et le choix de deux éléments distincts (non neutres) g et h de G fournit un
isomorphisme entre G et Z/27Z x Z/27. 1l y a donc exactement deux groupes d’ordre 4.

Soit G un groupe d’ordre 6. Si GG est commutatif, G admet nécessairement un élément d’ordre 2 et un élément d’ordre
3 (sinon tous les éléments de G sont d’ordre divisant 2, auquel cas G contient Z /27 x 7, /27, ce qui n’est pas possible,
ou tous les éléléments de G sont d’ordre divisant 3, auquel cas G contient Z/3Z x Z/3Z, ce qui n’est pas possible non
plus). Alors le produit de ces deux éléments est d’ordre 6, ce qui assure que G est isomorphe a Z/6Z.

Si G n’est pas commutatif : alors G contient un élément d’ordre 3, noté a, et aussi un élément b d’ordre 2 (sinon
on montre que G aurait au moins 7 éléments). Nécessairement, a et b ne commutent pas, et ils engendrent G. Les
éléments de G sont donc e, a,a?,b,a-b,b- a. Donc néssairement on a a®>-b=b-a et b-a? = a-b, ce qui détermine
complétement la table de multiplication de G. Il y a donc au plus un groupe non commutatif d’ordre 6. Or &3 en est
un, donc c’est le seul.

Il y a donc exactement deux groupes d’ordre 6 : Z/6Z et Gs.

Exercice 7.

On dit qu’un groupe G est d’exposant e si e est le plus petit entier n > 1 tel que pour tout g € G, on a ¢g" = 1. Pour quels
entiers e un groupe d’exposant e est-il nécessairement commutatif ?

Solution

On a déja vu que e = 2 convenait. Et e = 1 aussi évidemment. Montrons que ce sont les entiers convenables. Supposons que
e soit divisible par 4. Alors le groupe G = Z/eZ x H, ou H est le groupe des quaternions d’ordre 8, est d’exposant e et n’est
pas commutatif (car H ne l'est pas).

Supposons e > 3 non divisible par 4. Alors e admet un facteur premier impair p. On considére alors le groupe G = Z/eZx U (p),
ot U(p) est le sous-groupe de GL,(FF,) formés des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale. On voit
facilement que G est d’exposant e et n’est pas commutatif, car U(p) n’est pas commutatif.

Exercice 8.

1.

Démontrer que les sous-groupes de Z sont les nZ pour n € N.

2. Démontrer que les sous-groupes non denses de R sont les aZ, avec a € R.

Solution



1. Soit G un sous-groupe de Z non réduit & {0}. Alors G N N* admet un plus petit élément noté n. Soit alors z € G.
Ecrivons la divisions euclidienne de x par n : il existe ¢, € N tel que & = ng + r, avec 0 < r < n. Comme z,n € G et
r=xz—ng,onar € GNNetr <n.Donc la minimalité de n assure que » = 0, donc x = ng € nZ. Cela prouve que
G = nl.

2. Soit G un sous-groupe de R distinct de {0} et non dense. Montrons que 0 est un point isolé de G : supposons par
I’absurde que tout intervalle ouvert contenant 0 contienne un élément non nul de G. Soit z € G et I un intervalle
ouvert contenant x. Alors I — x est un intervalle ouvert contenant 0. Donc par hypothése, il existe y # 0 € GN (I — x).
Alors y+x € GNI et y+ x # x. Donc G est dense dans R, ce qui est exclu. Donc 0 est un point isolé de G. Notons
alors a := inf GNRY . On sait donc que @ > 0. Montrons que a € G. Par définition, il existe une suite (z,,) dans GNR?%
convergeant vers a. Comme 0 est un point isolé de G, la suite (z,+1 — 2, ) (& valeurs dans G et convergeant vers 0) est
stationnaire a 0, donc la suite (z,,) est stationnaire, donc a € G.

Soit alors € G NR% . En considérant la partie entiére n de £, on voit que na <z < (n+1)a. Alors 0 <z —na < a
et £ — na € G, donc la minimalité de a assure que x — na = 0, donc x = na.
Cela assure que G = aZ.

Exercice 9.

Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G d’indice 2. Démontrer que H est distingué dans G.

Solution
Les classes a gauche de G modulo H sont {H, G\ H}. Donc les classes a droite de G modulo H sont {H,G\ H}. Sig ¢ H,
onadonc g-H=G\ H=H - g, ce qui assure le résultat.

Exercice 10.
Soit S un sous-ensemble non vide d'un groupe fini G. Soient N(S) := {g € G | gSg=' = S} et C(S) :={g€ G | Vs €
S, gsg~! = s} le normalisateur et le centralisateur de S dans G. Montrer que :
1. N(S) < Get C(S)<N(9).
2. N(S) = G si et seulement si S = |J,cq 9597
3. Si H<G, alors C(H)<G.
4. Si H < G, alors N(H) est le plus grand sous-groupe de G contenant H et dans lequel H est distingué.
Solution
1. On a e € N(S). Soient g,h € N(S). Alors on a (gh)S(gh)™' = g(hSh™1)g=! = gSg=! = S, donc gh € N(S). Si
g € N(S), on a gSg~! = S, donc en multipliant & gauche et a droite par g—! et g respectivement, on a S = g=1Sg,

donc g1 € N(S). Donc N(S) est un sous-groupe de G. De méme, il est clair que C(S) est un sous-groupe de G contenu
dans N(S). Montrons qu’il est distingué dans N(.5). Soit g € C(S) et h € N(S). Soit s € S. Alors

(hgh™")s(hgh™")~" = hg(h~'sh)g~'h ™",

et comme h € N(S),onah~tsh € S, donc comme g € C(S), g(h~tsh)g~! = h™'sh, donc finalement (hgh~')s(hgh=1)~! =
h(h=1sh)h=1 = s, donc hgh™! € C(S), donc C(S) <« N(S).

2. On suppose N(S) = G. Alors pour tout g € G, on a gSg=t = S, donc S = UgeGgSg’l. Réciproquement, si on
suppose S = UgeGgSg’l, pour tout g € G, on a donc g~ 1Sg C S, donc en multipliant par g et g~! & gauche et a
droite respectivement, on a S C gSg~! C S, ce qui assure que gSg~! = S, donc g € N(S), donc G = N(S).

3. On suppose H distingué dans G. Soit ¢ € G et ¢ € C(H). Soit enfin h € H. On calcule (gcg=1)h(geg=!)~! =
gc(g=thg)c g™t : puisque H est distingué dans G, on sait que g~thg € H. Or c € C(H), donc ¢(g~thg)c™t = g~thyg,
donc finalement (geg=1)h(gcg™!)™! = g(g~thg)g~t = h, ce qui assure que gcg~! € C(H). Donc C(H) est distingué
dans G.

4. Par définition et via la question a), il est clair que N(H) est un sous-groupe de G contenant H, et que H est distingué
dans N (H). Soit maintenant K un sous-groupe de G contenant H tel que H <K . Alors par définition, pour tout k € K,
ona kHk™' = H, donc k € N(H), donc K C N(H), ce qui assure la maximalité de N (H) parmi les sous-groupes de
G concernés.

Exercice 11.

Soit G un groupe et soit H < G un sous-groupe distingué.
1. Décrire les sous-groupes distingués de G/H en fonction de ceux de G.
2. Soit K un sous-groupe de G.
(a) Si K est distingué dans G et contient H, montrer que on a un isomorphisme (G/H)/(K/H) = G/K.
(b) Démontrer que HK est un sous-groupe de G égal & KH.



(c) Démontrer que H est distingué dans HK.
(d) Démontrer que 'on a un isomorphisme K/(K N H) = (HK)/H.
Solution

1. On note 7 : G — G/H la projection canonique. On sait que la correspondance K — 7(K) établit une bijection entre
Pensemble des sous-groupes de G contenant H est 'ensemble des sous-groupes de G/H, dont la réciproque est donnée
par K ~ 7~ 1(K). On vérifie immédiatemment que cette bijection induit une bijection entre les sous-groupes distingués
de G contenant H et les sous-groupes distingués de G/H.

2. (a) Le morphisme 7 : G — G/H, composé avec la projection 7’ : G/H — (G/H)/(K/H), induit un morphisme
surjectif ¢ : G — (G/H)/(K/H). Par construction, un élément g € G est dans Ker(q) si et seulement si 7(g) €
Ker(n') = K/H si et seulement si g € K. Donc Ker(q) = K. Le théoréme de factorisation assure alors que ¢
induit un isomorphisme 7 : G/K = (G/H)/(K/H).

(b) Soient h,h' € H et k, k' € K. Comme H est distingué dans G, il existe h’ € H tel qu'on ait k- h' = h” - k, donc
(h-k)y-(W-K)y=(h-n")-(k-k") € HK, donc HK est un sous-groupe de G.
Puisque pour tous h € H et k € K, il existe h’ € H tel que h-k =k -h’, on voit que HK C K H. De méme, pour
toushe€ Het ke K, ilexiste K € Htelquek-h=~h -k, donc HK = KH.

(c) C’est évident.

(d) L’inclusion K — HK induit un morphisme p : K — (HK)/H. Montrons que p est surjectif : sih € H et k € K,
on voit que la classe (h - k)H = kH est 'image de k par p, donc p est surjectif. En outre, un élément k € K
est dans Ker(p) si et seulement si il est dans H, donc Ker(p) = K N H. Le théoréme de factorisation permet de
conclure.

Exercice 12.

Soit G un groupe fini.
1. Démontrer qu'’il existe n € N tel que G soit (isomorphe a) un sous-groupe de &,,.
2. Démontrer qu’il existe n € N tel que G soit (isomorphe &) un sous-groupe de 21,,.
3. Démontrer qu’il existe n € N tel que G soit (isomorphe a) un sous-groupe de GL,,(k), pour tout corps k.
Solution
1. On considére 'action de G sur lui-méme par translation & gauche. Autrement dit, on regarde le morphisme de groupes
¢ : G — 6(G) défini par ¢(g)(h) := g - h. Comme G est de cardinal n, on sait que &(G) est isomorphe & &,,. I suffit

donc de montrer que le morphisme ¢ est injectif. Soit g € Ker(y). Alors pour tout h € G, on a g-h = h, ce qui assure
(en prenant h = e par exemple) que g = e. Donc ¢ st injective.

2. Au vu de la question précédente, il suffit de plonger &,, dans 2,,12. Remarquons d’abord que l'on dispose d’un
morphisme injectif naturel ¢ : &,, — &,,42 obtenu en prolongeant une bijection de {1,...,n} en une bijection de
{1,...,n + 2} par l'identité sur les éléments n + 1 et n + 2. On définit alors lapplication ¢ : &,, — 2,12 de la facon
suivante : si o € 2, on pose (o) := (o), et si 0 € &, \ A, on pose Y(o) := t(o) o (n,n + 1). On vérifie facilement
que 1 est un morphisme de groupes injectif, ce qui conclut la preuve.

3. Au vu de la premiére question, il suffit de construire un morphisme de groupes injectif de &,, dans GL,, (k). On utilise
pour cela les matrices de permutations. On a en effet une application

¢ : 6, = GL,(k)

définie par ¢(o) := P,. Il est classique que ¢ est un morphisme de groupes, et il est clair que celui-ci est injectif. Cela
conclut la preuve.

Exercice 13.
Déterminer les classes de conjugaison dans &,,. Et dans 2, 7

Solution
Soit ¢ = (aq,...,ar) un k-cycle dans &,,. Il est clair que pour tout o € &, on a

cgocoo ' = (o(ar),...,0(ar)).

Comme toute permutation se décompose de fagon unique en produit de cycles & supports disjoints, on trouve immédiatemment
que les classes de conjugaisons dans &,, sont paramétrée par les partitions de l'entiers n. On rappelle qu’'une partition de
Pentier n est une famille finie d’entiers m; > 1 tels que m; < --- < m, et Y m; = n. La classe de conjugaison correspondant
a une telle partition est 'ensemble des permutations dont la décomposition en cycles fait intervenir exactement m; cycles de
longueur ¢ pour tout .



La description des classes de conjugaison dans 2, est un peu plus subtile. On remarque d’abord que puisque 2, est distingué
dans &,,, la classe de conjugaison dans &, d’un élément de 2, est contenue dans 2,. Comme 2, est d’indice 2 dans &,,,
pour tout o € A, la classe de conjugaison de ¢ dans G,, est soit égale & la classe de conjugaison de ¢ dans 2(,,, soit réunion
de deux classes de conjugaison dans 2, (celle de o et une autre).

Montrons alors que I’on est dans le premier cas si et seulement si o admet un cycle de longueur paire dans sa décomposition
ou o admet au moins deux cycles de méme longueur impaire dans sa décomposition.

En effet, si ¢ admet un cycle ¢ de longueur paire, pour tout 7 € &,,, on a 7o7~ ! = (r¢)o(r¢) ™1, ce qui assure que les classes de
conjugaison dans &,, et 2, coincident. Si o admet deux cycles ¢ = (a1, ...,a2r41) et ¢ = (ay,..., a5, ;) de méme longueur
impaire, alors si on note d := (a1a}) ... (a2r410;, ;) (permutation impaire), on a pour tout 7 € &, o7~ = (rd)o(rd) ",
ce qui assure que les classes de conjugaison dans &,, et 2, coincident.

Réciproquement, si o n’a que des cycles de longueurs impaires deux-a-deux distinctes, alors on choisit deux entiers 1 < i <
j < n apparaissant successivement dans un méme cycle dans la décomposition de o, et on voit facilement que (i5) o o o (i5)
n’est pas conjuguée a o dans 2, alors qu’elle l'est dans &,,.

Exercice 14.

Démontrer que si n > 2, G,4+2 a deux sous-groupes non conjugués isomorphes a &,,.

Solution

On a vu a lexercice que l'on disposait d’un morphisme injectif canonique ¢ : &,, = &,,42 (prolongement des bijections par
l'identité sur les éléments n + 1 et n + 2) compatible avec la signature, i.e. tel que pour tout o € &, on a €(:(0)) = €(0), et
d’un morphisme injectif canonique ¢ : &,, — A, 1+2. Puisque deux permutations conjuguées ont méme signature, et puisqu’il
existe dans &,, des permutations impaires, on voit donc que les deux sous-groupes ¢(S,,) et ¥(S,,) de &,,42 sont isomorphes
a G, et ne sont pas conjugués.

Exercice 15.

Soit f : G1 — G2 un morphisme de groupes et soit « un élément de G; d’ordre fini. Démontrer que l'ordre de f(z) divise
Pordre de x.

Solution
On note n l'ordre de . On a 2™ = e, donc f(x)" = f(2™) = e, donc lordre de f(z) divise n.

Exercice 16.

Soit G un groupe. Vrai ou faux?
1. Si tout sous-groupe H de G est distingué dans G, alors G est abélien.
2. SiH<aGet K< H, alors K «G.
3. Soient x et y € G d’ordre fini. Alors xy est nécessairement d’ordre fini.
4. Si G a un nombre fini de sous-groupes, alors G est fini.
Solution
1. Faux. On considére par exemple le groupe H des quaternions, d’ordre 8. Ce groupe est définit de la fagon suivante :

P’ensemble H est
H = {+1, +i, +j, £k},

et la loi de groupe est définie par

On voit que les sous-groupes de H sont les suivants :

— le sous-groupe trivial {1}, qui est distingué.

— le sous-groupes de cardinal 2 engendré par —1, qui est distingué car contenu dans le centre de H.
— les sous-groupes de cardinal 4 sont d’indice 2 dans H, donc distingué.

— le sous-groupe H entier, qui est distingué.

Donc les sous-groupes de H sont tous distingués, alors que H n’est pas commutatif.

2. Faux. On peut prendre G = &4 ou Ay, H = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} X Z/2Z x Z/2Z et K = {id, (12)(34)} =
7)2L.



3.

Faux. Pour avoir un contre-exemple, il faut nécessairement que le groupe G soit infini et non commutatif. On peut
prendre par exemple le groupe libre sur deux générateurs a et b d’ordre 2, i.e. ’ensemble des mots finis formés des
lettres a et b sans répétition, avec la loi de concaténation des mots (avec simplification éventuelle des mots aa et bb
apparaissant). Dans ce groupe, les éléments a et b sont d’ordre 2, alors que leur produit a - b = ab est d’ordre infini.

Pour un exemple plus concret, on peut prendre G = GL2(Q), x = < (1) _01 > et y = < _01 _11 > Alors z est

0 1

Vrai. 1l est clair que tout élément de G est d’ordre fini : si g € G est d’ordre infini, alors le sous-groupe engendré par
g est isomorphe & Z, et il contient donc une infinité de sous-groupes distincts. Or G a un nombre fini de sous-groupes
cycliques, noté {g1), ..., {gn). Donc pour tout g € G, il existe i tel que (g) = {(g;), donc g est une puissance de g;, ce
qui assure que le cardinal de G est borné par la somme des ordres des g;, donc G est fini.

d’ordre 2, y est d’ordre 3 et x -y = < L1 ) est d’ordre infini.

Exercice 17.

Soit G un groupe fini.

1.
2.
3.

Démontrer que des éléments conjugués dans G sont de méme ordre.
Deux éléments de méme ordre dans G sont-ils toujours conjugués ?

Trouver tous les groupes abéliens finis G pour lesquels la question précédente a une réponse positive. Un exemple non
abélien ?

Solution

1.

SiggheGetneN,ona(h-g-h™H)"=h-g"-h~! donc (h-g-h~1)" = e si et seulement si g" = e, ce qui assure le
résultat.

2. Non. Par exemple, dans le groupe commutatif G = Z/37Z, on a deux éléments d’ordre 3 qui ne sont pas conjugués.

3. Dans un groupe abélien fini, les classes de conjugaison sont réduites & un élément. Donc la question précédente a une

réponse positive dans un groupe abélien fini G si et seulement si tous les éléments de G ont des ordres distincts. Or si
un groupe admet un élément g d’ordre n > 3, alors il admet d’autres éléments d’ordre n, par exemple ¢g~'. Donc les
seuls groupes abéliens convenables sont le groupe trivial et le groupe Z/27Z.

Si G = B3, alors les éléments d’ordre 2 dans G sont les transpositions (12), (13), (23) qui sont bien conjuguées, et les
éléments d’ordre 3 sont les 3-cycles (123) et (132), qui sont également conjugués. Donc G est un exemple de groupe
non abélien convenable.

Exercice 18.

Soit N un entier naturel.

1.
2.

3.

Démontrer qu’il n’y a qu’un nombre fini (& isomorphisme prés) de groupes de cardinal au plus N.

Démontrer qu’il n’y a qu’un nombre fini (& isomorphisme prés) de groupes abéliens finis possédant au plus N auto-
morphismes.

Démontrer qu’il n’y a qu’un nombre fini (& isomorphisme prés) de groupes finis possédant au plus N automorphismes.

Solution

1.

Un groupe de cardinal n est déterminé & isomorphisme prés par sa table de multiplication, de taille n x n, chacune des
2
cases étant étiquetées par 'un des n éléments de G. Il y a donc au plus n™ groupes de cardinal n (& isomorphisme

pres) .

. Rappelons (cela sera revu en cours) que tout groupe abélien fini est isomorphe & un groupe de la forme

[1@z/qz)*,

q€eS

ol S est une partie finie de 'ensemble des puissances de nombres premiers divisant |G|, et d, > 1 pour chaque ¢ € S.
On a donc
N > [Aut(G)| > |GLy, (Z/4Z)],

pour chaque g € S. Par ailleurs, si g est la puissance d’un nombre premier p, alors

2

d d
_d? —r q
|GL4(Z/qZ)| = q TH:l(lfp ) > T

On a donc qdrzl < 4N pour chaque ¢ € S, de sorte que g < 4N et dz < logy(4N). Ceci démontre qu'il n’y a qu’'un
nombre fini de classes d’isomorphismes parmi les groupes abéliens finis possédant au plus N automorphismes.



3. Soit G un groupe fini de centre Z, et soit I = G/Z. On suppose que G admet exactement N automorphismes. Le
morphisme

G — Aut(G)
g (x> gzg™")

est de noyau exactement Z, de sorte que I est isomorphe & un sous-groupe de Aut(G). En particulier, le cardinal

de T divise N, et lui est donc inférieur ou égal. Soit K le sous-groupe de Aut(Z) constitué des restrictions a Z des

automorphismes de G qui induisent I'identité sur I. On a bien stir |K| < N, et on se propose de majorer le cardinal de

Aut(2)/K.

— Soit m : G — I la projection canonique, et soit ¢ : I — G une application telle que m o ¢ = id;. Tout élément de
G admet une unique écriture sous la forme zo(x) avec (z,2) € Z x I, ce que l'on va utiliser pour construire des
automorphismes de G. Considérons ’application

c:Ix1I—7
(z,y) = o(z)o(y)o(zy) "

Si ¢ € Aut(G) induit I'identité sur I, alors on a

(poc)(x,y) = fol) foy) folzy) ez, y),

ol f, : I — Z est donnée par = — ¢(o(x))o(x)~!. Ainsi, si on note d : Z! — ZT*! le morphisme

d: fe ((zy) = f@)f(y) flzy)™),
alors on dispose d’une application

v Aut(Z2)/K — Z /Tm(d)
pr>poc.

Cette application est injective : en effet, si 1 et 2 sont des automorphismes de Z tels que

proc=d(f)e20c,

alors on peut définir un automorphisme v de G dans lui-méme par la formule

V(z,2) € Z x I,y(z0(z)) = ¢35 (f(2)p1(2))o(2).

avec z € Z. On a @1 = p2 09z, et ¢z € K, d’ou l'injectivité de . En particulier,
|Aut(2)/K| < |2V

Puisque |K| < N, on obtient
|Aut(Z)| < N|Z|V°.

— On démontre ensuite que si ¢ € Aut(Z) vérifie p(x) = a(z)N¥z pour un certain morphisme a : Z — Z, alors ¢ € K.
11 suffit pour cela de démontrer que () = c. C’est bien le cas, puisque alors ¢ o ¢ = d(f)c, avec

N
[1]

frxel— Haoc(:n,y)

yel

— Comme dans la question précédente, on écrit

7 ~ H(Z/qZ)dq.

qeSs

On va démontrer que le nombre de possibilités pour S est borné en fonction de N.

Tout d’abord, si ¢ = p” € S, soit ¢ 'automorphisme de Z qui agit par élevation a la puissance k sur le facteur
(z/ qZ)% , et comme l'identité sur les autres facteurs, avec 0 < k < p. Alors o), € K par le point précédent, ce qui
produit p — 1 éléments distincts de K. En particulier p — 1 < N.

Ensuite, si M = NHPSNJrl p, alors pour tout h € [|0, N|], Pautomorphisme z ++ z1*M" de Z appartient & K par
le point précédent, de sorte que le principe des tiroirs assure l'existence d’entiers h,h’ avec 0 < h < h’ < N tels
que Z1HMh — J1HME b0 tout 2 € Z. En particulier, on a zN'™ = 1 pour tout z € Z. Ainsi, chaque ¢ € S divise
I'entier R = N!M.



— Soit ¢ € S tel que g%« > |Z|‘Srl. Puisque ¢ < R, on a

4, > 0elZl
4= |S|log R
Par ailleurs, on a .
NIZIY > |\t(2)] > (GLa, 2 /a2)| = L > 252,
don 2 log (V) 2
dy <2+ 15 + N log 2]

On en déduit une inégalité de la forme (log|Z|)? < a(N) + b(N)log|Z|, ce qui démontre que le cardinal de Z (et
donc celui de G) est borné en fonction de N. On conclut ensuit a 'aide de la question 1.
Exercice 19

Soit k un corps fini & ¢ éléments. Démontrer que les cardinaux de GL, (k), SL, (k) et PGL,, (k) sont des fonctions
polynomiales en ¢, que I'on explicitera.

Solution

Le cardinal de GL, (k) est égal au nombre de bases de k™, c’est-a-dire de familles (e;)?" , dans k", telles que e;
n’appartient pas au k-espace vectoriel engendré par (e;);<;. Il y a ¢" — 1 choix pour ey, puis ¢" — ¢ choix pour es,
etc. On a donc

[GLa (k) = (¢" = 1)(¢" — ). (¢" —¢" ).
On dispose d’un morphisme surjective det : GL,, (k) — k*, de noyau SL,, (k), de sorte que

GL.(B)] (" -1 -9 (" —¢")
SL,. (k)| = TEIamie = .

Par ailleurs PGL,, (k) est le quotient de GL,, (k) par un sous-groupe de cardinal ¢ — 1, et est donc de méme cardinal
que SLy, (k).
Exercice 20

Soit k = Z/pZ et soit n un entier naturel.
(a) Déterminer le groupe des automophismes du groupe additif k™.

(b) Combien y a-t-il de sous-groupes de cardinal p dans k?? Plus généralement, combien y a-t-il de sous-groupes
de cardinal p™ (avec m < n) dans k™ ?

(c) Expliciter une bijection entre la droite projective sur k et 'ensemble des sous-groupes de cardinal p dans k?,
telle que P'action de Aut(k?) sur ce dernier ensemble corresponde & une action par homographies sur la droite
projective.

Solution

(a) Puisque k = Z/pZ, tout automorphisme du groupe abélien k™ est k-linéaire. Ainsi, Aut(G) est isomorphe a
GL, (k).

(b) Il y a autant de sous-groupes de cardinal p™ dans k™ que de sous-k-espaces vectoriels de k™ de dimension m.

Chacun de ces sous-espaces admet exactement (p™ — 1)(p™ — p)...(p™ — p™~1) bases (cf. exercice 19), et le
nombre de familles libres & m éléments dans k™ est (p™ —1)(p" —p) ... (p" —p™~1). Le nombre de ces sous-espaces

est donc )
(= D" =) (" =)
(™ = D™ —p)... (" —pm)
Pour le nombre de droites dans k2, on obtient p =p+1.

(c) 1l suffit d’associer a = € k la droite engendrée par (ac, 1), et & oo la droite engendrée par (1, 0).

Exercice 21

Soit G un groupe fini de cardinal n > 1.

(a) Démontrer l'existence d'un systéme de générateurs (a;)¥_; de G tels que pour tout i € [|1,k|], 'élément a;
n’appartient pas au sous-groupe de G engendré par (a;);<;.

(b) Démontrer que G posséde au plus nlog2(") endomorphismes.



Solution

(a) Le groupe G étant fini, il admet une partie génératrice finie. Soit (a;)*_, un famille génératrice de G, de cardinal

k, avec k minimal. Si on avait un ¢ € [|1, k|] tel que a; appartient au sous-groupe enendré par les (a;);<;, alors
la famille (a;);-; serait également génératrice, mais de cardinal < k, ce qui est impossible.

(b) Soit (ai)i?:l comme dans la question précédente. L’application qui a& un endomorphisme f de G associe 1’élément
(f(a;)); de G* est injective, de sorte que G posséde au plus n¥ endomorphismes.
Il suffit de démontrer que k < logy(n). On considére pour cela le sous-groupe H; engendré par (a;),<;. La suite
(H;); est strictement croissante pour 'inclusion, et H;_1 est donc d’indice au moins 2 dans H;. Ainsi, Hy = {1}
est d’indice au moins 2* dans Hy = G. En particulier, on a 2¥ < n, comme voulu.

Exercice 22
Soit G un groupe tel que le quotient par son centre est monogéne. Démontrer que G est abélien.

Solution
On rappelle que le centre Z(G) de G est distingué. On considére le morphisme quotient 7 : G — G/Z(G). Par
hypothése, G/Z(@) est engendré par un élément gg. Comme 7 est surjective, il existe go € G tel que 7(go) = Go-
Soient alors g, h € G. Il existe des entiers n,m € Z tels que w(g) = go" et m(h) =go"™". Donc w(g-g, ") = w(h-g; ™) =
e,doncy=yg-g," et z=h-gy" sont dans Z(G).
Alors

g-h=y-g5-290 =y 290" =293 y-95=h"g,

donc G est commutatif.
Exercice 23

Quel est le nombre minimal de transpositions nécessaires pour engendrer le groupe &,, 7

Solution

Montrons que ce nombre vaut n — 1. Il est clair qu’il existe une famille de n — 1 transpositions engendrant &,, (par

exemple les transpositions de la forme (17), avec 2 < i < n).

Montrons que I'on ne peut pas faire mieux. Soit £ C &,, un ensemble de transpositions. On considére le graphe fini

T" dont les sommets sont les entiers 1,2, ...,n, de sorte que deux sommets distincts ¢ et 5 sont reliés par une aréte

si et seulement si (ij) € E. Supposons la partie E génératrice. Alors il est clair que le graphe I' est connexe.

Il suffit donc de montrer, par récurrence sur n, qu’un graphe connexe a n sommets posséde au moins n — 1 arétes : le

cas n = 2 est évident. Montrons ’hérédité : soit donc un tel graphe I', connexe & n + 1 sommets. On a 'alternative

suivante :

— soit chaque sommet a au moins deux voisins. Alors le nombre total d’arétes est au moins égal & (n+1)-2 = n+1.

— soit il existe un sommet s ayant un unique voisin. On considére alors le graphe I dont les sommets sont les
sommets de I' autres que s et les arétes celles de I' autres que celle contenant s. Alors il est clair que IV est un
grpahe connexe a n sommets, donc il admet au moins n — 1 arétes, donc I' a au moins n arétes.

Cela conclut la preuve par récurrence.

Exercice 24

Soit G un groupe de type fini (i.e. engendré par un nombre fini d’éléments).
(a) Un sous-groupe H de G est-il nécessairement de type fini?

(b) Méme question en supposant de plus que le cardinal de G/H est fini.

Solution

(a) Non. Un contre-exemple est donné par le sous-groupe G de GL2(Q) engendré par les matrices A = < (2) (1) >

0 1
que H soit de type fini. Alors il existe un entier N > 1 tel que H soit contenu dans le sous-groupe de GL2(Q)
formé des matrices de la forme ( (1) T ) Or A—N.B.AN = ( (1)

puisque 2V > N, donc H n’est pas de type fini, alors que G l'est

1 1
et B = < , et le sous-groupe H de G formé des matrices de GG avec des 1 sur la diagonale. Supposons
1
2{’ ) est dans H, ce qui est contradictoire

(b) On suppose G/H fini. Alors on peut trouver un nombre fini déléments g1 = e,...,g, de G tels que G/H =
{g1H,...,g,H}. Puisque G est de type fini, on dispose de hi,...,h;, € G tels que tout éléments de G est
produit des h;. Alors pour tout i, j, il existe 1 <k <mn et h;; € H tels que h; - g; = g - hi ;.



Montons alors que les h; ; engendrent H. Soit h € H. On sait qu’il existe des entiers 41,...,%, tels que h =
hiy ... hi..Onadonc h; =h; -e=h; g1 = gk, - hi. 1, donc finalement

h="hiy - hi Gk -l
De méme, h;._, - gr, = gk,_, - Ni,_, k,, donc
h= hil Tt h/ir—Q Gk hinl,kT . hir,l .
Donc par récurrence, on trouve

h= gk, - Piy gy hiv k- hiy1
Enfin, h et les h; ; sont dans H, donc gi, € H, donc k1 =1 et donc

h=hi k- hi gk b,

ce qui conclut la preuve.

Exercice 25

Démontrer que tout sous-groupe d’indice n dans &,, est isomorphe & &,,_;. On admettra que pour n > 5 les
sous-groupes distingués de &,, sont {1}, 2,,, et &,, lui-méme.

Solution
— On suppose n > 5. On note G = &,, et H un sous-groupe de G d’indice n. On note enfin X := G/H ’ensemble
quotient de cardinal n. On dispose d’'un morphisme de groupes

v:G—-6(X)26,,

donné par g — (xH — gz H). Montrons que c’est un isomorphisme : son noyau est un sous-groupe distingué de
G = 6, d’indice minoré par le cardinal de I'image de 1, elle-méme minorée par n. Ce sous-groupe distingué
n’est donc égal ni & &, ni & A, : il doit donc s’agir du sous-groupe trivial. Ainsi, 1 est injective, donc par
cardinalité, c’est un isomorphisme.

On peut restreindre 1 au sous-groupe H. Or le point x := H € X est clairement un point fixé par les éléments
de ¢(H), donc on en déduit que les éléments de ¢(H) préservent X' := X \ {z}. D’o2t un morphisme

o:H—->6(X")2G,_1.

Ce morphisme ¢ est injectif car 1 I'est, donc par cardinalité, c’est un isomorphisme, d’ou la conclusion.

— Si 2 < n <4, on montre le résultat a la main : si n = 2 ou 3, le résultat est évident. Si n = 4, on utilise
Pexercice pour savoir qu'un sous-groupe d’indice 4 dans &4 est isomorphe & Z/6Z ou &3. Or &4 ne contient
aucun élément d’ordre 6, donc ce sous-groupe est bien isomorphe & G3.
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