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Exercice 1

1. a) Pour tout z € R, |G(z)| < |z|||G'||oe. Donc |G o u| < |u]||G']|e et, si u € H' C L2,
Goue L2
b) Si u est de classe C!, alors G o u est dérivable au sens classique, de dérivées partielles :

GJ(G o u) = (G/ @) u)aju

On suppose maintenant seulement u € H'(2). Soit (u,),en une suite de fonctions C! convergeant
vers u dans H'(Q).
La suite (G o u,)nen converge dans L? vers G o u. En effet, pour tout n :

|G oun — G oul <[G|oo|un —ul
= [|Goun = Goully < [|G]|so[un — ull2

Quitte a extraire, on peut supposer que u,, converge simplement vers u presque partout (propriété
de L?). Alors, (G’ o u,,)d;u, converge dans L? vers (G’ o u)d;u. En effet :

(G 0 un)Ojun — (G 0 u)djully <|(G" 0 un)(Djun — Oju)ll2 + [10u(G" 0 un — G o w)|2
< NG oo l10un = Djulla + ||05u(G" 0 un = G" 0 w)|

Puisque G’ est continue, G’ o u,, — G’ o u converge simplement vers 0 presque partout. Par le
théoreme de convergence dominée, on a alors ||0;u(G’ o u, — G' o u)||; = 0. Cela implique que
[(G" © uy)05uy — (G' 0 w)Ojul|, tend vers 0.

Donc G o u,, converge dans H' : c’est une suite de Cauchy dont toutes les dérivées partielles
forment une suite de Cauchy. Sa limite est G o u (puisque les limites dans L? et H' coincident,
si les deux existent). Donc G ou € H! et, pour tout j :

0j(Gowu)= lim 09;(Gou,)= lim (G'ou,)du, = (G ou)d;u

n—-4o00 n——4o00

2. a) Posons G(t) = e /" si t > 0 et G(t) = 0 sinon. Cette fonction convient.

b) La fonction G o u appartient & H', d’apres la question 1. De plus, elle est nulle sur le bord
de €2, puisque u < 0 sur 92 et G =0 sur R™.

Comme H est 'ensemble des fonctions dont la trace sur 99 est nulle (voir la fin du TD 2 a ce
sujet), G ou € H}. Donc (Lu, G o u) = 0, d’apres la définition de < solution au sens faible .



Ainsi :

O:/ Z a;;(2)0ju(z)du(z)(G" o u(x))dx

1<ij<n

2/)\||Vu(x)||2(G’ou(x))dx

c) La fonction x — |[|Vu(x)||*(G’ o u(z)) est & valeurs positives. Puisque son intégrale est
nulle, elle doit étre nulle presque partout. Donc (Vu)(G’ o u) = 0 presque partout. Puisque
(Vu)(G' o u) = V(G o u), la fonction G o u est de gradient nul presque partout. Comme elle
vaut 0 sur le bord de €, cette fonction est nulle, ce qui entraine u < 0 sur presque tout (2.

Exercice 2

1. Soit t — (x(t),£(t)) une courbe bicaractéristique. Posons P(t) = p(z(t),£(t)). Alors :

P0) = (Tupla(0),60). G0 ) + (Vena(0).60). 5 () =0

Donc, pour tout t, p(z(t),£(t)) = p(xg, &) = 0.
2. a) Pour tout (zg,&) € p~'({0}), on note Cy, ¢, la courbe bicaractéristique associée.

On veut montrer que :

WF(U) = m CIO,EO

Ca 6o MW F ()0

Il faut donc montrer que, pour tout (zg, &y), s0it Cyyeo YW F (1) = 0, 80it Cpy e "W F (1) = Cyy ¢, -
Soit donc (zg, &) fixé.

Soit I I’ensemble de définition de la courbe bicaractéristique ¢t — (x(t),£(t)) associée. Notons
I'={teltq (z(t),&(t) € WF(u)}.

L’ensemble I’ est fermé dans I, puisque (z, &) est continue et W F(u) est fermé.

Si on suppose démontré le résultat indiqué dans I’énoncé, I’ est également ouvert. En effet, si
t; € I', alors (z(t1),£(t1)) € WF(u). La courbe bicaractéristique associée a (x(t1),&(t1)) est
t — (z(t; +t),&(t1 + t)). D’apres le résultat de I'énoncé, (z(tq + t),&(t1 +t)) € WF(u) pour
tout ¢ assez proche de 0. Donc il existe un voisinage de ¢; inclus dans I’.

Puisque [ est un intervalle, I est connexe. On vient de voir que I’ C [ était ouvert et fermé,
donc I’ = () ou I’ = I. Cela implique le résultat voulu.

b) Puisque p est m-homogene en &, V¢p est (m — 1)-homogene en & et V,p est m-homogene en
£.

Cela implique que, si (z,€) et (z, é ) sont respectivement les courbes bicaractéristiques associées
aux conditions initiales (xg, &) et (xg, A), avec A > 0, on a :

(Z(t),€(1) = (z (A7) , A6 (A1)

Supposons (g, &y) quelconque et A > 0 choisi de sorte que A||&o|| > 4. Si (Z(¢), é(t)) appartient
a W F(u) pour tout t assez proche de 0, comme W F'(u) est un cone en &, on a alors aussi que
(x(t),&(t)) appartient & W F'(u) pour tout ¢ assez proche de 0.



Donc le résultat pour ||£]| > 4 implique le résultat pour tout &.

3. a) Soit V' un voisinage ouvert de xy sur lequel ¢ vaut 1. Alors :
WFu)N(V xR") =WF(¢u)N (V x R")

En effet, si x € V et (z,£) ¢ WF(u), il existe I" un voisinage conique de £ et w un voisinage

ouvert de x tel que, pour toute ¢ € C°(w), (751\1 décroit plus vite que tout polynéme sur I'.
Quitte a remplacer w par w NV, on peut supposer que w est inclus dans V. Alors, pour

toute ¢ € C°(w), pu = ¢(yu) donc ¢(1pu) décroit plus vite que tout polynome sur I'. Ainsi,
(z,8) ¢ WE(u).

L’autre inclusion est identique.

Donc w et ¥u ont le méme front d’onde au voisinage de (zg,&p). On conclut avec le lemme
suivant, en utilisant le fait que Yu est dans H® pour un certain s (c’est une distribution a
support compact).

Lemme 2.1. Soit f € H® quelconque, pour un certain s € R. Alors :

WE(f) = WFE(Op((&)™)f)

Démonstration. On montre WE(f) D WF(Op((§)™ ") f); Pautre sens est identique. D’aprés
I'exercice 3., si (xg, &) ¢ WFE(f), il existe I' un voisinage conique de (xg, &) tel que, pour tout
a € ST tel que Supp(a) C T, Op(a)f € H™.

Supposons un tel T" fixé. Alors, pour tout a € ST tel que Supp(a) C T, on a aussi :

Supp(a(z,£) (™) c T

et donc Op(a) Op((&)™ ") f = Op(a(x, &) ()" ') f € H*.
Donc (z¢,&) & WE(Op((&)™ ) f). O

b) Puisque Op({£)"™™) Op((6)™") = Op(1) = Id, il faut montrer :
Op(¢) Op(a) Op(Y)u € CZ

Comme ¢ est a support compact, Op(¢) Op(a) Op(¢)u = ¢ Op(a) Op(¥)u est a support compact.
11 suffit de montrer que cette fonction est également C*°.
D’apres les théoremes de calcul symbolique :

Op(¢) Op(a) Op(zp) = Op(¢pa) Op(z))

1

~ Z 2‘04(0[')85 (¢a)oy
1 (87 (67

~ Zz‘“'(a')¢a adga

~ pay



La derniere égalité vient du fait que, pour |a| > 1 si 0% (z) # 0, alors 1) n’est pas égal a 1
dans un voisinage de z, donc ¢(z) = 0; cela entraine ¢ 9% = 0 pour tout o # 0.
Donc Op(¢) Op(a) Op(¢)u — Op(¢arh)u est une fonction C*. De plus :

Op(¢ar))u = Op(¢y) Op(a)u = 0

Donc Op(¢) Op(a) Op(¢)u € C=.
¢) Puisque ¢ est dans S°, a € S™ et (€)™ € S'=™ b appartient & S'.

De plus, on a a(x, f) (:1: E)+p(x, &) avec p € S™ ! ,donc b(z, &) = gz, &)+ (x)p(x, €) (€)'
avec ¢(x)p(z, €) (€)' qui appartient & S°.

d) Veq(z,€) = ¢()p(x,€) Ve [(©)'77] (€) + d(x) (€)' Vep(a, £).
Voq(x,€) = Vad(@)p(z, £) (€)™ + ¢(2) (€)™ Vap(z, ).

Soit ¢ a valeurs dans R 1'unique solution maximale du probleme :

d(t) = ¢z o c(t)) (Eoc(t)) ™

Soit ¢t — (x(t),&(t)) la courbe bicaractéristique de p qui vaut (zg,&) en t = 0. D’apres la
question 1., p(x o ¢(t),£ o ¢(t)) = 0 pour tout ¢ donc :

Veq(w o clt),E o e(t)) = p(w o e(t)) (€ o c(t)) ™ Vep(a o e(t), € o e(1))

8z o eft)) (€ 0 et ™™ o ()
= ()% o et

d

= Lrod )

De méme :
Vel oelt), o clt) = 5 [0 dl (1)

Donc (z o ¢, € oc) est (au moins sur le domaine de définition de ¢) la courbe bicaractéristique
de ¢ passant par (xg,&) en 0.

4. On peut appliquer le raisonnement de 'exercice 3 du TD 9 a a = @b, puisque le symbole
principal de b, iq, est dans S! et & valeurs imaginaires pures. Si on pose c(t,.,.) = ¢;, ou ¢; est
la suite de symboles construite dans le TD 9, les deux premieres conditions sont bien vérifiées
(c’est la question 4. de I'exercice).

Il reste a montrer que la troisieme condition peut également étre vérifiée.

Puisque, dans le TD 9, on contruit qt comme la somme asymptotique des (¢\™")xen, il suffit de
montrer qu’on peut choisir chaque ¢=*) de sorte que :

vt Supp(gi ") € Supp(co o @) = Supp(a”)

Pour k£ = 0, c’est immédiat. Montrons-le pour k£ = 1 (ensuite, le raisonnement sera le méme
pour k > 1).



Quitte a lui retrancher un symbole de S™>°, on peut supposer que bg_l) est a support inclus

dans Supp(qt(o))7 puisque, d’apres la définition donnée a la question 2.b) de 'exercice 3 du TD

9:

-1y d (o 1 o a0 (0 na (0)aa
b, ’“%qﬁ +gi0‘|(a!) <85a8xqt —Ofq axa)

Ala question 3.a), on voit que :

t t

¢V (t,z,6) = / GV (s, t,z,8)ds = —/ b= (s, @;(t_s) (x,8))ds

0 0

Pour tout s, Supp(b (s, &, (z,€))) C Supp(co o d. o &, ") = Supp(co o ®_"). Donc
¢V (t,x,€) est aussi a support inclus dans Supp(cg o (P;t).
5. a) C’est le méme raisonnement qu’a la question 2.a) de 'exercice 2 du TD 9.
b) D’apres la question précédente, si ||£(0)]] > 2, [|£(s)|| > 1 pour tout s € [—sp; So]. Puisque
¢ — (&) est 1-homogene sur R” — B(0, 1), g est également 1-homogene en & sur R” — B(0, 1).
Donc, pour tout (z1,&;) tel que ||&]] > 2, pour tout A > 1, si on note (z,£) la solution de (1)
pour la condition initiale (z1,&;) et (Z,€) la solution de (1) pour la condition initiale (1, A&),
ona:

Vs € [=soisol, (). €(5)) = (2(s), AE(s)) (1)

Soit I" un voisinage ouvert conique de (x1,&;) (avec donc ||&1|| > 2). Soit s € [—sp; so] Notons :
I’ = {(I)Z(‘%laél) tq (@1,&) € I, ||&]] > 2}

Notons U = {(z,X{) tq (z,£) € ', A € R* } D I". L’ensemble U est un cone en . Il contient
I[''; c’est donc un voisinage conique de ®(x1,&;).

De plus, a cause de la propriété (1), U — IV C B(0,4).

En effet, supposons (z,A§) € U —T1" et A|[¢|| > 4. D’apres (1), IV est stable par (x,&) — (x, ué)
pour tout g > 1. Puisque (z,£) € I, on a donc A < 1, sinon (z, A¢) € T".

Comme A|[{|]| >4 >2et 1/XA > 1, on a, d’apres (1) :

0 (2.6) = 0" (9@%&‘) - (azl,i&)
ot (#1,&1) = By (z, AS).

Puisque (z,&) € T, (Z1,€,/A) € . Comme T est un cone, (iy,&;) € I'. D’aprés la question a),
on a de plus [|§;]| > 2, puisque [[A]| > 4. Donc (z,A§) = ®;(z1,&) € I'. C'est absurde.

Donc @;(T") contient U — (U — I") qui est un cone (en §) privé d'un ensemble borné.

¢) Soit I' un voisinage conique de ®(z¢, &) satisfaisant la condition 2 de I'exercice 3.

D’apres la question précédente, ®*(I') contient I — E, pour un certain voisinage conique I
de (xg, &) et un certain ensemble borné F.

Supposons que ¢y est a support inclus dans I". Alors, d’aprés la troisieme condition de la
question 4., pour tout s € [—sg; S| :

Supp(c(s, ., .)) C Supp(coo ®,°) C ®;(I'") CT U P, (E)



L’ensemble ®3(E) est borné (car ®; est un homéomorphisme et £ est borné). Donc c(s, ., .)
s’écrit sous la forme ¢; + ¢y, ou ¢; est a support dans I' et ¢y est a support compact.

Puisque T' vérifie la condition 2 de l'exercice 3., Op(c1)v € H®. Puisque ¢3 € S™°, Op(ez)v €
H*>. Donc Op(c(s,.,.))v € H*®.

d) Soit o tel que v € H°. Pour tout ¢, Op(c(t,.,.))v € H?, puisque c(t,.,.) € S°. De plus,
w:t— w(t) € H? est continue, car t — c(t,.,.) € S lest.

Puisque t — c(t, ., .) est dans C' (R, S°), w est dérivable et sa dérivée w'(t) = Op((d/dt)c(t, ., .))v
est continue, & valeurs dans H°. Donc w € C(R, H?).

e)

%w(t) +iOp(b)w(t) = % Op(c)v + 1 Op(b) Op(c)v

= <% Op(c) + i[Op(b), Op(C)]> v — Op(c) Op(b)v

= Op(re)v — Op(c) Op(b)v

Par définition, r, € ST (uniformément en ). On a de plus vu que Op(b)v était C> a support
compact (question 3.b). Donc t — Op(r;)v — Op(c) Op(b)v € CO(R, H>).

D’apres la question ¢, w(s) € H>®. D’apres le lemme 6.5 du cours (qu’on peut appliquer car ib
est hyperbolique : son symbole principal ib est a valeurs imaginaires pures), pour tout ¢’ € R :

dr

Ho'

Ol < Clats)llger +C [ || Zwlr) +i0p(Erotr)

Donc, puisque w(s) € H et 7 — || Lw(r) +i Op(b)w(T)‘|H0/ est finie (et continue), on a :
[[w(O)[[ o < +o00

C’est valable pour tout ¢’ donc w(0) € H*™.

f) Par définition, w(0) = Op(cp)v. D’apres la question e), si le support de ¢y est inclus dans
un certain voisinage conique de (zo, &), alors Op(cy)v € H*®. D’apres 'exercice 3, (x¢,&) ¢
WFE(v).

g) La conclusion de la derniére question est absurde : on avait supposé (g, &) € WF (v). Donc,
pour tout s assez proche de 0, ®? (g, &) € WF(v).

Comme v et u ont le méme front d’onde au voisinage de (zg, &), cela signifie que, pour tout s
assez proche de 0, ®? (g, &) € WF(u).

D’apres la question 3.d), ¢ et p ont les mémes courbes bicaractéristiques au voisinage de (¢, &),
a reparamétrisation pres. Donc on a aussi ®7(xo,&) € WF(u) pour tout s assez proche de 0
(au moins pour ||§|| > 4). D’apres la question 2., ¢’est ce qu’on voulait démontrer.

Exercice 3

1. Supposons (2) vérifiée.
Soient I'y,T'y C R™ tels que I'; est un voisinage de zp, I's est un voisinage conique de & et
I xI'y CT.



Soit ¢ € C*™ a support dans I';. Soit v € C* une fonction bornée ayant toutes ses dérivées
bornées, a support dans I'y, telle que :

VEeTytq (gl =1 (¢ =1
ou I} est un voisinage conique de &, inclus dans I'.
Lemme 3.1. Op(¢(§)) Op(o(x))f € H™.

Démonstration. D’apres I'un des théoremes de calcul symbolique, pour tout N :

Op((€)) Op(6(x)) — 3 —— Op(B4H(€)3°6(x)) € Op(S~N+D)

ilala)
la|<N

Pour tout a, Op(0®¢(£)0*¢(x))f € H>, puisque (2) est vérifiée. Donc Op(¢(§)) Op(o(x)) f
est la somme d'un élément de H*® et d’un élément de H*+(V+1) Comme ceci est valable pour

tout N € N, Op(¢(&)) Op(o(z))f € H*™. O

La transformée de Fourier de Op(1(&)) Op(¢(x)) f est ¢ ((5}) . La fonction Op(¢(&)) Op(o(x)) f

appartient & H*, donc est dans L' et a toutes ses dérivées dans L' (en effet, comme on I'a
revu au TD 2, linjection H' — L' est continue). Cela implique que, pour tout a € N7,

(&) (@0) (€) est une fonction bornée.

Donc &¢ (@) (&) est bornée sur I', pour tout multi-indice a. Cela implique que, pour tout
N € N, il existe Cy tel que :

vEeTDy,  |0f(€) < Cn(+lEl)™N

Donc (zo, &) ¢ WEF(f).
2. a) Soient ¢ € C°(R™) telle que ¢(xp) = 2 et I'y un voisinage conique de &, tels que :

YN eN, 30y > 0tq Ve €Dy, |of(€)] < Cn(1+]IEINN

Soient I', un voisinage conique ouvert de &, inclus dans I'y et 1) une fonction C* ayant toutes
ses dérivées C*> telle que :

- le support de ¥ est inclus dans I'y;

- ¢ vaut 1 sur I'y — B(0, 1).
Alors Op(¥(&)) Op(¢(x))f € H*; en effet, la transformée de Fourier de cette fonction vaut
»(€) (5}) (&) et décroit plus vite que tout polynome.

Notons a € S° le symbole de Op(1(£)) Op(¢(z)). D’aprées 'un des théoremes de calcul symbolique :

1
an |Z< T V(99" (x)




Pour tout av # 0, 0*¢(§) = 0si & € T, — B(0,1), puisque ¥ est constante sur I, — B(0,1). On
voit (en reprenant I'exercice 1 du TD 4) qu'’il existe a € S° tel que :

in S 0 (€0 ()

laf<n

et tel que, de plus, a(z,&) = ¥ (&)p(x) = ¢(x) si & € 'y — B(0,1).
Puisque ¢(zq) = 2, il existe un voisinage I'; de zq sur lequel ¢ > 1. Alors :

V(z,§) e Ty x5 tq €]l > 1, a(z,§)] = [o(z)] = 1

Comme a—a € S~ et Op(a)f € H*, on a aussi Op(a)f € H*. Donc a satisfait les conditions
voulues.
b) Soit m € R quelconque. Soit b € S™ tel que Supp(b) C I".

Lemme 3.2. Pour tout N € N, il eziste cxy € S~ N & support dans I" tel que :
Op(b) - Op(Co + ...+ CN) Op(a) c Op(Smfol)

Démonstration. On procede par récurrence sur N.

Pour N = 0, on prend ¢y = xb/a, ou x est une fonction C* a support compact qui vaut 0
sur B(0,R) et 1 sur R" — B(0,2R). D’apres la propriété d’ellipticité vérifiée par a, c’est un
symbole de S™. Il est de plus a support dans I. D’apres le théoreme de calcul symbolique sur
la composition, Op(cy) Op(a) — Op(cpa) € Op(S™1). Comme Op(coa) — Op(b) a son symbole
qui est a support compact en &, Op(cpa) — Op(b) € Op(S~°). Donc Op(cp) Op(a) — Op(b) €
Op(S™1).

Supposons la propriété vraie pour N et démontrons-la pour N + 1. Posons Cy = ¢g + ... + ¢n.
Posons d = <y 41 =08 Cn (,£)0%a(x,€). Clest un symbole de S™ et, d’aprés I'un des
théoremes de calcul symbolique :

Op(C) Op(a) — Op(d) € Op(S™~N+2)
Posons cyi11 = x

( —
Op(b) — Op(Cly) Op(a

Sm N+1

d)/a, avec x définie de la méme fagon que dans le cas N = 0. Puisque
) € Op(S™ WD) on a aussi Op(b — d) € Op(S™ N+ donc cyy1 €

Le symbole ¢y 1 est & support dans I puisque b et d sont a support dans IV (pour d, ¢’est une
conséquence de '’hypothese de récurrence : Cy est a support dans IV). Alors :

Op(b) — Op(Cx + cny1) Op(a) = Op(b) — Op(d) — Op(CN+1) p(a)
— (Op(Cx) Op(a) — Op(d))

= Op(b—d) — Op(cN+1a) (

— (Op(Cw) Op(a) — Op(d))

On a Op(b—d)—Op(cny1a) € Op(S~), Op(cn11) Op(a)—Op(cn11a), Op(Cn) Op(a)—Op(d) €

Op(S™ N+2)) donc Op(b) — Op(Cx + cn41) Op(a) € Op(S™~(N+2)),
Donc I'hypothese de récurrence est vérifiée. O]

Op(cen+1) Op(a) — Op(enaa))



Si on choisit ¢ ~ )y cn, on a Op(b) — Op(c) Op(a) € Op(S~).

¢) Pour tout b € ST tel que Supp(b) C I", il existe, d’apres la question précédente, ¢ € ST tel
que Op(b) — Op(c) Op(a) € Op(S~°). Alors Op(b)f — Op(c) Op(a)f € H*. Puisque Op(a)f €
H®> (d’apres la question a), Op(c) Op(a)f € H*. Donc Op(b)f € H*.

Ainsi, la propriété (2) est vraie pour le cone I".



