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Corrigé

Exercice 1

1. Pour tout x dans un voisinage de zg :

: WMy = i [ ulat2)d
—_ u(y)dy = ——— u(x + 2)dz
| B(wo,7)| B(z,r) | B(z0,7)] B(0,r)

On peut dériver sous 'intégrale. On applique ensuite la formule de Green a la fonction U : 2 —
R™ telle que U; = 0sit # j et U; = u.
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2. Appliquons I'égalité précédente a u — m et utilisons la majoration 0 < u —m < M — m.

ou

1
a—xj(fffo)

S -
|B($07T)| OB(zo,T)
M—m

B |B(l’0, 7n)| 0B(zo,r)

M —m /
< X (r vi(y dy)
p— ( )
M —m 1/
= x | — vi(y dy)
. (W 83(071)| ()]

|u(y)v;(y)ldy

v (y)|dy




3. On applique 'inégalité de la question précédente pour xy = z, r < d(z, 92). On obtient ainsi
que chaque composante de Vu(x) est majorée par :

M—-—m
r

Ch

En faisant tendre r vers d(z, 0f2), chaque composante est majorée par :

M—-—m
Cn d(z,00)

ce qui entraine l'inégalité demandée pour C!, = \/nC,,.

4. Soit (K, )nen une suite de compacts inclus dans (2 telle que :

K. =2 ot Vk, KipC Ky

D’apres la question 3., pour tout k € N, la suite (Ou,)nen est uniformément bornée sur Kj. La
suite (U, )nen est donc uniformément lipschitzienne et uniformément bornée. D’apres le théoréeme
d’Ascoli, il existe une extraction ¢ : N — N telle que (ug(n))nen converge uniformément sur K.
En procédant par extraction diagonale, on peut supposer que la convergence uniforme a lieu
sur K}, pour tout £ € N. On fait cette hypothese dans la suite.

D’apres la question 3., pour tout k € N :

— 0

SUD e, , [Uo(n) () — Ug(n)(2)]
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donc (Viug(n))nen converge également uniformément sur tout K.

Chaque dérivée partielle de u, est harmonique, pour tout n. On peut donc réappliquer le
raisonnement précédent et on montre ainsi que les dérivées secondes de (ug(n))nen convergent
aussi uniformément sur tout compact de 2.

Si on note s la limite de (ug(n))nen, On a alors que uy appartient a C? et que Aus =
hmn—)—i—oo Au¢(n) =0.

Exercice 2

Soit n € C°(2) valant 1 sur €. La fonction n?u est dans H} (c’est une fonction de H! nulle au
voisinage de 052).
Calculons (Lu, n?u) = (f, n*u).
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Une inégalité de la forme 2% < ax + b avec b > 0 implique 2% < a? + 4b. On a donc :
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pour une constante C' bien choisie.
Comme 1 = 1 sur €, cela donne :
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Exercice 3

1. a) On traite le cas de la fonction C. Le raisonnement est similaire pour la fonction S.

1IN

Ct,&) =Y (-1) 2R

keN

Cette série converge uniformément sur tout compact, ainsi que toutes ses dérivées. La fonction
C est donc C™.

Montrons que toutes ses dérivées par rapport a & sont a croissance au plus polynomiale, lorsque
t est fixé. Sit = 0, la fonction est constante en & ; toutes les dérivées sont donc nulles. Supposons
maintenant ¢ # 0 fixé et notons N : & — t||]].



La fonction N est dérivable en-dehors de 0. De plus, comme N est 1-homogene en &, ses dérivées
d’ordre [ sont 1 — [ homogenes en £. Puisque C(¢,.) = cosoN, on a, pour tout multi-indice «,
que 9¢C(t,.) est (en-dehors de 0) une combinaison linéaire finie de termes de la forme :

(0°'N)...(0%N)cos® oN

ou les ay, ..., a5 sont des multi-indices non-nuls tels que a; + ... + a5 = a. Comme cos'® est
bornée sur R pour tout s, un terme de la forme précédente est le produit d’une fonction (s—|al)-
homogene en £ et d'une fonction bornée. Puisqu’on a nécessairement || > s, ¢’est une fonction
bornée. En particulier, elle est a croissance polynomiale.

En outre, pour tout a, on a :

FO(,€) = l€l]” cos' (t]l€]])

La fonction & — |[£||* a toutes ses dérivées a croissance au plus polynomiale lorsque ||£]| — +o0.
De plus, & t fixé, la fonction & — cos®([|¢||) a toutes ses dérivées bornées en-dehors d'un
voisinage de 0 (par le raisonnement qu’on vient de faire pour le cas a = 0, qui est aussi vrai
pour les autres valeurs de a). Donc, par la formule de Leibniz, toutes les dérivées en £ de
0¢C(t,.) sont & croissance au plus polynomiale en-dehors d'un voisinage de 0, donc sur tout
R™ puisqu’elles sont continues.

b) Posons u(t) = FH(C(t,.)ig + S(t,.)0y). D’apres les propriétés de régularité de C et S, il
s’agit d'un élément de C>*(R,S’).

En utilisant le fait que, pour toute distribution g, F(Ag) = —|[¢||*Fg, on a :

(07 = Ayu=FH((97 + |IEN*) C(t, )iao + (97 +1[€]1°) S(t, )in) =0

De plus, u(0) = F (i) = up et dyu(0) = F~1(uy) = uy.
c¢) Posons, comme dans 'indication, U(s) = C(t — s,.)u(s) + S(t — s,.)0yu(s) et calculons la
dérivée de cette fonction.

O,U = —0,0(t — s,.)u(s) + C(t — 5,.)000(s) — 0S(t — s,.)04ii(s) + S(t — s,.)0%(s)
= |[€]|2S(t — s)t(s) + C(t — 8)0sii(s) + Ot — s)0yau(s) — S(t — s)F(Au)(s)
= ISt — s)a(s) — S(t — s)|I¢][*a(s)
—0

Donc U est constante. Ainsi :
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a) On prolonge Dg en t = 0 par la distribution nulle. On a, pour tout ¢t € R :

Ds(t) =t /S o f(ta)do(z)

4



La distribution Dg est donc C*. D’apres la question 1., pour montrer que F(Dg(t)) = 4w S(t, .),
il suffit de montrer que Dg est solution de I’équation des ondes pour les conditions initiales
g = 0 et 47 = 4, c’est-a-dire ug = 0 et u; = 47dy.

On a :

0:Dg(t) = /S(O ) f(tx)do(z) + t/ (Vf(tx),z)do(x)
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Donc 9?Dg = ADg et Dg est solution de I’équation des ondes.
De plus, Dg(0) = 0 et, d’apres les calculs qu’on vient de faire :

0Ds(0)(f) = / o) = 4770

c’est-a-dire que 0;Dg(0) = 4mdy. C’est ce qu’on cherchait & démontrer.

Puisque 9;5(t,.) = C(t,.), on a F(0;Ds(t)) = 4nC(t,.). L'égalité F(D¢(t)) = 4nC(t,.) est
donc une conséquence du fait que Do = 0;Dg.

b) Pour tout ¢, la distribution Dg(t) est a support compact. On peut donc définir, pour toute
distribution tempérée u :

uxDg(t): feS—u.(y— Dst). (f(.+7v)))

En effet, on passe les détails mais on peut vérifier que y — Dg (f(. + y)) est bien une distribution
tempérée, ce qui fait que la définition ci-dessus a un sens. On peut également montrer que uxDg
est de nouveau une distribution tempérée et que :

F (u*x Dg) = 4Dg = 4nS(t, )i

Le méme raisonnement peut étre appliqué a Do au lieu de Dg.
On en déduit que, pour tout ¢ :

u(t) = ﬁ (1o % Do (t) + w1 + Ds(t))



() = ﬁ (i1 * Do(t) + iy * Ds(t))

Supposons t €] — r;r[ et montrons que ces deux distributions coincident sur B(zo,r — [t]).
Comme on peut < renverser le sens du temps >, on se limite au cas t > 0.
Pour toute fonction f € C°(B(xo,r — |t])) :

u(t)-f = 7 (o (y = Delt)-(+) + . (y = Ds(0)-1(-+1)))

(t)-f = - (0. (y = Do) +9)) + i (y = Ds().f(. +)))

La fonction y — Dg(t).f(. + y) est a support dans B(zg, 7). En effet, si ||y — zo|| > 7 :

1

Ds(t).f(+9) =7 / oy T2 =0

car, pour tout € 0B(0,t), ||y + = — xo|| > ||y — zo|| — ||z|| > r — ¢ donc f(y+2) =0 (on a
supposé f a support inclus dans B(zg,r — [t])).

De méme, y — D¢ (t).f(.+y) est a support dans B(xg, r). Puisqu’on a supposé que uq coincidait
avec T, et uy avec 4y sur B(x, ), on a alors, pour toute f € CX(B(xzo, 7 — [t])) :

u(t).f = a(t).f

3. Supposons (z,§) ¢ WF(uy) UW F(uy).

Soient ¢g, p1 € C°(R™) valant 1 au voisinage de z, telles que gb/ozo, @1 décroissent plus vite
que tout polynome dans la direction &.

Soit 4 la solution de I’équation des ondes pour les conditions initiales (poug, d1uq). D’apres la
question 2.b), u et @ coincident au voisinage de (0,z). En notant U(t,z) = a(t)(x), il suffit
donc de montrer que, pour tout y € R, ((0,x), (y,&)) ¢ WE(U).

Soit ¢ € C°(R) valant 1 au voisinage de 0. Alors, pour tout ¢, d’apres la question 1. :

—

D)a(t) = ()t )bouo + L ()S(L, )b

Notons c(t,.) et s(t,.) les transformées de Fourier de ¢(t)C(t,.) et 1(¢)S(¢,.) selon la variable
t.Ona:

—

Vo eR,w R, U(0,w) = ¢, w)doun(w) + 5(0, w)drun (w)

Pour tout k, il existe ¢y, ¢}, telles que :
Vo,w,  e(o,w)| < e (o) W) [s(o,w)| < (o) (W)

C’est dii aux majorations L> qu’on a sur les dérivées par rapport a t de S et C'. On a donc,
pour tout k, une majoration :

Vo eRweR",  [00(0,w)] < cx (o) () [doun(w)] + ¢ (o) () |frins ()



Puisque (%Eo et @1 décroissent plus vite que tout polynome dans la direction &, wf] décroit
aussi plus vite que tout polynome dans la direction (y,&), pour tout y € R.
Donc, pour tout y € R, ((0,), (y,£)) ¢ WEF(U). C’est ce qu’on voulait démontrer.

4. a) Notons a((t, ), (y,€)) = y* —||£]|*. Puisque U satisfait I'équation des ondes, Op(a)U = 0.

Donc, d’apres le théoréme de Sato-Hormander vu en cours, W F(U) C a1 ({0}) = {((¢, x), (||¢],€)),t €

Rz, € R"p U{((t, 2), (=[[]].€)). t € R, 2, € R"}.

b) Supposons ((0,z), ([[¢]],€)), (0, ), (=[[]],€)) ¢ WEF(U) et montrons que (x,&) & WF(uo).
La démonstration du fait que (z,&) ¢ W F(u;) sera similaire.

En utilisant la question a), on a alors que WEF(U) N ({(0,2)} x (R x R*¢)) = 0. Comme cet
ensemble est conique et fermé, un argument de compacité montre qu’il existe ¢ € C°(R"1)

valant 1 au voisinage de (0, z) tel que qg(\] décroit plus vite que tout polynome sur un voisinage
conique de R x R*¢.

Un tel voisinage conique contient un ensemble de la forme R x V', avec V' un voisinage conique
de £. On a, par la formule d’inversion de Fourier appliquée a la premiere coordonnée :

60900, )(€) = /R Sy, €)dy

Lorsque & appartient & V', on a donc, pour tout k& > 2, une majoration de la forme :

o —

16(0,)U(0,)(E)] < e / (1442 + ||€]) 2y

— o [ (1) L)y
R

= (1 +[[¢]]7) /20

donc gzﬁ(()j(ﬁ(), )= gbmo décroit plus vite que tout polynome sur V. Comme ¢(0, .) vaut 1
au voisinage de x, (x,&) € WF(ug).

5. Supposons (x,&) € WF(u(t)). Alors, d’apres la question 4.b) (appliquée en ¢ plutot qu’en
0), ((t.2), (€]}, €)) € WF(U) on ((t,2), (—|[£]],€)) € WF(U). Supposons par exemple qu'on
est dans le premier cas.

Comme & la question 4.a), on note a(y,&) = y* — [[¢]|>. On a Op(a)U = 0 donc, d’apres le
théoreme de propagation des singularités du TD 10, la courbe bicaractéristique de a passant
par ((t,x), (||€]],€)) est incluse dans W F(U).

Une courbe bicaractéristique ((7, X), (Y, =Z)) est une fonction qui satisfait I’équation :

(T, X)" = ( —E)

(V,2)' =

Ainsi, si ((7(0), X(0)), (Y(0),Z(0))) = ((t, z), (]|£]],£)), on a, pour tout s :
((T(5), X(s)), (Y(5),E(s))) = ((t + 2s][¢][, = = 25E), ([[€]], €))

En particulier, pour s = —t/(2||¢]|), on obtient que ((0,z + t&£/||£]]), (||€]],€)) appartient a
WFE(U). D’apres la question 3., on a donc (z + t&/||£]],€) € WEF (ug) UW F(uy).



