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1 — Petites questions
e N

Soit X, X, X1,... des variables aléatoires réelles définies sur (Q, A, IP) et u, g, 1,... des mesures finies
sur R.

1. Supposons que (X,,),>0 converge en loi vers X. Soit f: R — IR continue. A-t-on f(X,,) = f(X) en
loi?

2. Supposons que pour tout f: R — IR continue a support compact, ffdyn — ffdy. Y a-t-il
convergence étroite de (y,,),,>0 vers pu?

3. Supposons que pour tout f: R — R continue a support compact, E[f(X,,)] = E[f(X)]. Y a-t-il
convergence en loi de (X,,),>o vers X ?

4. Supposons que (X,,),>o converge en loi vers X. A-t-on E[X,,] - E[X]?

Corrl;gé‘
1. Vrai:si g: R — IR est continue bornée, alors g o f est continue bornée et donc E[g(f(X,))] —
Efg(f (X))l
2. Faux : prendre p, = 0,,.
3. Vrai: cela a été vu dans le cours (en terme de mesures) : si une suite de mesures de probabilité

(Myn)nen converge vaguement vers une mesure de probabilité y, alors (p,),cn converge étroite-
ment vers y

Remontrons le, en travaillant dans le cadre plus général d’un espace polonais E (métrique com-
plet séparable). Soit ¢ > 0. On sait que la loi de X est tendue, c’est-a-dire il existe K compact tel
que P(X € K) > 1 —¢ (d’apres le cours toute mesure borélienne finie sur un polonais est tendue).
Soit g: E — IR continue a support compact telle que 1x < g < 1. Soit f: E — IR continue bornée.
Ona

IE[f (Xi)] = E[f (X1 < [B[fg(Xi)] = E[fg(X)]|+[E[f (1 - g)(X,)] - E[f (1 - g)(X)]]
<|E[fg(Xu)] - EBIf (X)) +]flloo (E[(1 = g)(X,)]+E[(1 - g)(X)]),

car 1 -¢g>0.0OnaE[(1-2)(X,)]=1-E[g(X,)] et, en appliquant I’hypothese a fg et g qui sont
continues a support compact, on obtient

limsup|E[f (X,)] - E[f(X)]| < 0+]|fllo (1 ~Eg(X)]+E[(1 - g)(X)]) < 2¢[| |

n—00

car E[(1-¢)(X)] <P(X ¢ K) > €. Cela conclut avec € > 0.

4. Faux:on prend (Q, A, P) = ([0,1], B(R), ) et X,,(¢) la fonction tente telle que X,,(0) =0, X,,(1/n) =
n,X,(2/n) = 0. Alors X,, converge p.s. vers 0 mais [E[X,,] =1 = E[0].
Un autre exemple davantage probabiliste : soit (X,,),>; une suite de variables aléatoires indé-
pendantes de méme loi telles que P(X; =1)=IP(X; =-1)=1/2.Onnote Z,, = X; + Xo +--- + X,
et soit T =inf{n > 1;Z, = 1}. On pose finalement :

W, = Zmin(n,T)-

Pour toute question, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.
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Ainsi, (W,,) est la marche aléatoire issue de 0 qui fait des sauts +1 qui reste en 1 une fois qu’elle
l’a atteint. Il est possible de vérifier que T < oo p.s. de sorte que (W,,) converge presque sirement
vers 1. Or il est facile de vérifier que pour tout n > 1, E[W,] = 0, de sorte que [E[W,,] ne converge
pas vers [E[1]. Avec le langage du second semestre, cela fournit I’exemple d’'une martingale qui
converge p.s. mais pas dans L.

2 — Lemmes de Borel-Cantelli et loi du 0-1 de Kolmogorov

Z}(ercice 1. Soit (X une suite de variables aléatoires réelles déﬁnies sur Q,.A,]P positives, indé—
n)nelN
pendantes et de méme 101

1. Montrer que pour tout a > 0 on a I’équivalence suivante :

E[X,] < o0 & ZIP(XO > an) < .

n>0

2. En déduire la dichotomie suivante :

. X
limsup — =
n—oco N

0 si IE[Xl] < 0o,
oo silE[X;]= oo,

presque sirement.

Corrl;gé‘

1. Soit X une v.a. positive et a > 0, il est facile de vérifier les encadrements de X, suivants :

Za”ﬂansxo<a(n+l) <Xp< Z“(” + l)ﬂansX0<a(n+l)-

n>0 n>0

En prenant I'espérance de la ligne précédente on obtient

a ZIP(XO >an) <E[Xy]<a ZIP(XO >an)+a,

n>0 n>0

dont il est facile de déduire que

E[X,] < 00 & ZIP(XO > an) < co.

n>0

2. Soit a > 0, lim sup% > a ssi il existe une infinité de n tels que X, > an. D’apres la question
précédente,

<oo siE[X;]<oo
;H’(XnZan){ —oo SiE[Xj]=oo ’
nz

donc, par Borel-Cantelli (en utilisant dans le cas de la série divergente que les événements
{X,, > an} sont indépendants),

. Xy
P(limsup — > «a
n

n—-oo

[0 SiE[X;]<o
"1 1 SiE[X]=oc0

et par conséquent

X
limsup —* =
n—-oo

0 si IE[Xl] < 0o,
oo silE[X;]= oo,

presque stirement.



Exercice 2. Soit (X,)u>1 une suite de variables aléatoires définies sur (Q), A, P) indépendantes et de
loi de Bernoulli de parametre 1/2. Pour n > 1, on définit

Ln = max{k >1 |31 < Tl—k:XHl = :Xi+k = 1},
la longueur de la plus grande série de 1 successifs obtenue avant 'instant #n. Montrer que

L, 1
% _,
Inn noe0 In2

presque strement.

Corrigé. Soit € > 0.
Limite supérieure. Pour j > 1, on a

n—j n—

n—j .
1 n—j+1 n
U i1 ==Xy = 1}] = ZIP({XHI ==X =1 = 2 - 2]j = 2’
P i=0

Soit j, == (1 + &)In(n)/In(2)]. Alors P(L, > j,) < 2/nf. Posons n = ny = k¥ de sorte que ¥ ; P(L,, >
Jn,) < o0. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, p.s., pour tout k suffisamment grand on a

'\.

L>]

~.
I
o

. ln(nk)
Ly <jn, <(1+¢) Q)
Pour n € [ny_1, ng[ avec k suffisamment grand, on a
In(1ny) In(ny_;) n(n)
L, <L 1 <(1+2 1+2 ,
nS by <(U+e)qiar < (+2e) = o= < (L+ 2670
donc on a presque strement
L, 1+2¢
limsup

nooo Inn = 1n2 °

Limite inférieure. Posons k, := [ (1 —¢)In(n)/In(2)] et N,, := [ n/k,]. Pour 1 <i < N,,, on définit
Ai = {Xicik,+1 = X(i—i)k+2 = = Xjg, = 1}

Alors Ug\i‘l A; c{L, > k,}. Puisque les événements A;,1 <i < N,, sont indépendants, ceci entraine que

P(L, <k,) <1P(ﬂAf) l_[IPAC AS)N. —(1—%)1\]”:exp({%Jln(l—%)),

=1

qui est sommable en 7, car

n 1 nln(2) 1 nln(2) 1 In(2) nf
{EJIH(“%) -

~—_— —

(1-¢)In(n) 2k« = (1 -¢)In(n) 2nl=¢ ~ 2(1-¢)In(n)
D’apres le lemme de Borel-Cantelli, p.s., pour tout #n suffisamment grand,

In(n)
In(2)

L,>k,>(1-¢) -1,

donc on a presque stirement

L, 1-¢
liminf 2% > ——
n—o00 lnn 11‘12

Conclusion. En faisant tendre ¢ — 0 on a : presque strement lim,_,., L,,/In(n) = 1/In(2).



Exercice 3. Soit (X,,) e une suite de variables aléatoires réelles définies sur (Q, A, IP) indépendantes.
1. Montrer que la série ), X, converge presque sirement ou diverge presque sirement.

2. Supposons a présent que les variables aléatoires X,, sont positives et identiquement distribuées.
Montrer que )_,-( X, = oo presque stirement, sauf dans un cas a préciser.

Corrl;gé‘

1. Notons Fy = o(Xn,Xn+1,...). La série ) (X, converge si et seulement si la série } .y X,
converge pour tout N > 0. Or

{a) €eQ: ZXn(a)) converge} € Fn- (1)
n>N

On a donc

{a) €Q: ZX converge} € ﬂ IN.

n>0 N>0
On conclut en utilisant la loi du 0-1 de Kolmogorov.
Remarque. Dans un but pédagogique, expliquons d’ou vient (1) en détail. D’apres le critére de

o {weg Y X0 g} aly ﬂ{weg ZX }

n>N k>1k>N p,q>k

{a)eQ ZX

ce qui établit (1) car Fy est une tribu.

Or, pour p,q >N,

} (X Xp+1l"'!Xq)CfN'

2. Tout d’abord, si X est presque stirement nulle, alors ), X,, = 0 p.s. Supposons que X, n’est pas
nulle, alors on peut trouver ¢ > 0 tel que P(X; > ¢) > 0. On a trivialement que ) _,P(X,, > ¢) = o0
et les X, sont indépendants, donc par Borel-Cantelli, p.s. les X, sont supérieurs a ¢ une infinité
de fois, donc ), X, = oo.

3 — Loi des grands nombres

Exercice 4. (Théoréme de Bernstein-Weierstrass) Soit f: [0,1] — C continue. Le n¢ polyndome de Bernstein
de f est défini par

n

B, (x) = Z(Z)xk(l —x)”_kf(g), xeR

k=0
1. Montrer sans calcul que B,, converge simplement vers f.

2. Montrer que B, converge uniformément vers f.

Corrigé.
1. On remarque que

B =7 (2],

n

avec S, qui suit une loi binomiale de paramétre (#,x). On peut prendre S, = X; +--- + X, avec
(Xk)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de parametre p. Alors,
d’apres la loi forte des grands nombres Sy/n converge p.s. vers E[X;] = x. Donc, par continuité
de f et par convergence dominée, B, (x) — f(x
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2. Soit € > 0, soit 11 > 0 le module d’uniforme continuité de f associé a €. Alors on a

|f (x) = Bu(x)| = E[lf (x) = £ (Sn(x))l]
< IE[lf(x) _f(Sn(x))llls,,(x)—xISH] +IE[|f(x) _f(sn(x))llls,,(x)—XIZr]]
< e+ 2||fllo P(IS,(x) — x| = 17)

Pour évaluer P(|S,(x) — x| > 1), on utilise I'inégalité de Markov :

Var(i$,(x)) _ x(1-x) _ 1
P, (x) x| > 1) < ~ . z =xnn2x < S

La majoration ci-dessus est uniforme en x, ce qui permet de conclure.

4 — Convergence en loi
T e N T —

Exercice 5. Soit (X,,)u>1 une suite de variables aléatoires réelles définies sur (Q, A, IP) indépendantes et
de loi uniforme sur [0, 1]. On pose M,, := max(Xy,..., X,,). Montrer que la suite (n(1-M,)),> converge
en loi et expliciter la loi limite.

Corrl;gé‘ Pour tout n > 1, la variable aléatoire n(1 — M,,) est a valeurs dans [0,#]. On a donc, pour tout
t<0,P(n(1-M,)<t)=0.Soit t >0 fixé. Pour tout n > t, on a

t t t\"
IP(n(l—Mn)St):IP(Mn21——):1—1P(Mn<1——):1—(1——) .
n n n
Donc P(n(1-M,)<t)—(1- e‘t)]l{tzo}, et la fonction t — (1 — e‘t)]l{tzo} est la fonction de répartition
de la loi exponentielle de parametre 1. Ainsi, la suite (n(1 - M,,)),>; converge en loi vers une variable
aléatoire exponentielle de parametre 1.

_ 0 C==— e

Exercice 6. Soient (X,)u>1 une suite de variables aléatoires constantes, respectivement égales p.s. a
X, € R, et X une variable aléatoire réelle. Montrer que X, — X en loi quand n — oo si et seulement
s’il existe x € R tel que X est de loi o, et x,, = x quand n — co.

Corrigé. Si x, — x et si X est de loi &, alors pour toute fonction continue g: R — R on a E[g(X,)] =
g2(x,) — g(x) =E[g(X)], ce qui signifie que X,, — X en loi.

Si X,, — X enloi alors Fx (t) — Fx(t) pour tout t € D ou D est I'ensemble des points de continuité de F
(D est dense car le complémentaire d’un ensemble dénombrable). Pour tout t € R, on a Fx (t) € {0,1}
et donc Fx(t) € {0,1} pour tout t € D. Comme Fy est continue a droite, on a Fx(t) € {0,1} pour
tout t € R Comme Fx est croissante, il existe x € R tel que Fx = 1|y . Donc X est de loi 6,. En
outre, pour t > x (on a t € D), on a 1, 4 = Fx (f) — Fx(t) = 1. Donc x,, < t a partir d'un certain
rang, donc limsup,_, x, <t et avec t | x on obtient limsup,,_, . x, < x. On procéde de méme pour
liminf,_, x, > x.

5 — Compléments (hors TD)
— TN

Exercice 7. Soit (Z,))n>1 une suite de variables aléatoires définies sur (Q,.A,IP), respectivement de loi
exponentielle de parametre n.

1. Montrer que Z,, converge presque surement vers 0 lorsque n — oo.
2. Montrer que presque sirement, a partir d’un certain rang, Z,, < Z;.

3. On suppose ici que les variables aléatoires (Z,,),>1 sont indépendantes. Calculer ) ., IP(Z, > Z).
Commenter.
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Corrigé.
1. Soite>0.0OnalP(Z, >¢)=e"". Donc

ZIP(Zn > ) < oo.

n>0

D’apres le lemme Borel-Cantelli, pour tout € > 0, presque sirement, a partir d'un certain rang
on a Z, < e. Donc presque sirement, pour entier k > 1, a partir d’un certain rang 0 < Z, < 1/k.
On en déduit que Z,, converge presque stirement vers 0.

2. SoitA={weQ:Z,(w)— 0et Z; >0}. Soit w € A. Alors a partir d’un certain rang Z,(w) < Z1 (w).
Comme IP(A) =1, ceci conclut.

3. OnaP(Z,>Z;)=1/(n+1) pour n > 2. Ainsi

le(z,l > Z1) = 0.

n>1

Ici le lemme Borel-Cantelli (version série divergente) ne s’applique pas car les événements {Z,, >
Z1} ne sont pas indépendants.

L SB[ o S ———

Exercice 8. (Loi des grands nombres, cas non intégrable) Soit (X,,),>; une suite de variables aléatoires
réelles définies sur (), A, IP) indépendantes et de méme loi. On pose, pour tout n > 1, S,, := Xy +...+X,,.

1. Montrer que
E[X,[]<1+ ) P(X,| > n).

n=1
2. En déduire que, si X; n’est pas intégrable, alors la suite (S,/n),>; diverge presque stirement.
Corrigé.
1. On utilise la relation -
Blxil= | P(l> e
0

pour obtenir E(|X;|) <1+) 5 P(|X;|>n). Puis on a IP(|X;| > n) = IP(|X,,| > n).

2. Si X n’est pas intégrable alors }_,-; IP(|X,| > 1) = +co. Les événements {|X,,| > n} étant indépen-
dants, on a P(limsup{|X,,| > n}) =1 d’apres le lemme de Borel-Cantelli. On remarque que

Sn _ Sn+1 } Sn
{(S,,/n),>1 converge dans R} C { i -0 ﬂ nn+ 1) —0;.

Donc X
{(S,/n),>1 converge dans R} C {7" — 0} C (limsup{|X,,| > n})".

Donc S,,/n diverge p.s.

_ 0 C=—eeeno———

Exercice 9. (Mesure empirique) Soit y une mesure de probabilité sur R. Soit (Xj);>; une suite de
variables aléatoires définies sur (Q,.A,IP) indépendantes de loi y. Pour n € IN, on définit

1 v .
Hn = Z;kal

qui est une mesure aléatoire appelée mesure empirique associée a I’échantillon (Xy,..., X,,). Lobjectif
de cet exercice est de montrer que la mesure empirique converge vers la vraie mesure, c’est-a-dire
qu’a partir des observations Xj, on arrive a retrouver la loi inconnue p.
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1. Montrer que C.(RR) est séparable pour la norme infini.

2. Soit (v,),en une suite de mesures de probabilité sur R et v une mesure de probabilité sur IR. Soit
H une partie dense de C.(R) pour la norme infini. Montrer que v, converge étroitement vers v
si et seulement si

VheH, f hdv, —— | hdv.
R

n—-oo R
3. Montrer que presque sirement, y, converge étroitement vers y quand n — oo.
Corrigé.
1. Soit f € C.(R). Pour k,n € N, on fixe f, x € Q tel que

[fuk = flk/m) <1/n i f(k/n) € Q,
fux = f(k/n) si f(k/n)e Q.

On définit pour n € IN la fonction f, comme étant la fonction affine par morceaux interpolant
les f,, x pour k € Z. Alors f,, € C.(R) et on vérifie, en utilisant I'uniforme continuité de f, que

If = fulloo === 0.

Donc 'ensemble des fonctions affines par morceaux a support compact interpolant un nombre
fini de points a coordonnées rationnelles est dense dans C.(IR) pour la norme infini et il est aussi
dénombrable.

2. Le sens direct est clair, montrons la réciproque : on suppose que

VheH, J- hdv, —— | hdv.
R

—00
n R

Soit f € C.(IR) et € > 0. Il existe h € H telle que ||h - f||,, < ¢. Alors on a

J‘fdvn—‘[fdv ffdvn—fhdvn Jhdvn—fhdv
R R R R R R

<lh= o+ | [ hav,= [ hdv[ =gl
R R
Par hypothese, on a donc

Lfdvn—Lfdv

Vf eC.(R), J;Rfdvnijde,

< + +

L{hdv—fmfdv

limsup <2,

n—-oo

et avec € — 0, on en déduit

c’est-a-dire que v, converge vaguement vers v. Comme v et les v,, sont des mesures de probabi-
lités, cela implique la convergence étroite.

3. Soit H une partie dénombrable dense de C.(IR) pour la norme infini, qui existe par la question 1.
Soithe H.On a

[ 1o
R R

par la loi forte des grands nombres, car E[h(X;)] < co. Comme H est dénombrable, on peut
échanger le “Vh € H” et le “presque stirement” : on a donc presque siirement

—— 0, presque sirement,
n—-o00

=) X~ E[h(X))]
k=1

VheH, fhdﬂn—> hdp.
R

n—oo
R

Par la question 2., on en déduit que presque sirement, y, converge étroitement vers y quand
n — oo.
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Exercice 10. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles définies sur (Q2, A, IP) indépendantes
et identiquement distribuées. On note F la fonction de répartition de X; et on suppose que X; n’est
pas p.s. constante. On pose « :=inf{x € R: F(x) > 0} et f :=sup{x € R: F(x) < 1}.

1. Montrer que o < 3, que a # +oo et que f # —co.

2. Montrer que
liminfX, =a et limsupX, =254,

n—0o0 n—co

presque sirement.

Corrigé.
1. On a a < f car F est croissante. Supposons que a = f. Alors par continuité a droite F(a) =1 et F
est la fonction de répartition de la mesure 9, ce qui contredit I’hypothese de I’énoncé. Si = +oo
cela signifie que F = 1 ce qui n’est pas possible car F(x) — 0 quand x — —co. De méme a # +co.

2. Montrons tout d’abord que, pour a € R tel que 0 < F(a) <1, ona p.s.

liminf X, <a <limsupX,,.
n—0oo n—00
On a limsup{X,, > a} C {limsup,,_, X, > a} et P(X,, >a) =1-F(a) €]0,1[. Donc }_,-, P(X,, >a) =
+0o et d’apres le lemme de Borel-Cantelli (les événements {X,, > a} étant indépendants), on a

P (limsup{X, >a}) = 1.

Ainsi p.s., limsup,_, X, > a. De méme, limsup{X,, < a} C {liminf, , X, < a}, et on montre
comme précedemment que p.s. liminf, , X, <a.

Soit (Bk)k>1 une suite croissante qui tend vers f telle que a < By < p. D’apres le petit résultat
montré juste avant, on a pour tout k > 1, p.s., limsup,,_,  X,, > . Ainsi, p.s., limsup,_, X, >

B. Supposons f < +co. Soit k > 1. On a {limsup,,_, X, > p + 1/k} C limsup{X,, > p + 1/k}. Or
F(B+1/k)=1,donc P(X,,>p+1/k)=0

P (limsup{X,, > B+ 1/k}) = 0.

Ainsi pour tout k > 1, p.s., limsup,_, X, < g+ 1/k puis, p.s., limsup,_, X, < B.

Pour l'autre limite, ca marche pareil. Soit (ax)x>1 une suite décroissante qui tend vers «a telle que
a < Py < . D’apres le petit résultat montré juste avant, on a pour tout k > 1, p.s., limsup,,_, X, <
ag. Ainsi, p.s., limsup,_, X, < a.Supposons a > —co. Soit k > 1. On a {liminf, , X, <a-1/k} C
limsup{X, < a —1/k}. Comme F(a —1/k) = 0 pour tout k > 1, on conclut comme précedemment
que, p.s., liminf, , X, > a.

_ o C=—eeeno———

Fxercice 11. Montrer qu’il n’existe pas de mesure de probabilité sur IN* telle que, pour tout 7 > 1, la
q p P que, p
probabilité de I’ensemble des multiples de n soit égale a 1/n.

Corrigé. Supposons qu'il existe une telle probabilité IP. Soit py,..., px des nombres premiers, on a

k
1
P(piINN---NpIN) =P ---pr)IN) = = IP(p;IN),
(p1 PEN) = P((py - py)N) = ——— ]—1[ (p/N)

donc piIN,..., pxIN sont des événements indépendants. En outre,

Y PeN)= ) %:oo,

p premier p premier
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ou l'on utilise que la série des inverses des nombres premiers diverge (voir sur Wikipédia pour une
preuve). Donc, par le lemme de Borel-Cantelli, presque tout entier n € IN (pour IP) appartient a une
infinité de pIN, c’est-a-dire est multiple d’une infinité de nombres premiers distincts. Mais, il n’y a
que 0 qui vérifie cette propriété. Donc P(IN*) = 0 et ainsi IP({0}) = 1. Cela contredit la définition de
P:VnelN,0enlNdoncP(nIN)=1 = 1/n.

_— o C——ee—e— /4

Exercice 12. (Retours en 0 de la marche aléatoire simple asymétrique) Soit (X,,),>1 une suite de variables
aléatoires définies sur (Q),A,P) indépendantes de loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[ tel que
p # 1/2. On considere Sy := 0 et S, := X; +--- + X,, pour n > 1. Montrer que presque sirement le
nombre de passages en 0 de la marche (S,,),cn est fini.

Com’gé‘ On pose A, := {5, = 0}, de sorte que limsup,,_, A, soit I'’événement “(S,),en passe une
infinité de fois en 0”. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, il suffit de montrer que ) IP(A,) converge.
Or IP(A,) est nul si n est impair et

P(A2,) = P(S2, = 0) = (i”)p”(l -p)"

Or P(Aj,12)/IP(Ay,) = Mp(l —p) — 4p(1 -p) quand n — oo. Or 4p(1 —p) <1 puisque p = 1/2,

. (ne1)”
d’our la convergence de la série.

—_—— o=

f?(ercice 13.

1. Soit y une mesure de probabilité sur (IR, B(RR)). Pour tout n > 1, on définit une mesure de proba-
bilité u, sur (R, B(RR)) par :

pi= ) (s, (ke + 1)/} S
kez

Montrer que p, converge étroitement vers y quand n — co.

2. En déduire que si (X,,),>1 est une suite de variables aléatoires définies sur (Q, A,IP), respecti-
vement de loi géométrique de paramétre e™'/*, alors la suite (X,,/n),>, converge en loi vers une
variable aléatoire exponentielle de parameétre 1.

Corrl;gé‘
1. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace (Q,.A,IP) de loi u. Alors on voit que
pour tout n > 1, la variable aléatoire Y, = [nX |/n (| x| désigne la partie entiere de x) suit la loi
My Et Y, = X p.s. Donc Y,, — X en loi, ce qui signifie que p,, — p étroitement.

2. On pose m(dx) = e * 1,0, dx. Alors on vérifie que pour tout n > 1, m,, est la loi de la variable
aléatoire X,,/n. En effet,
(k+1)/n
IP(Xn :k):e—k/n_e_(k+1)/1’l :J\ e—de:mn({k/n})'
k/n

_ o C—ee— o — 4

Z?(ercice 14.

1. Soit f: [0,1] — R continue. Déterminer la limite de

J f(m)dxl...dxn
[0,1]” n

quand n — oo.
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2. Soit f: R, — R continue bornée et A > 0. Déterminer la limite de

> L)k
) S (‘)

k=0

quand n — oo.

Corrigé‘
1. Ona

J‘ f(xl+"'+x”)dx1...dxn:lE[f(U1+"'+U”)]
[0’1111 n n

ou Uy,..., U, sont des variables aléatoires indépendantes et uniformes sur [0,1]. D’apres la loi
forte des grands nombres, n~! (U, +... + U,,) converge p.s. et donc en loi vers 1/2. Ainsi,

. X1 +...+x, 1)
1 XAt (2)
nl—I}c}o [0,1]” dXI dxi’lf( n ) f(2

et ()t

k=0
ou Py,..., P, sont des variables aléatoires de Poisson de parameétre A indépendantes. D’apres la
loi forte des grands nombres, n!(P; +... + P,) converge p.s. et donc en loi vers . Ainsi,

(o]

lim e_/\”Mf(k):f(/\).

n—o0 k! n
k=0

Remarque. On a utilisé les résultats suivants que vous pourrez vérifier a titre d’exercice :
> La moyenne d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A > 0 est .

> Soient n>1, Ay,..., A, >0 et Xy,..., X, n variables aléatoires indépendantes, chaque X; sui-
vant une loi de Poisson de parametre A;. Alors X; +...+ X, suit une loi de Poisson de para-
metre Ay +...+ A,

Recollement aléatoire de cercles
(par Delphin Sénizergues)



